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出 版 说 明 


近 二 十 年 来 电子 工程 、 控 制 工程 、 系 统 工程 及 其 它 领域 都 获 
得 巨大 发 展 。 众 所 周知 ， 这 些 科学 技术 研究 的 发 展 是 与 现代 逐渐 
形成 的 应 用 数学 学 科 紧密 相关 ， 相 辅 相 成 。 尤 其 近年 发 展 起 来 的 
边缘 学 科 ， 更 是 与 数学 紧密 结合 。 但 一 般 数学 专著 比较 偏重 于 论 
证 严谨 ， 全 面 系统 ， 篇 幅 较 大 ， 理 论 较 深 。 广 大 科技 工作 者 学 习 
此 类 著作 ， 往 往 需 时 较 多 ， 与 工作 结合 不 紧 ， 收 效 不 大 。 本 欠 书 
将 为 目前 在 电子 工程 、 控 制 工程 、 系 统 工程 等 领域 工作 的 同志 在 
数学 基础 的 提高 上 ， 提 供 适合 其 工作 特点 的 数学 参考 书 。 

本 丛书 是 一 种 介 于 现代 应 用 数学 专著 与 工程 专业 理论 书籍 之 
间 的 桥梁 参考 著作 。 更 着 重 于 科技 工作 中 应 用 较 多 的 数学 概 念 ， 
分 析 和 解 题 的 基本 技巧 。 也 包括 一 部 分 适合 于 实际 工作 者 为 学 习 
更 高 深 的 现代 应 用 数学 专著 所 需 之 基础 知识 。 

本 丛书 选材 包括 三 个 方面 ， 基 础 数学 ， 应 用 数学 有 关 领 域 的 
基础 介绍 ， 应 用 于 科技 中 的 典型 基础 专业 理论 。 出 版 采用 分 册 形 
式 ， 各 册 内 容 独立 ， 自 成 体系 ， 但 仍 有 少量 交叉 , 分 期 分 批 出 版 。 

丛书 可 供 大 专 院 校 有 关 专 业 研 究 生 、 教 师 、 从 事 科 研 生 产 的 
工程 师 参 考 。 
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由 于 数字 技术 和 半导体 技术 的 广泛 应 用 和 迅猛 发 展 ， 近 一 、 
二 十 年 中 沃 尔 什 函数 与 沃 尔 什 变换 在 通信 、 信 号 处 理 、 控 制 等 电 
子 工程 领域 得 到 了 重要 应 用 。 这 本 小 册子 作为 现代 应 用 数学 丛书 
之 一 ， 向 读者 介绍 沃 尔 什 函 数 与 沃 尔 什 变换 这 一 数学 工具 。 

本 书 除了 叙述 沃 尔 什 分 析 的 数学 内 容 外 ， 还 以 较 通 俗 的 语言 
阐明 了 抽象 调和 分 析 和 抽象 代数 的 某 些 观 点 ， 在 这 基础 上 ， 反 复 
比较 了 沃 尔 什 分 析 和 傅 里 叶 分 析 之 间 本 质 上 的 相似 处 与 不 同 处 ， 
从 而 便于 读者 掌握 和 使 用 。 为 了 容易 阅读 ， 本 书 正文 的 论证 力求 
初等 与 严 说。 为 了 便于 应 用 ， 对 于 快速 沃 尔 什 变换 算法 的 理论 基 
础 及 各 种 具体 算法 讨论 得 相当 详细 。 
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第 一 章 ” 沃 尔 什 函 数 


$1 沃 尔 什 函数 的 引入 


正 弘 和 余弦 函数 系 是 “完全 的 直 交 函数 系 ”( 严 密 定义 见 $ 6), 
在 这 个 函数 系 上 建立 的 傅 里 叶 分 析 在 电子 工程 中 十 分 重要 ， 应 用 
很 广 。 随 着 数字 技术 和 半导体 技术 的 发 展 ， 另 一 类 完全 的 直 交 函 
数 系 一 一 沃 尔 什 函数 系 一 一 的 理论 和 应 用 在 最 近 二 十 年 得 到 很 大 
发 展 。 沃 尔 什 函 数 仅 取 + 1 和 一 1 两 个 数值 ， 和 数字 逻辑 特征 一 
致 ， 但 又 和 正弦 余弦 函数 有 一 系列 本 质 上 类 似 的 性 质 ， 因 而 在 信 
号 处 理 、 通 信和 控制 等 方面 得 到 了 广泛 应 用 。 

为 了 引入 沃 尔 什 函 数 ， 我 们 从 工程 上 极为 熟悉 的 矩形 波 的 二 
分 频 谈 起 。 将 正弦 波 放大 和 限 幅 就 可 得 到 矩形 波 , 再 用 二 分 频 器 ， 
例如 用 一 个 触发 器 ， 就 可 以 把 矩形 波 二 分 频 ， 连 续 使 用 触发 器 进 
行 多 次 的 二 分 频 就 得 到 图 1.1 所 示 的 波形 。 

这 些 波形 看 作 时 间 的 函数 时 ， 称 为 拉 德 马 替 函 数 (Radema- 
cher)， 它 的 数学 表达 式 为 ; 

Е(Е, t )=sgn(sin2xt) (1.1.1) 
k=0, 1, 2, + 

其 中 sgn 为 正 负 号 函数 ， 即 ; 
+1 щх>0 
-1 щх<0 


H х= 00, зап( Х)Ж ж Ж, HR (1.1.1) 定义 的 R(&，+) 
的 时 基 已 经 归 一 化 ， 即 其 函数 定义 域 为 C(0，1) 区 间 。 如 果 把 
R(R，+ ) 周期 地 延 拓 到 实数 轴 上 ， 由 图 1 容易 看 出 R(k，, 1) 
关于 0 点 旦 奇 对 称 ， 所 以 它们 的 线性 组 合 出 来 的 波形 总 也 是 对 于 


Е (1.1.2) 


-re 一 一 一 一 一 一 一 


图 1.1 拉 德 马赫 函数 


0 点 成 奇 对 称 的 ,以 致 象 f(t ) =cos t 这 样 简单 的 偶 对 称 的 时 间 
函数 ， 就 无 法 用 R(h，t ) 的 线性 组 合 来 表 出 ， 因 此 我 们 说 ， 拉 
德 马赫 函数 是 一 组 不 完全 的 直 交 函数 ， 它 只 是 沃 尔 什 函 数 的 一 个 
子 集 ， 但 由 它 可 引出 完全 的 沃 尔 什 函 数 。 

沃 尔 什 函数 可 以 由 拉 德 马赫 函数 的 乘积 来 引入 。 把 整数 ”用 
二 进 制 数 表 出 ， 


m-1 
n= У) m2 (1.1.3) 
k=0 


其 中 ，m= 0 或 1。 当 me 0 二 km 一 1， 取 0 和 1 的 各 种 可 
能 值 时 ， ”就 跑 遍 0 到 2” 一 1 的 一 切 整数 值 。 沃 尔 什 函数 WAL。 
(п, 1), Æn=0, 1, 2, 2" 1, OS CLÉ, 
可 由 下 式 定义 : 


т-1 
WAL,(n, 1)=[] К(Ё+1, 4) (1.144) 
к=0 


. 
Les 


例 1 RWAL,(7, t) 的 表达 式 

因为 ，7 = 1 x22+ 1 x2! 十 1 XxX2%， 所 以 

WAL,(7, 1)=R(3, 1)R(2, 1)R(1, t) 

图 1.2 列 出 了 前 十 六 个 沃 尔 什 函 数 的 波形 ， 沃 尔 什 函 数 的 这 
种 排列 次 序 称 为 自然 序数 ， 或 称 并 矢量 定 序 、 佩 利 (Paley) Ж 
序 、 二 进 制定 序 、 正 常 定 序 。 


LS LI LT me» 
ELU U LS Laie 
п лп ПГ 
Б ЛЕЕ a у Low 
ү L T LU w 
TILL TS Les 
一 人 S 
ЕЕН i 
ns PE 


ee es 
1 LAON) 


#=0 tel 


图 1.2 自然 序数 的 沃 尔 什 函 数 
EHW, Ж WALD 
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下 面 来 给 出 WALs(a，f) HAE REX Etl 
1<1) 用 二 进 制 小 数 表 出 : 


+оо 
t = У" (1.1.5) 
k=1 


其 中 ，t= 0 R1, MAX (1.1.1) 表示 的 拉 德 马赫 函数 也 可 由 
以 下 指数 形式 定义 ， 
з, t)=1 
R(k, t)=(—1)% k=1, 2, = 
把 式 (1.1.6) RAR (1.1.4) 得 


(1.1.6) 


re 
WAL,(n, t1)=(—1)#70 (1.1.7) 
这 就 是 自然 序数 的 沃 尔 什 函数 指数 形式 定义 。 

在 [C0，1) KEZI WAL n, t) 的 定义 还 是 和 拉 
德 马 幸 函 数 一 样 ,采用 周期 地 延 拓 出 去 ， 即 在 实 轴 上 WALC, t) 
是 一 个 周期 为 1 的 通 数 。 由 于 我 们 已 经 把 WAL,(n, t) 周期 
地 延 拓 到 了 全 实 轴 上 ， 所 以 不 但 可 以 如 上 述 那样 在 (0，1) 区 
间 上 进行 讨论 研究 ， 有 时 为 了 某 种 需要 和 方便 ， 也 可 以 把 归 一 化 


时 基 的 区 间 取 为 [一 - 当 -， 一 )， 这 时 ,有 关 的 理论 和 在 C0，1) 
区 间 上 讨论 时 是 完全 类 似 的 ， 以 后 常常 不 再 作 附加 的 说 明 。 


82 广义 沃 尔 什 函 数 和 特征 函数 


上 节 以 二 分 频 波 形 着 手 引 入 了 沃 尔 什 函 数 的 波形 ， 定 义 及 数 
学 表达 式 ， 对 于 沃 尔 什 级 数理 论 ， 这 些 基 本 上 已 经 够 用 了 。 但 为 
了 揭示 沃 尔 什 函数 和 正 、 余 弦 函 数 本 质 上 的 联系 和 区 别 ， 为 了 数 
学 上 严密 地 引入 沃 尔 什 变换 ， 必 须 把 沃 尔 什 函数 WAL,(n, t) 
中 的 ”由 非 负 整数 开 拓 到 正 实数 ， 也 就 是 给 出 广义 沃 尔 什 函 数 的 
定义 。 

先 引 入 “加 法 交换 群 ”的 概念 。“ 加 法 交换 群 ” 是 一 个 比较 
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抽象 的 数学 概念 ， 它 是 从 大 量具 体 的 数学 对 象 中 抽象 出 来 的 。 我 
们 从 中 学 就 接触 到 全 部 整数 组 成 的 集合 。 整数 间 可 以 进行 加 减法 ， 
运算 结果 还 是 整数 ， 并 且 适 合 交换 律 、 结 合 律 、 减 法 可 以 看 作 是 
加 法 的 逆 运 算 。 后 来 ， 我 们 又 接触 到 全 体 有 理 数 组 成 的 集合 。 有 
理 数 间 也 可 以 进行 加 减法 ， 运 算 结 果 还 是 有 理 数 ， 并 且 适 合 交换 
律 ， 结 合 律 。 以 上 谈 的 是 普通 的 数 。 在 工程 中 ， 例 如 在 计算 机 和 
数字 系统 中 ， 我 们 经 常 使 用 二 进 制 数 。 最 简单 的 是 0 和 1 这 二 个 
数组 成 的 集合 ， 如 果 对 0 ， 1 进行 不 进位 的 加 法 运算 (也 就 是 用 
半 加 器 作 运 算 ), 显然 运算 结果 是 0 或 1， 另 外 ， 不 借 位 的 减法 运 
算 和 不 进位 的 加 法 运算 是 一 样 的 ， 而 且 不 进位 ， 借 位 的 加 减 运算 
也 适合 交换 律 和 结合 律 。 在 计算 机 中 大 量 使 用 的 是 多 位 的 二 进 制 
数 ， 有 的 计算 机 电路 中 有 多 位 的 半 加 器 。 设 半 加 器 的 位 数 为 m 位 ， 
那么 2" 个 m 位 二 进 制 数组 成 的 集合 也 和 上 述 的 各 种 集合 有 类 似 的 
性 质 ， 它 们 之 间 可 以 用 半 加 器 进行 半 加 运算 ，( 也 就 是 不 进位 , 借 
位 的 加 减法 运算 )， 运 算 结 果 还 是 nn 位 二 进 制 数 ,实际 上 还 有 许多 
数学 对 象 具有 这 类 性 质 。 例 如 ， 全 体 整 数 为 元 素 的 m х n ЕРЕ 
组 成 的 集合 ， 它 们 之 间 可 以 进行 加 减法 ， 运 算 结果 还 是 m Xx п 
整数 为 元 素 的 矩阵 ， 并 且 适 合 交换 律 和 结合 律 等 等 。 我 们 把 上 述 
各 种 数学 对 象 所 具有 的 共性 抽象 出 来 ， 把 具有 这 种 共性 的 集 À, 
称 为 “加 法 交换 群 "。 这 样 的 概念 包含 了 上 述 各 例 为 特殊 情况 ， 同 
时 还 包含 了 其 它 丰 富 而 众多 的 数学 对 象 作为 其 特殊 情况 。 只 要 对 
抽象 的 “加 法 交换 群 ”进行 透彻 的 研究 ， 就 可 以 揭示 出 这 些 丰 富 
而 众多 的 数学 对 象 的 共同 规律 和 本 质 特 性 。 

“加 法 交换 群 ”的 严密 数学 定义 如 下 。 

设 G 是 一 个 非 空 集合 , 假定 在 G 中 规定 了 一 种 “加 法 ”运算 ， 
(注意 ， 这 里 的 加 法 不 一 定 是 通常 算术 中 的 加 法 ， 而 是 一 种 广义 
的 加 法 ) 且 G 对 这 个 加 法 运算 是 自封 闭 的 ， 即 对 任意 两 个 元 素 a， 
bEG， 其 和 a 十 65 仍 是 G 中 元 素 。 另 外 ， 以 下 运算 规则 成 立 ， 

(1) 对 任意 4，bEG， 有 

a+b=b+a (交换 律 ) 
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(2) МЕ йа, b, cEG, Ж 
(a+b)+c=a+(b+ce) (结合 律 ) 
(3) G 中 有 一 个 零 元 素 0 ， 具 有 性 质 
4 十 0 二 4， 对 一 切 aEG 
(4) 对 任意 cEG，G 中 存在 一 个 4 的 负 元 素 一 a 满足 
а+(—а)=0 
这 时 我 们 说 G 对 于 所 规定 的 加 法 运算 是 一 个 交换 群 ， 亦 称 G 为 阿 
HR (Abel) 群 或 交换 群 。 
注意 ， 上 述 定义 中 的 ( 3 )，(4 ) 实 质 上 就 是 说 G 中 有 减法 。 
例 2 把 全 体 实 数组 成 的 集合 记 成 刃 ， 在 尺 中 按 普通 算术 那 
样 规定 了 实数 加 法 运算 ， 则 显然 叉 对 加 法 自封 闭 ， 且 满足 交换 群 
的 四 条 运算 规则 ， 记 以 及 对 普通 加 法 是 一 个 交换 群 。 
йз 二 元 序列 的 并 矢 群 
MB (6) = Ce, 0, 0,2, ee, fo to +) 的 全 部 0-1 序 
列 的 集合 记 成 A， 这 里 序列 4) 的 元 妨 仅 取 0， 1 这 二 个 值 , 而 
HARA t-s 起 左边 的 所 有 元 都 是 0，(ti) 是 一 类 特殊 的 二 元 序 
列 。 在 A 中 规定 一 个 加 法 运算 四 如 下 ; 
ж Ct), CEA, ШКС) 0-1 序列 ， 这 序列 中 
HEATH (Pr) i ， 由 下 式 给 出 ， 
(+ Bt ); 会 1 十 (mod 2), HA MEME à (1.2.1) 
这 里 mod 2 表示 模 二 和 , 即 不 计 进 位 的 半 加 运算 ， 其 运算 规则 为 ， 
0+0=0 (mod2) 
0+1=1 (mod2) 
1+0=1 (mod2) 
1+1=0 (mod2) (1.2.2) 
因此 A 中 的 人 运算 实际 上 就 是 把 A 中 的 每 个 元 t 看 作 无 穷 维 Ж 
量 ， 然 后 把 它 的 分 量 ; 按 模 2 相 加 , 容易 验证 A 对 个 运算 自封 闭 ， 
且 满 足 交换 律 和 结合 律 ，A 中 的 零 元 素 就 是 全 零 序 列 (…，0， 
0，0，…)，+ 的 负 元 素 一 上 = t+， 所 以 ，A 对 加 法 斩 是 一 个 
交换 群 ， 称 为 并 矢 群 。 显 然 并 矢 群 是 m 位 二 进 制 数 在 半 加 运算 下 


形成 的 群 的 一 种 推广 。 

例 3 中 定义 的 并 矢 加 法 在 沃 尔 什 函 数理 论 和 应 用 中 很 重要 。 

现在 ， 我 们 从 8$ 1 式 (1.1.7) 出 发 来 定义 广义 沃 尔 什 函数 ， 
S 1 中 把 非 负 整数 用 二 进 制 数 玫 出， 又 把 t 用 二 进 制 小 数 表 出 
( 见 式 《1.1.3)，(1.1.5))。 在 这 基础 上 引出 了 WAL6。(n，1) 
的 指数 形式 的 定义 〔 见 式 (1.1.7)) 这 个 过 程 可 以 推广 到 任意 非 
АЗ, HR 记 所 有 非 负 实数 组 成 的 集合 ， 则 对 任意 #R:， 都 
可 用 二 进 制 数 表 出 ， 如 

t Stann ENTREE RUES RENTREE RE 


че У = Diet (1.2.3) 
i=-N 


RE і < Л, һ=0„ ЖЖ, {ЕЁ—Р13 中 的 0-1 序 列 (Е) 

可 按 上 式 得 到 一 个 正 实 数 to + 和 (ti) 之 间 通 过 二 进 制 表示 建 

立 起 来 的 对 应 关系 , 使 我 们 可 以 定义 一 些 映 象 或 称 变换 , HT). 
先 定义 从 并 矢 群 A 到 À, WRR A, 


лс) У) Hat (1.2.4) 
у 


反 过 来 ， 还 可 定义 从 R, 到 并 矢 群 人 的 映 象 上 和 Y 如 下 : 

HER, к(ї)=(@%) (1.2.5) 
其 中 0-1 序列 (4) 的 元 由 二 进 制 表 达 式 (1.2.3) 给 出 。 当 上 
可 以 表 成 有 限 个 2 HERAN, Kt 为 二 进 有 理 数 (注意 它 和 有 
理 数 有 区 别 )。 每 个 二 进 有 理 数 可 以 有 二 种 表示 法 , 例如 1 可 以 表 
ЖЖ 

1=1х2' (1.2.6) 

也 可 以 表示 成 ， 

1 一 0xX20 十 1X2-1 二 1X23 十 1 XZH (1.2.7) 
现在 ， 定 义 映 象 L 时 ， 如 1 为 二 进 有 理 数 ， 我 们 规定 ， 上 (+t) 用 
À (1.2.6) 那 种 2 的 宕 的 有 穷 和 表示 。 类 似 地 定义 映 象 Y， 

ү()=(@%) (1.2.8) 
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Ht t RAR (1.2.3) 给 出 但 Y 和 4 不同 点 在 于 ， 当 t 是 二 
HARA, RIRE: Y(t) RAR (1.2.7) 那 种 2 AA) 
无 穷 和 表示 。 显 然 ， 由 定义 ， 当 t 不 是 二 进 有 理 数 时 L(t)= 
入 (t)。 当 +t 是 二 进 有 理 数 时 ， 必 然 存 在 一 个 整数 M， 使 得 序列 
L(t)=(ti) 中 ， 有 tu= 1, ШЕРМАН 0。 例 如， 
取 上 一 7， 是 一 个 二 进 有 理 数 ， 则 M=0， 且 
h(7)=(…，0，0， 1, 1, 1, 0, 0, +) 
Y(7)=(… 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1, +) 
另外 ， 由 和 的 定义 ， 对 所 有 ER， 有 
Х^(#(1))=5(Ү())=1 (1.2.9) 
把 式 (1.2.3) MR (1.1.3) 比较 ，i 与 6 差 一 个 负 导 ， 把 
R (1.1.3) 统一 记 成 式 (1.2.3) 的 形式 ， 


02 
n= У n,2 (1.2.10) 


ї= - (т- 1) 


再 由 上 式 来 推导 式 〈1.1.7)， 得 ， 
0 
"ү. 


WAL,(n, t)=(=1) i5 -D (1.2.11) 
”把 ”和 上 都 推广 到 非 负 实数 ， 从 式 (1.2.11) 就 可 得 到 广义 沃 尔 
什 函数 的 如 下 定义 。 对 任意 yER,， 广 义 沃 尔 什 函 数 


эй- 
WCA) S (GER) (1.2.12) 
这 里 уж, SI УЯ ЮЖ, Шн(у)=(у) 和 
HCt)=() 给 出 。 
广义 沃 尔 什 函数 中 (+ ) 有 以 下 重要 的 乘法 定理 (RARA 
定理 )。 
定理 1.1 对 几乎 所 有 的 》，zER,， 有 公式 
WCC )=%е.(1), HRA IER, (1.2.13) 
ЖжиуФфг2л (и (У)Фн (2)), (1.2.13а) 


证 明 HA (1.2.12) ЯКИХ 


оо 
У Уй - У) 204 


С) t)= 1) {7% х(-1)‘* 7% 


оо 
У! (yi+ zt1-s 


=(—1)!°7® 


D (yiBzDti-s 
=(—1)#77°, =b 1) 


注意 , 由 于 映 象 上 的 定义 中 规定 了 ， 当 》 为 二 进 有 理 数 时 , н (>) 
ЖИ 2 ЖИНЕЛ Жл. МО? (у) н (2) 这 个 0-1 
序列 从 某 一 元 起 右边 各 元 全 为 1 时 ， 
| пСуф г )%ен (у) (2) 
因而 ， 
У (yit 20) р 
tel 2) 1) {27% 
FERA (1.2.13) ХНИ РЗ, HAWEA 1 的 0-1 序列 
仅 有 可 数 多 个 ， 所 以 ， 从 ?， z 这 两 个 变量 的 二 维 角度 来 看 ， 式 
(1.2.13) 不 成 立 的 y>， z 测度 为 零 ， 定 理 1.1 证 毕 。 
推论 1.1 у, z 为 非 负 整数 nm，m В}, HRA п, п, 有 
WAL,(n, 1)WAL,(m, #) = МАТ, (пп, t) 
(1.2.14) 
关于 推论 1.1 的 证 明 ， 只 要 注意 到 》, z 取 非 负 整数 时 , 上 《7 ) 申 
H(z) 不 会 右边 全 1 。 详 证 读者 可 自己 推导 。 
定理 1.1 M RAR MER ARR AU ЕЮ 类 似 。 
Ёш, Хо, (ERA 
cosot+ j sinof=e/" (1.2.15) 
RE j=v—1, {ШШ НТ ОГИ Е а 
ШЖ е" 上。 而 指数 函数 有 性 质 ， 
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е! т=з! ш ейөү'. giest (1.2.16) 
把 上 式 和 式 (1.2.13) 比较 ， 可 看 出 沃 尔 什 函 数 和 圆 函 数 间 都 满 
足 类 似 的 乘法 定理 ， 仅 对 沃 尔 什 函数 ， ? P z 是 按 并 矢 相 加 的 。. 

另外 ， 由 式 (1.2.12) 定义 ， 易 知 : 

| 出 (1)|= 1, ЯНУ, ЄР, 
这 又 和 
|'°|= 1, Но, ЄР 

类 似 。 满 足以 上 二 条 性 质 ， 再 加 上 一 条 “连续 性 ”的 函数 ， 称 为 
局 部 紧 的 交换 群 的 特征 函数 或 称 为 指标 。 把 加 函数 e”' 看 作 @ 
为 参数 的 时 间 函 数 时 ，( 这 里 EER，R 是 实数 加 法 交换 群 ， 参 见 
例 2 )， 可 证 它 是 实数 加 法 群 的 特征 函数 。 而 对 于 沃 尔 什 函数 岂 ， 
可 证 它 是 并 矢 群 A 或 (R,) WEERA. RH, b, EALE 
一 个 几乎 处 处 的 特征 函数 ， 因 定理 1.1 指出 ,在 一 个 (У, 2) 
的 零 测 度 集 上 乘法 定理 不 成 立 。 但 因 这些 (9,2) 的 测度 为 零 
所 以 理论 上 没有 引起 什么 差别 。 

基于 局 部 紧 交 换 群 上 的 特征 函数 理论 ， 建 立 起 了 抽象 调和 分 
析 理 论 ， 详 见 附录 1 。 这 种 理论 把 傅 里 叶 分 析 和 沃 尔 什 分 析 作为 
它 的 二 个 特殊 情况 。 从 这 种 理论 的 观点 出 发 ， 可 以 清楚 地 看 出 傅 
里 时 分 析 和 沃 尔 什 分 析 本 质 上 是 非常 类 似 的 ， 沃 尔 什 分 析 中 亦 有 
变换 理论 ， 帕 斯 瓦尔 (Parseval) 定理 、 卷 积 定理 、 维 纳 (Wi- 
ener) 定理 等 成 立 ， 但 是 二 者 之 间 也 有 本 质 上 的 差异 ， 伟 里 叶 分 
析 中 的 普通 加 法 对 应 于 沃 尔 什 分 析 中 的 并 矢 加 法 。 并 矢 加 法 一 方 
面 使 沃 尔 什 分 析 的 一 系列 问题 和 计算 变 得 不 同 了 ， 有 时 显得 复杂 
了 ， 另 一 方面 并 矢 群 的 特殊 性 质 ， 使 沃 尔 什 分 析 在 傅 里 叶 分 析 达 
不 到 的 领域 ， 如 量子 物理 学 中 得 到 重要 应 用 。 

广义 沃 尔 什 函数 还 有 以 下 对 称 性 质 。 

定理 1.2 ЯҢ >, IER, # 

d,C+)=4,(5) (1.2.17) 


Ф “局 部 紧 ” 的 定义 参见 附录 1 。 
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证 明 ”由 定义 式 (1.2.12) я. 


十 oo 
У Ji- 


由 (1 一 (一 1) 于 


Ў! tayı- 
出 (7) 一 (一 1) t 

k=l 1, #001) = 007), ЇЕ, 

根据 对 称 性 和 乘法 定理 得 : 

定理 1.3 对 几乎 所 有 t,t,ER,,， 有 

d,()4,@)=4, (4), АЮВ YER, 

证 明 应 用 定理 1.2 和 1.1 Ж: 

bylt) bylt) =p (IpI) =p 0C У) =H, Pt) 
等 式 成 立 要 求 序列 上 (DH (6) 的 右边 不 全 为 1。 证 毕 。 

本 节 一 开始 定义 了 “加 法 交换 群 ， 完全 类 似 地 可 以 定义 “有 乘 
法 交换 群 "。 

非 空 集合 G 中 规定 了 一 种 “乘法 ”运算 ，G 对 这 个 乘法 运算 
是 自封 的 ， 即 a ,bEG, 有 abEG， 而 且 有 以 下 运算 规则 成 立 : 

(1) 对 任意 4。，bEG， 有 


a-b=b.a (交换 律 ) 
(2) HER a, b, cEG, 有 
(a-b) :с=а: (b-c) (结合 律 ) 


(3) G 中 有 一 个 单位 元 素 。， 具 有 性 质 ， 
ae 一 G， 对 一 切 acEC 
(4) 对 任意 oER，G 中 存在 一 个 的 逆 元 素 a, ME: 
а:а = е 

这 时 我 们 说 G 对 于 规定 的 乘法 运算 是 一 个 交换 群 。 广 义 沃 尔 什 函 
数 还 有 以 下 性 质 ， 它 形成 群 。 

定理 1.4 把 全 体 广义 沃 尔 什 函 数 0, VER ARE 合 记 
为 中 ， 则 中 是 一 个 “几乎 处 处 ”的 乘法 交换 群 (BARER). 
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ЖЕЗ ЕН: ОАЕ, HE 理 1.1， 知 
站 中 “几乎 处 处 ”对 乘法 自封 闭 。 再 由 定义 式 (1.2.12) 可 知 交 
换 律 和 结合 律 显然 成 立 。 因 为 = 1 ， 所 以 和 是 单位 元 。 对 小 
ФЕ 0, AA =» MA 0, HETRE bro E Mi 
毕 。 

推论 1.2 沃 尔 什 函数 全 体 组 成 的 集合 (WAL, t)i 
?一 0，1，2，…， 对 函数 乘法 运算 ， 形 成 一 个 交换 群 。 

证 明 类 似 于 推论 1.1。 读 者 可 自 证 。 


$3 沃 尔 什 函 数 的 三 种 排列 顺序 


现在 回 到 8 1 引入 的 沃 尔 什 函数 WAL。l(n，+)。 当 nn 取 
0，1，2，… 有 时 ， 集 合 {WAL，(n，+)} 给 出 了 全 体 沃 尔 什 函 
数 。 沃 尔 什 函数 的 这 种 排列 顺序 是 1931 年 由 佩 利 提出 的 ， 称 为 
佩 利 序 数 或 称 为 自然 序数 ， 二 进 制 定 序 ， 并 矢 定 序 , 它 的 优点 是 ， 
从 定义 来 看 ， 它 与 二 分 频 波 形 及 二 进 制 表示 联系 密切 因而 容易 理 
解 ， 从 数学 理论 角度 来 看 ， 在 并 矢 定 序 基础 上 建立 的 并 矢 群 上 特 
征 函 数 的 理论 ， 在 理论 数学 研究 中 有 -- 定 价值 ， 从 分 析 和 计算 角 
度 来 看 ， 它 在 图 象 传输 或 提高 计算 效率 等 方面 有 一 定 优点 。 

沃 尔 什 函 数 还 有 二 种 排列 顺序 ， 它 们 也 各 有 其 优点 。 下 面 我 
们 从 工程 上 比较 熟悉 的 码 制 变换 的 角度 来 引入 。 

工程 上 为 了 避免 数字 逻辑 电路 运行 时 的 竞 态 干 扰 等 目的 经 常 
使 用 格雷 码 《Gray)。 这 种 码 的 前 16 个 示 于 表 1.1。 它 的 特点 
是 相 邻 二 个 码 字 只 有 一 个 码 元 不 同 。 格 雷 码 包含 着 某 种 对 称 
特性 。 

观察 表 1 ， 最 高 码 位 即 第 三 码 位 上 是 上 八 个 码 元 为 0， 下 八 
个 码 元 为 1， 第 二 码 位 上 是 上 四 个 码 元 为 0， 下 面 接着 四 个 码 元 
为 1， 然 后 通过 反射 〈 即 轴 对 称 ) 可 以 得 到 下 面 八 个 码 元 ， 第 一 
码 位 上 是 上 二 个 码 元 为 0 ， 下 面 接着 二 个 码 元 为 1， 用 反射 可 得 
接着 的 四 个 码 元 ， 再 用 一 次 反射 又 可 得 到 下 八 个 码 元 ; 第 零 码 位 
上 亦 类 似 ， 只 是 上 一 个 码 元 为 0 ， 下 面 接着 一 个 码 元 为 1 HA 
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#11 格雷 码 
十 进 制 数 виа | 格 雷 码 
0 | 5 o o o 1 о о о 0 
1 [0 0 0 1 | 0 0 0 1 
2 | o 0 1 о | ° ° 1 1 
3 Gb cet и À Е Г 
4 ° 1 ° ° о 1 i 0 
5 о 1 0 1 | 9 1 1 1 
6 0 1 1 0 0 1 0 1 
7 Го 1 1 1 о 1 о о 
8 | 1 o o o 1 1 0 о 
9 О А: 1 1 1 t-43 
10 | 1 0 1 0 1 1 1 1 
11 1 0 1 1 1 1 1 0 
12 1 1 о о 1 0 ЖИ: 
13 1 1 о 1 1 ° 1 1 
14 1 1 1 o0 155577025 1507 V4 
15 1 1 1 1 1 о о 0 
码 位 3 2 1 ° 3 2 1 0 


三 次 反射 ， 就 得 全 部 16 个 码 元 。 从 这 种 对 称 特性 出 发 , 我 们 可 以 
很 快 地 构造 出 前 2” 个 格雷 码 。 由 于 这 种 对 称 性 ， 格 雷 码 也 称 为 


反射 码 。 
设 非 负 整数 п 表示 为 如 下 的 二 进 制 码 ， 
был Mmes о) (1.3.1) 
n 又 表示 为 如 下 的 格雷 码 ， 
(Imi Imt ***90) (1.3.2) 
则 可 以 验证 二 进 制 码 和 格雷 码 的 码 元 间 满 足 ; 
gi=n+nin (mod 2) (1.3.3) 


表 1 可 以 作为 例子 来 验证 上 述 关系 成 立 。 
格雷 码 实 际 上 在 我 国 古代 流传 的 民间 游戏 “ 九 连环 套 ” 中 已 
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经 被 提出 了 ， 所 以 国外 有 些 文献 中 称 格雷 码 为 “中 国 环 码 ”。 


把 % 的 二 进 制 码 表示 式 (1.3.1) RE, EA n 的 反 写 码 : 
hs Fon 


(поп, °з.) (1.3 .4) 
反 写 码 的 第 位 码 元 记 为 (mx);， 则 有 
(Nk) =.» (1.3.5) 


注意 ，“ 反 写 码 ”的 定义 和 计算 机 中 “ 反 码 ” 的 定义 不 同 。 

把 自然 序数 的 沃 尔 什 函 数 指数 形式 定义 式 (1.1.7) 中 的 
的 二 进 制 码 表示 变换 成 格雷 码 表 示 ， 就 可 以 得 到 沃 尔 什 函数 的 第 
二 种 排列 顺序 ， 


т-1 
У БЕГ 
WAL(n, 1)=(—1)*-° (1.3.6) 
由 (1.3.3) 式 ， 上 式 又 可 改写 成 : 
т-1 
У (пъ + пъ) 
WAL(n, #) = (1) 0 (1.3.7) 


按 这 种 排列 顺序 的 沃 尔 什 函数 是 由 沃 尔 什 本 人 在 1923 年 提出 的 ， 
所 以 称 为 沃 尔 什 序数，( 简 称 序数 )， 或 称 为 卡 赤 马 藏 (Kaczma- 
гт) 序数 ， 一 般 序数 。 图 1.3 列 出 了 前 十 六 个 按 沃 尔 什 序数 排列 
的 沃 尔 什 函数 。WAL(n，+) 有 以 下 重要 性 质 。 

定理 1.5 WAL(n, t) 在 (0，1) 区 间 内 正 负 号 改变 
KARA nK RAWAL t) Я WAL(2k—1, t) 
ÆC0, 1) 区 间 内 正 负 号 改变 次 数 均 为 2 次 。 

证 明 ”使 用 归纳 法 。 当 m= 0, п 一 2 一 20 一 1 时 , 由 图 3， 
定理 结论 显然 成 立 , 现 设 n <2" 时 定理 成 立 , 下 面 来 证 明 п <2""! 
时 定理 结论 成 立 。 当 2" п <2 R, HR (1,3,7) 和 mo 一 1 
得 ， 
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ме ГЇ ГҮ ГЇ ГГ Г ares 
SAL(7,9 l [ | | l ] | | | | TwaLas,s 
со] Г ГОГ UL Гаво 
зоо STU ГЬ ГОГ ara» 
зо | LJU LS Lure» 
canl | LJ LJ Lre» 
caren L J UL T L f riren 
suan L SJ 1 we 
caen | [ | [Г кла, 
sen | [| vien 
caran | [Wo 
SALG,9 Éi WALO, D 


CALO, WAL 0,9 
t=0 ів} 
1.3 沃 尔 什 序数 的 沃 尔 什 函 数 
т 
> (пу + пу, дь, 


WALC”, 1)=(—1)*-" 


т-2 
| У at ль) + mt À паь + Паѓа 
一 (一 D #0 


=(= 1) mm үү AL(R —2", t) 
=(—1) "em WAL(n—2", 1) (1.3.8) 
显然 ，( 一 1) fete JE, Ыл 0, 0 变 到 0,1 和 由 1，0， 
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变 到 1，1 时 改变 符号 ， 由 式 (1.1.5), 也 就 是 在 t =k, 
k 为 奇数 的 1 点 上 变 号 。 这样 的 t HAL 这些 点 上 只 
жі ЖТА, de, m 都 不 变 号 ， 所 以 由 式 (1.3.7)， 可 
知 这 些 点 上 WALC 一 2"，+ ) 不 变 号 ， 于 是 (一 1) “mt 使 
МАГ (п, t) 变 号 2” 次 。 在 其 它 的 1, (— 1) tm 不 
变 号 ， 但 由 式 (1.3.8) 和 归纳 法 假设 知 WAL(rn —2”, t) 使 
WAL(n, t) 在 (0，1) 区 间 中 变 号 wn 一 2” 次 。 总 共 WAL 
(п, 1) 的 变 号 次 数 恰 为 n —27+2"= п, ШЖ (0, 1) 
区 间 中 考察 ， 由 图 1.3, 当 k = 0, 1 时 定理 结论 显然 成 立 , 设 k < 
2”! 时 定理 成 立 , 则 由 式 (1.3.8) 当 29 п 2" Вр (— 1 ) нн) 
FFE WAL(n, t) H WAL(n—2", 1) 的 变 号 次 数 多 2” 
次 ， 由 归纳 法 假设 ，WAL(n —2", 1) 的 变 号 次 数 ， 当 +n 为 偶 
数 时 为 # 一 2” 次 ， 当 ”为 奇数 时 为 n 一 2" 十 1 次 ， 所 以 ，WAL 
(п, t) 的 变 号 次 数 ， 当 ”为 偶数 时 为 n —2”+2"= п, эщ 
п 为 奇数 时 为 1 2" 1 +2" = п 1 0, В 2 п 2", п = 
2k ЕЙ 28—18} МАГ (п, t) 的 变 号 次 数 均 为 2k 次 。 由 归纳 法 
原理 可 得 定理 结论 对 一 切 非 负 整数 ”都 成 立 。 定 理 1.5 证 毕 。 
按 沃 尔 什 序数 排列 的 沃 尔 什 函数 可 以 交替 导出 一 对 和 ЈЕ #6, 
余弦 函数 十 分 类 似 的 函数 ， 在 沃 尔 什 级 数理 论 中 起 重要 作用 ， 这 


一 对 函数 定义 如 下 ， 
WAL(2k, 1)=CAL(k, 1) 
k=0, 1, 2%, (1.3.9) 
WAL(2k—1, #)=SAL(k, t) 
k=1, 2, 3, +, (1.3.10) 


定理 1.5 讨论 的 WAL(n，+) 的 正 负 号 改变 次 数 就 是 
МАГ (п, Р) 的 过 零 数 ， 所 以 WAL(n，+ ) 实际 上 是 由 过 
零 数 来 定 序数 ， 这 一 点 和 傅 里 叶 分 析 中 的 情况 一 致 。 傅 里 叶 分 析 
ФАВ ЕНА ОЕ ЕЛЕЕ) 是 技 谐 波 频率 增长 的 次 序 排 
列 的 ， 谐 波 频率 是 《0 ，2 x ) 区 间 过 零 数 的 一 半 。 现 在 , 由 定理 
1.5 W4 САТСА, t) 和 SAL(k，+) 在 区 间 [0，1) 内 的 


1? 


过 零 数 恰 为 2 ， 而 过 零 数 的 一 半 恰 为 &， 因 而 6 怡 是 频率 概念 
的 推广 ， 称 为 序 率 (Sequency)。CAL(k，+) 和 SAL(k, t) 
的 “ 序 率 ” 就 等 于 k。 对 应 于 频谱 分 析 和 频率 滤波 ， 我 们 就 可 以 
有 序 谱 分 析 和 序 率 滤波 。 因 而 “ 序 率 ”这 一 概念 是 十 分 重 要 的 。 
按 沃 尔 什 序数 排列 方法 的 主要 优点 就 在 于 按 “ 序 率 ” 排 列 ， 适 用 
于 通信 和 信号 处 理 中 作 波 谱 分 析 和 滤波 。 

由 式 (1.1.6) 和 式 (1.3.6) 立 得 


т-1 
WALC”, 1)= [| RCk+1, 13% (1.3.11) 
k=0 


上 式 表 示 了 沃 尔 什 函数 WAL( п, + ) 和 拉 德 马赫 函数 及 二 分 频 
波形 的 关系 。 

沃 尔 什 函数 的 第 三 种 排列 顺序 是 哈达 玛 序数 (Hadamard) 
REIA (Kronecker) RARE, CEAR AE ERA) 
Wo MERS ER, REJE H AR RH RIR RR RE 
式 (1.1.7) 中 的 4 的 二 进 制 码 表 示 变 换 成 “ 反 写 码 ”表示 , 就 得 到 
哈达 玛 序 数 的 沃 尔 什 函 数 ， 


т-1 
> np 


WALa(n, 1)=(—1) Reg 


т-1 


D ml 


一 (一 1) #0 (1.3.12) 
类 似 于 式 (1.3.10) 可 得 ， 
т-1 
WALa(n, t)= [| RCk+1, 13% (1.3.13) 
k=0 
WALa(n，+) 在 [0，1 ) 区 间 内 正 负 号 的 变化 规律 恰 对 应 


于 2” 阶 哈达 玛 阵 每 一 行 的 符号 变化 规律 。 例 如 ， 把 2” 阶 哈达 玛 
io: We, Ж. 
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区 Ие 
Wu = 
+ —JWALa(1, t) 
+ + +TWALa(0, t) 
+ = |МАГн(1, t) 
+ + — —|[WALu(2, t) 
+ 一 +IWALa(3, t) 
高 阶 的 哈达 玛 阵 是 低 阶 哈达 玛 阵 的 克 罗 内 克 乘 ЖА (或 称 张 量 积 )。 
ПАЎ А = (а), i, j=1, 2, =, МЯВ= (6), i, 
ј= 1，2，…，MV 的 克 罗 内 克 乘 积 是 指 以 下 N МИЕ: 
aB G2B0iuB 
sen [+ 22B"0auB | 


ouB ам:В---амиВ 


1 + 
+ 


Wu = 


ацца azb "абі амьд Gubin 


abNi'aulBwN Oby bn ммте" ммм 
$ Н Н (1.3.14) 


amib, ibin — Омбу Пм;буум Gumbi Oumbin 


amibyi axibNN E PETE M T O A 

R, CWP 后 就 可 以 按 克 罗 内 克 乘 积 导出 任意 2” 阶 的 哈 
Жи, 

we we 

твт | | 

Ию -И/}° 
т т 
WE = Иә И P -| |- 


WE WE 
十 十 十 十 十 十 十 十 


(1.3.15) 


-一 一 一 一 
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++ 
按照 上 述 关系 ， 只 要 记 住 了 аЙ | 就 可 以 较 容易 地 得 


BWin ， 而 这 个 矩阵 的 第 十 工行 就 对 应 于 WALa(n, 1)%Æ 
C0，1 ) 区 间 内 的 正 负 号 变化 规律 。 这 АЕО ИО MEY 
内 克 乘 积 法 则 就 可 以 迅速 画 H WAL., ) 的 波形 ， 因 而 ， 
这 提供 了 沃 尔 什 函数 的 一 种 非常 容易 的 记 亿 方 法 。 

WALa( nn， +t ) 和 哈达 玛 阵 之 间 上 述 有 趣 的 对 应 规律 可 以 用 
归纳 法 严密 证 明 。 当 m = 1, Win 的 第 一 行 恰 对 应 于 WALa 


(o，+)， 第 二 行 恰 对 应 于 WALa( 1， + )。 现 在 , НЮР" Йй 


足 对 应 规律 ， 下 面 来 证 明 矿 :%4: 亦 满足 对 应 规律 。 事 实 上 由 式 

(1.3.12) 可 以 推出 前 2" 个 WALa(n，t) 和 后 2" 个 WALa 
(n, ) 间 的 关系 !， 当 2" 之 4 之 0 时 ， 
т-1 

> Пе. 1-2t8e2 + fifi 

WALa(n+2", 1)=(—1) °° 

=(—1)'WALa(n, 21) (1.3.16) 

当 0<1<-1-8), 4=0,0<21 之 1, 这 时 由 上 式 , МАГА 


(п +27, + ) 的 正 负 导 变 化 规律 和 WALu(n，+ ) 的 一样 。 当 
-}-<1 <1, u=1,1<21<2, 由 于 WALu(n, 1) 是 
以 1 为 周期 的 函数 , 由 (1.3.16) 式 , 这 时 WALu(n +2”, 1) 
号 及 其 变化 规律 和 一 WALu( nr, + ) 的 一 样 。 对 于 前 2" 个 WALa 
(п, 1), ЖЕДИ, "т 间 的 对 应 关系 时 ， 由 于 阵 的 阶 数 是 
2"'"， 的 二 进 制 位 数 看 作 是 m 十 1 位， 所 以 由 式 (1.3.12) 得 


Унаа 
WALa(n，1)=( 一 1) 9 
m-l 
У! Mm RR + mty 
=(—1)*7° 
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т-1 

У п-1-40204+1 
201) 89 ` 
=WALu(n, 21) 


REWAL, 24) 3 п {ЖУ ОВ Ет {н APR RE 
序数 的 沃 尔 什 函 数 。 总 结 上 述 论据 就 得 到 WALu(n，1)，0 <n 
<2"* 时 正 负 号 变化 规律 对 应 的 阵 恰 为 
wg чл 
[> we) 
而 这 正 是 矿 sw*:。 根 据 归 纳 法 原理 , WALa(#，f# ) 和 哈达 玛 
阵 的 对 应 关系 已 证 明 完 毕 。 由 此 可 看 出 同样 一 个 记号 WALa(n， 
1) 可 以 表示 不 同 的 沃 尔 什 函数 ， 这 是 因为 由 “ 反 写 码 ” 引 出 的 
定义 式 〈1.3.12) 中 反 写 码 nm-1-* 和 + 的 二 进 制 位 数 m 有 关 。 
拉 德 梅 克 函数 可 以 通过 式 (1.1.4)，(1.3.11)(1.3.13) 来 表 
达 出 三 种 序数 的 沃 尔 什 函 数 ， 反 过 来 ， 由 这 三 个 关系 式 可 得 ， 
R(m, 1)=WAL,(27, t) 
R(m, 1)=WAL(2"—1, t)=SAL(2™', t) 
R(m, 1)=WALa(1, t) 
Ж WALa(1, tPRI Ет 3%. 


00…01 
—— 
mA 


$4 广义 沃 尔 什 函数 SAL(s,t) 和 CAL 6, Р 


ER (1.3.10)(1.3.9) &Ж8] А TXMUF ERAR KKM 
的 SAL(k, +) 和 CAL(k，t)， 本 节 我 们 来 讨论 这 二 个 函数 的 
一 种 推广 ， 即 由 哈 马 斯 (Harmuth) 提 出 的 广义 沃 尔 什 秀 数 SAL 
(s，+t) 和 CAL(s，+t)， 这 里 s 为 任意 实数 。 

我 们 要 用 到 § 2 讨论 广义 沃 尔 什 函数 时 定义 的 映 象 L 和 
v EER 也 实际 上 和 二 进 制 码 基础 上 的 自然 序数 对 应 ， 而 SAL 
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(s，+)，CAL(s，t ) 和 格雷 码 基础 上 的 沃 尔 什 序数 对 应 , 所 
以 下 面 的 定义 和 8& 2 式 (1.2.12) 既 有 联系 又 有 区 别 。 

对 任意 实数 s > 0 和 + >> 0， 定 义 一 个 依赖 于 参数 s 的 函数 
ШЕ: 


У буы 
SAL(s, 1)=(—1) 77% (1.4.1) 


ХФ, s At BRR ҮС) = (5), ВС) = (0), щі <0 
时 ， 定 义 ， 

SAL(s, t)=—SAL(s, —1) (1.4.2) 
Y 这 个 映 象 仅仅 在 这 儿 用 到 ， 它 把 二 进 有 理 数 表示 成 2 HA Ж 
穷 和 的 形式 。 类 似 地 对 过 0，1 二 0 定义 ; 


У (sit sipta 
CAL(s, 1) =(—1) ‘7% (1.4.3) 
ЖР, з, НВ (5) = (5), В(1) = (0) 确定 。 当 + <0 
时 ， 定义 ， 
CAL(s, t)=CAL(s, —1) (1.4.4) 
ЖЖ, A (1.4.1) 和 (1.4.3) 定义 式 完 全 一 样 ， 但 式 (1.4.3) 
中 的 (si) 是 由 4(s)， 而 不 是 由 Y(s ) 定义 的 , 下面 将 看 到 正 
是 这 点 区 别 , Е SALCk, t) 和 CAL(k，t) 在 WAL(n, t) 
中 分 别 占 据 奇 序 次 和 侦 序 次 。 式 (1.4.2) 和 (1.4. 修 是 类 似 于 正弦 
ШНЕКА, ЖОТА ИХ, 
定理 1.6 SAL(s, t), САГ (5, 1)ЖЖЕ ҖАЕ КЖ 


什 函数 有 以 下 关系 : 
(1) CAL(i, 1)=WAL(2i, t), 
i=0, 1, 2, +, (1.4.5) 
SAL(i, t)=WAL(2i-—1, t), 
i=l, 2, +, (1.4.6) 


Врз s 取 非 负 整 数 时 ,本 节 定 义 的 沃 尔 什 函数 和 § 3 (1.3.10), 
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(1.3.9) 定义 的 一 致 。 
(2) CAL(i, 1)=Yes (t), t>0, 


i=0, 1, 2, +, (1.4.7) 
SAL(i, 1)=Vunearn(t), 1>0, 
i=l, 2, +, (1.4.8) 


证 明 
(1) 1Ec0，1) 时 , 令 n=2i。 和 8 2 式 (1.2.10) 一 
样 ， 把 式 (1.1.3) 统 一 改写 成 式 (1.2.3) 的 形式 ， 


0 
n= D) m2* (1.4.9) 
k=-(m-1) 
因为 站 一 21 ,所 以 拓也 可 写成 (21 )w 由 式 (1.3.7) 的 定义 知 ， 


0 
(narne-1)t1 -a 


WAL(n, 1)=(— 1)*=-m-D 


НР, MA пі, RAER 
МАГ (п, 1)=WAL(2i, t) 
0 
ТЫГЕ 
=(— 1)4"-m-D 
0 
(ORALE 
一 (一 1)R= -D 


У анапа 
一 (一 1) 7% 
=CAL(i, t) (1.4.10) 
车 n=2 i 一 1。 因 为 ;是 二 进 有 理 数 ， 所 以 必 有 一 个 M 存 
在 ,使 iu= 1 ， 而 凡是 > 之 NM 都 有 ix= 0 用 (2 站) 表示 (2 i )4 的 
反 码 ( 即 5= 1，I= 0)。 注 意 到 27 的 减 1 运算 (MA 到 21 一 
1) 121 й (21) k>M—1, REH, MUA 


23 
WALC”, 1)=WAL(2i—1, t) 


0 М-2 
(ngt ль) -ь У! {20а 
= -(т- k=-(m-1) 
=(—1)* (т-1) =(=1) т 
0 
+ 20а) a+ {2D M1+ (20м-2) fi-mait У {Cia + CD ah 
в= М 


(1.4.11) 
#Шҗ (1.1.5) k> 0 htt 0, И 
M-2 
{002+ 00) 1) а-в 


WALG@i—1, 1)=(—1) 770 


+оо 
+{@Әм-а + (2i)m-2} б-м+ У {CDa + Dati 
k=M 
M-2 
(ата-а Cm-i+ T М-м 
(1) -D 


+оо 
+ a+ Tati 
RTM 
+оо 
У Сб) в 
一 (一 1) 7% =SAL(i, t) (1.4.12) 


Hop i BR Ү()=(@ ж Ж. 

当 1 宇 0，+tEE(0，1) 时 ， 我 们 来 考察 沃 尔 什 函 数 WAL 
(s ,+ ) 的 周期 性 。 当 s 为 二 进 制 有 理 数 时 , 显然 有 Pau 0, 
kR>M+1, Bill, Ё<—МЁ t HX ЅА (5, t) 和 CAL 
(s, + ) 的 值 不 起 作用 ， 即 沃 尔 什 函 数 看 作 ЇЧ 函数 时 周期 为 
2, WE, s 取 为 非 负 整 数 ， 即 Ms 和 0 ， 所 以 ， 以 1 为 周期 ， 从 
而 WAL(s，+) 和 8 3SAL(k, #)MCAL(k, t) 的 定义 
一 致 。 当 t 之 0 时 ， 由 对 称 性 和 周期 性 ， 立 知 有 同样 结论 成 立 。 

(2) 由 式 (1.4.3)， (1.2.12) 和 定理 1.1 得 ， 
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十 co 
У анара 


CAL(i, 1)=(—1) 7% 


+оо 


+оо 
У а-а D йа 


Е аы 
=W thult ) = poult) 


类 似 于 式 (1.4.12) 有 


M-2 


Giat i DHLa+ Gus 


SAL(i, 0) = (1) 00 


+оо 


+ Totem + D) сактаа 
k=M 

M-2 +оо 

D ба-а + incitant У Tatia 
一 (一 1)k= -D k=M 

M-2 +оо 

йнай-к+ Ём-м + У Tanta 

x (一 1)A -D k=M 


= (Е) СР) фо рес Ct) 
定理 1.6 证 毕 。 


SAL(s，1) 和 CAL(s，+) 有 以 下 重要 性 质 。 
定理 1.7 (乘法 定理 ) 
Hi, k=0, 1, 2, +, Ж 


(1) 
(2) 


(3) 


CAL(i, 1)CAL(k, t) 


=СА( ФА, t) (1.4.13) 
САГ (і, t)SAL(k+1, t) 
=5АІ(({ ФА) +1, 1) . (1.4.14) 


SAL(i+1, t)SAL(k+1, t) 
=CAL(i®k, t) (1.4.15) 
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证 明 由 定理 1.6.(2)， 和 推论 1.1。 可 得 ， 
CAL(i, t)CAL(k, Ё) = фә, (#0) ФС) 
= Vüigneriem(1)=CAL(IŒRk, 1} 


CAL(i, t)SAL(k +1, Ў) = Vert )' ocen (t) 
= Visbeauemn-n(1)=SAL((iPk)+1, t) 


SAL(i+1, #)SAL(k+1, t) 
= boss (Е) Vas С) = Vuenercer (1) 
=CAL(i®k, t) 

定理 1.7 证 毕 。 

推论 1.3 WAL(i, 1)WAL(k, 1)=WAL(i®k, 
t), (1.4.16) 

Xi, k=0, 1, 2, +, 
证 明 应 用 定理 1.6.(1 )， 和 定理 1.7 立 得 ， 
WALG@i,1)WAL(2k, 1)=CAL(i, t)CAL(k, t) 
=CAL(iŒR, 1)=WAL(2(i ФА), t) 
=WAL(2i@2k, t) 
类 似 可 得 ， 
WAL(2i;, 1)WAL(2k+1, #) 

=CAL(i, t) SAL(k +1, 1) =5А (Ф) +1, t) 

= АІ (2(1 ФА) +1, 1)=WAL(2i Ө2Ё+1, t) 

=WAL(2i@(2k+1), t) 

WAL(2i+1,1)WAL(2k+1, t) 

=5А (1 +1, t) SAL(k+1, 1) = САГ (ФА, ft) 

= АІ (2(1 ФА), 1)=WAL((2i +1)8(2k +1), t) 
推论 证 毕 。 

从 推论 1.3 看 出 ， 乘 法 定理 对 沃 尔 什 序 数 的 沃 尔 什 函数 也 
成 立 。 

PERZ, ЖАСИ BULAME Дз ЭЕ ТШ; 


De em eo ne 
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(1) cos if cos ht = —„— {cos( i +k)t | 
+cos(i —k)t} 


21-3 1 КӨС 
2 os it sin kt =——{sin( i +k )t 
ы, y aC À (1.4.17) . 


+sin(i —k)t} 
(з) sin it sin kt = 二 {—cos( i + k)t 
+с05( —k)t} 


把 乘法 定理 的 式 (1.4.13) 到 (1.4.15) 和 上 式 比 较 就 可 以 看 出 两 者 
之 间 的 联系 和 差别 。 注 意 到 ， 


0 一 0=0 (mod 2) 
0—1=1 (той 2) 
1—0=1 (мой 2) 
1 一 1=0 (mod 2) 


并 把 1， 的 各 二 进 制 元 按 上 述 模 2 减法 进行 的 运算 定义 为 了 个 
hk， 则 i 级 二 i。 在 这 意义 下 式 (1.4.15) 和 (1.4.17) 就 极 
为 类 似 了 ， 其 主要 差别 仅仅 在 于 ， 对 沃 尔 什 函 数 ， 用 并 矢 加 法 和 
减法 代替 了 正弦 ， 余 弦 函 数 中 的 普通 加 法 和 减法 。 所 以 沃 尔 什 函 
数 的 习 法 定理 是 与 正 弦 余弦 函数 的 积 化 和 差 对 应 着 的 。 反 过 来 ， 
积 化 和 差 可 以 由 图 函数 的 乘法 定理 式 (1.2.16) 来 证 明 ， 因 而 也 是 
乘法 定理 的 一 种 表现 。 
熟知 ， 正 弦 和 余弦 函数 之 间 满 足 简单 的 位 移 定理 


(1.4.18) 


4® 


sinot=oos(o( 1 -22 ) (1.4.19) 


但 SAL(s ，+) 和 CAL(s，t) 之 间 关 系 比较 复 À Ms 为 二 
进 有 理 数 时 ， 与 式 (1.4.19) 相 当 , ЖЕ SAL(S, Г) САГ (5,0) 
之 间 有 一 个 比较 复杂 的 关系 式 。 

推论 1.4 #5 是 二 进 有 理 数 ，& (s )=(s;), Д, 


2? 


SAL(S, 1)=CAL(s, ti)" 2) (1.4.20) 


这 里 MM 是 使 sw 二 1， 而 5 二 0，i >M 的 整数 。 
证 明 ”类似 于 式 (1.4.12)， 并 注意 到 4，4b = 0 或 1 时 ，4 
ФЬ =афЬ, su= 1 就 有 : 
M-2 


(set sa+1)t1 -a 


SAL(s, 1)=(—1)*77% 


жоо 
«м + Su)tz-m + У Sat Soie 
k=M 
(—1) 
M-2 
У) Gers tit Guit Diru 
=(—1)*°® 


+оо 
2-м + У Серова) -а 
0-1) k=M 


=(—1)2#CAL(sS, t) (1.4.21) 


另外 ， 当 sw-:= OM, Ж. 


2, м 
CAL(s, 一 (一 1) "te 2) сас, 1—29) 
M-2 
{ у сазна ni 
一 (一 1) Te 


2 sutfi-u- T2-u) 
CALC (е) Г" 
=CAL(s, #)(- 1)“ (1.4.22) 


当 SM 1H}, A; 
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M-2 
у Gse+s210)ti-2 
САТ (=, t +292) =(—1) 87% 
.(=1 ума м CE Hy ata 


аныз, 


=CAL(s, 1)(— 1) “ем 
=(—1)""CAL(s, t) (1.4.23) 


把 式 (1.4.22) (1.4.23) 代入 式 (1.4.21) 就 得 式 (1.4.20), 
定理 1.7 证 毕 。 

在 定理 1.6 的 证 明 中 已 经 指出 过 : 当 s 为 二 进 有 理 数 时 SAL 
(s，t) 和 CAL(s，t) 的 周期 是 2%。 从 这 点 出 发 来 比较 式 


(1.4.20) 和 (1.4.19) 就 发 现 它们 本 质 上 的 相似 处 ， 正 弦 余 弦 函 数 


жий 于 -的 周期 ( -2 ) 时 相等 ,而 SALCs，1 ) 和 CAL(s， 1 ) 移 


位 一 -的 周期 (2) 亦 相等 ， 其 中 是 左 移 还 是 右 移 由 Su: 决定 。 


但 是 这 里 还 有 本 质 上 的 区 别 ， 周 期 -2 王 是 角 频率 的 倒数 ， 和 角 频 


率 成 反比 ， 而 周期 2* 和 序 率 s = 之 间 却 没有 简单 的 倒数 关系 和 
反比 关系 ， 周 期 2* 和 序 率 之 间 是 由 较为 复杂 的 并 矢 (或 二 进 制 ) 
表示 联系 起 来 的 。 
SAL(s，+) 和 CAL(s，+) 还 有 以 下 常用 的 性 质 。 
定理 1.8 对 任意 整数 A ANHIER, A 
ЅАТ. (2%, 1)=SAL(S,2#), HA з >0 (1.4.22а) 
CAL(2*s, 1) 二 CAL(s,2*t)， 对 所 有 s >0 (1.4.23а) 
证 明 >or, #H(s)=(s), W, 


+оо +оо 


2%5=2* У 5;2°!== У szit 


i= 一 oo i= 一 co 


+оо 
= У з“ (1.4.24) 


і= 一 oo 


由 式 (1.4.3)， 
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оо 
У (sist + Sirge) 
САГ (2%, 1)=(—1) © 


+оо 


» {Si + sien) his 


=(—1)*°7° (1.4.25) 
类 似 式 (1.4.24) 有 


i= У) һа" (1.4.26) 


{= - оо 


BU, (1.4.25), (1.4.3) 有 


У Cts DE-N +2 
CAL(s, 2Чу=(—1)*77® 
=CAL(2*s, t) 
若 Y(s)=(sS)， 完 全 类 似 上 述 可 得 ， 
SAL(2*s, t)=SAL(s, 2"), < 0 时 ， 由 对 称 性 定义 
立 得 式 (1.4.22 a ) 和 (1.4.23a )。 定 理 1.8 证 毕 。 


§ 5 离散 沃 尔 什 函数 


在 通信 和 信号 处 理 中 实际 应 用 沃 尔 什 函数 时 ， 大 多 数 场合 只 
需 用 到 有 限 和 离散 的 沃 尔 什 函数 。 于 是 有 关 的 理论 要 容 易 得 多 ， 


仅 需 使 用 线性 代数 中 的 初等 知识 。 
现在 来 定义 离散 的 沃 尔 什 函 数 。 考 察 小 于 2" 的 全 体 非 负 整数 
组 成 的 集合 ， 
N(m)&{0, 1, =, 2”—1} (1.5.1) 
在 集合 V(m) 中 用 
© кв&у(и(:)Өн(®)), 
对 所 有 і, kREN(m) (1.5.2) 


来 定义 并 矢 加 法 。 显 然 ，N (m ) 是 § 2 中 集合 A 对 应 的 К,Р 
集 ，N (mm ) 显 然 对 上 述 并 矢 加 法 成 群 ， 称 N (m) 是 R, РР, 
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在 集合 W(m) 上 定义 的 离散 沃 尔 什 函数 是 下 列 一 组 函数 ， 它 依赖 
于 参数 1 。 
n=0, 1, 2, =, 2" 一 1， 共 有 2 个 


т-1 


У Maim-1-R 


W,(n, 1)=(—1) #0 


n=0, 1, 2, =, 2"—1, (1.5.3) 
ЖЧ М (т), Mine „л. п Яй ЖЖЖ. MW(m) 
HEN (т) ЕИ (п, i ) 形 成 的 函数 集 。 表 2 示 出 了 
m= 3 Wm), 
表 1.2 离散 沃 尔 什 函数 的 集合 HW (3) 
Re i 


„тю œ | 


| 


000 001 010 011 100 101 110 


- 
Б 
= 


М 

全 
HO + + + + + + 
үй». К) + + + + 
DO + + OU OU + + 
жож а тт + + 
DO OU жаз + 
#4 ЖЛЕ РФ + 
юк жж ЛЫ OU + 
DO + OU о жол + 


WaT, 5 

《 表 中 + 表示 +1，- 表示 一 1) 

从 采样 观点 出 发 也 能 导出 离散 沃 尔 什 函数 的 定义 。 把 区 间 
[0，1) 分 成 2" 等 分 ， 并 在 这 2" 个 小 区 闻 的 中 点 对 连续 沃 尔 什 函 
数 进行 采样 ， 就 得 到 离散 沃 尔 什 函 数 。 我 们 把 WAL6。( n， + ) 按 
上 述 方法 采样 得 到 的 函数 记 为 达 ,( n， i), MERA: 


W,(n, 3)=WAL,(n, i-27) (1.5.4) 
这 里 i 表示 从 左 向 右 第 i І ЛЕЙН. 5 的 二 进 制 表示 式 为 ， 
т-1 


i= Dit 


k=0 (1.5.5) 
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所 以 ， 由 + 的 表示 式 〈1.1.5) 可 得 ， 


t=i.2" - У мт 


-= art (1.5.6) 


ina 


Вр, 
=, k=l, 2, +", т, (1.5.7) 
把 上 式 代入 式 (1.1.7), MAA (1.5.4), 
Wan, 1)=WAL,(n, 12") 


т-1 т-1 
У Naim- (+1) > Lp 
=(=1) #0 =(—1)*"° 
(1.5.8) 


这 正 是 定义 式 (1.5.3)。WWV,(n，i) 是 按 自然 序数 排列 的 离散 
沃 尔 什 函数 。 类 似 地 用 上 述 采样 方法 ， 我 们 也 可 导出 另外 二 种 排 
列 顺序 的 离散 沃 尔 什 函数 。 应 用 式 (1.5.7), Æ À (1.3.7) 中 
tes 改写 成 i.1.4 就 得 到 沃 尔 什 序数 的 离散 沃 尔 什 函 数 ， 


т-1 
У (пъ +ngsi)im-1-k 
Win, i)=(-1) 0 (1.5.9) 
把 式 (1.3.12) 中 的 机 ,i 改写 成 is.1.4 就 得 到 哈达 玛 序 数 的 离散 活 
尔 什 函数 ， 
т-1 
LOSC ET 

Wan, {)=(—1)*°% 


т-1 


У та 


=(-1) f (1.5.10) 


类 似 于 连续 沃 尔 什 函 数 ， 离 散 沃 尔 什 函 数 也 有 对 称 性 和 乘法 
定理 。 | 
定理 1.9 离散 沃 尔 什 函数 有 下 列 性 质 ， 
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И (п, 1)=W,(i, п), Жп, i EN(m) 
Wn, зї) (п, i,)=W,(n, ni), HA п, ip 
LEN(m) 
证 明 ”因为 离散 沃 尔 什 函 数 可 以 看 成 连续 沃 尔 什 函 数 在 2 个 小 区 
间 中 点 上 采样 得 来 的 ， 所 以 由 定理 1.2 和 推论 1.1 得 本 定理 。 


8 6 了 哈 尔 函 数 及 其 性 质 


在 三 维 空间 中 ， 取 定 直 交 坐标 系 后 ， 任 一 矢量 均 可 表 成 坐 
标 基 的 线性 组 合 。 在 无 穷 维 函数 空间 中 ， 规 定 一 定 条 件 后 ， 也 能 
找到 一 组 直 交 基 ， 使 其 中 每 个 函数 能 “ 表 成 " 直 交 基 的 线性 组 合 。 
如 果 把 定义 在 C0，2 x ) 上 勒 贝 格 〈Lebesgue) 平 方 可 积 函数 形成 
的 无 穷 维 空间 记 为 L*5 0 ，2x )@ ， 则 熟知 正弦 ， 余 弦 函 数 


en k=1, 2, +, 
рези k=0, 1, 2, +, 
RELO, 27) у 28, #&Ж ENTREE 论 就 是 
建立 在 这 组 基 之 上 的 。 
除了 正弦 ， 余 弦 函数 外 ， 还 有 别 的 函数 可 以 作为 直 交 基 ， 哈 
Ж (Haar) 函数 和 沃 尔 什 函 数 就 是 二 组 重要 的 直 交 基 。 因 为 哈 
尔 函 数 及 其 级 数 与 变换 的 理论 在 工程 上 也 较为 有 用 ， 因 此 本 节 先 
来 引入 险 尔 函 数 的 定义 ， 并 证 明 它 是 直 交 基 ， 也 就 是 证 明 它 的 直 
交 性 和 完全 性 ， 下 节 再 应 用 哈 尔 函 数 的 完全 性 来 证 明 沃 尔 什 函 数 
的 完全 性 。 
从 工程 角度 看 ，[ 0 ， 1 ) 上 的 哈 尔 函 数 就 是 在 二 分 类 法 生成 
的 拉 德 马赫 函数 的 波形 中 ， 取 出 一 个 周期 的 矩形 波 来 ， 在 时 间 轴 


ө ft mef 了 (+ )2dt< + сові, WAWNEFATRAK, AL 程 观 


点 看 这 是 一 种 能 量 有 限 的 函数 。 这 里 积分 是 支 贝 格 意义 下 的 积分 ， 不 ЖЕЕ 
积分 。 详 见 参考 资料 [ 3 ]。 
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上 从 左 向 右 顺 次 排列 而 得 。 为 了 使 它 规范 化 ， 使 它 平方 后 积分 值 
为 1， 又 把 这 矩形 波 的 幅度 作 适 当 的 增加 。 图 1.4 画 出 了 前 八 个 
哈 尔 函 数 的 波形 。 


图 1.4 哈 尔 函 数 


(0, 1 ) 上 哈 尔 函 数 的 数学 表达 式 定义 如 下 ; 
x (1)=1, 0<<1 
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+1, 当 0<t1< 下 时 


хо( Ф) = NS 当 -<+<1 时 
| 
0, 在 别处 
VT,  0<t<+ 
в“) = 232 1 
x(t) и, << 
0, 别处 
ил Heich 
x)=; V3 -—<!<1 
0 别处 
xkD(0) 一 十 Y 2 
VA Ы®<<-Чы— 
‹ Я. ЕЕ es 
x'®(t)= VE 261 lei< 


、 0 ЮЖ 
: (1.6.1) 


т=0, 1, 2, =, k=1, 2, 3, =s 2", 


险 尔 函数 有 下 列 重 要 性 质 。 
定理 1.10 哈 尔 函 数 是 C0，1) 上 的 直 交 规范 组 。 所 谓 直 交 


组 就 是 满足 
кү mnk j (16.28) 
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规范 组 就 是 满足 ， 
Јана, m=0, 1, 2, = 


=1, 2, 3. +, 2", (1.6.3а) 

证 明 当 j > А21, т=п, ШК х 具 

有 相同 的 下 标 ， 不 同 的 上 标 ， 它 们 是 把 一 个 周期 的 矩形 波 ， 在 时 

间 轴 上 放 在 第 k 个 和 第 j 个 位 置 得 到 的 (参见 图 1.4 和 式 

(1.6.1))， 所 以 

LEDET AEDE) (1.6.2) 

щт;>п, HF AS" CHAMBRE WEERA 

若干 次 二 分 频 得 到 的 。 所 以 ШО (+ ) 关 0 的 子 区 间 ， 完 全 包含 在 

ХОСТ) КИН (这 常 值 也 可 以 是 零 ) 的 子 区 间 中 ， 因 此 对 任意 
1<]<2, 1<А<2", À 

А | Es 
[соха н-т | ж-з (Hat 


тег 


EE) (1.6.3) 
当 = 0, x°(1)=1, PUB: 
JEP),  k>0, m=012, 


至 此 ， 直 交 性 证 毕 。 
由 定义 式 (1.6.1)， 


28-1 2k 
1 2”*1 2”*1 
J We vaf raf 2"dt= 1 
0 2k-2 2k-1 


us 2791 


所 以 哈 尔 函 数 是 (0.1) 上 的 直 交 规范 组 。 证 毕 。 
定理 1.11 险 尔 函数 在 1*[0.1) 人 中 是 完全 的 。 所 谓 完全 是 


Ф L250，1) 的 定义 类 似 于 LICO, 27), 


36 
йе. MRS (H)EL/O.), В. / Сг), 
Јохса, k=1,2, 2”, 
m=0,1,2,.…m=k=0 (1.6.4) 

mi (1)=0, 

证 明 7(f)EEC0.1) 就 是 | / (1 d+, HF RAR 
X (Schwarz) RFRA 

Гс f} PEDA) <+ 


со |) IF (11dt< 十 ce 时 称 为 勒 具 格 可 积 函数 ( 见 参考 


资料 [3])， 所 以 上 式 正 说 明了 (1) 也 是 勒 具 格 可 积 函数 ， 记 为 
f(H)EL(.1, < 


Е(ї)= Се) (1.6.5) 
那么 原 函 数 焉 (+ ) 是 连续 函数 。 由 式 (1.6.4) 知 ; 
ЕВЫ В = 1,2, =, 2; т= 0,1,2. 


x&2(t ) 的 定义 式 (1.6.1) 代 入 上 式 求 积分 ， 并 应 用 式 (1.6.5) 
可 得 ， 


2k— #—2 k 4 一 
rB) r(A) (28) + (81) о 


即 
(22) (2а) (28) 0 (1.6.6) 
特别 取 m = 0，& = 1， 代 入 上 式 得 


Е(о)—зЕ(-1—)+Е(1)=о 


这 就 是 说 曲线 y = F C1) ЕЕН! = 0,3, 1# A E 
好 位 于 一 条 直线 上 , he, XKm=1, k=1, RAR 
(1.6.6) 得 
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FC0)-2r(—)+r( 1-)=% ` 
Шуе Ет) ERAR = 0, 一 -， 一 区 -处 的 点 也 在 一 条 直 
线 上 ， 也 就 是 ! 一- 于- 的 点 在 直线 Е. тет, в=?, R 
入 式 (1.6.6) 得 
r(—-)- 2F (2) + ға) о 
ЖИТА > ЕСЕ = ДКВ ас 


上 ,如 此 继续 下 去 , 可 知 曲 线 = FCI ЕВ ТАДА СЕ 


二 1,…, 2”, m 二 0, 1, 2,…) 都 位 于 直线 c 上 。 既 然 严 (+ ) 是 连续 
RA, =F ) 的 图 象 就 一 定 是 一 条 直线 c 。 因 此 能 写成 

F(t)=at+$B a,B 是 常数 (1.6.7) 
再 应 用 m = k= 0 时 的 假设 条 件 式 (1.6.4) 有 


Владо Charte [РС= ва) Со) о 


把 式 (1.6.7) 代 入 上 式 得 
(a+B)-B=0 

所 以 a =0, Е()=В 一 常数 。 因 此 严 ( + ) 的 导数 

| 100)=0 
定理 1.11 证 毕 。 

类 似 于 SI AREETAN, AT 也 可 
以 在 [一 二-，--) 区 间 上 使 用 它 ， 对 此 ， 以 后 往往 不 再 作 附加 
的 说 明 。 


87 沃 尔 什 函数 的 直 交 性 和 完全 性 


为 了 由 哈 尔 函 数 是 直 交 基 来 推导 出 沃 尔 什 函数 也 是 直 交 基 ， 
我 们 先 来 讨论 这 二 种 函数 间 的 关系 。 


= 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 -一 we 
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HR (1.1.7), Mns= 1 时 ， 有 


т-1 т-2 


У пъ У nalesi 


WAL,(n, )=(—1)*°°% 一 (一 1) “1 


(—1)'"=уА„(пт—2"!,‚ 1):(—-1)" (1.7.1) 
因为 fu 是 由 式 (1.1.5) 来 定义 的 ， 所 以 当 上 由 0 增 到 1 时， 加 
相间 取 0，1，0,， 1 ,… 值 。 由 式 〈1.7.1) 和 哈 尔 函 数 的 定义 , 可 
得 1 之 2”! 时 ， 


2”с\ 
WAL", 1) = уут 2 WAL, Cn 2", )х@\(ї) 
z1 
(1.7.2) 
AWAL,(n, 1) е Sn A: 
MAL,(n—21,1)=W,(n-271,5)=+1m#-1 


g< t <, i=0,1,2" (1.7.3) 
FAR (1.7.2) 可 改写 为 ， 
2m-1-1 
WAL,(n, !)= дт Di Wana, iaga) 
ї=0 


(1.7.2а) 

式 (1.7.2a ) 把 沃 尔 什 函 数 表示 成 了 哈 尔 函 数 的 线性 组 合 。 应 

用 离散 沃 尔 什 函数 集 矿 (mm) 可 以 组 成 一 个 矩阵 ， 例 如 可 把 表 2 所 
TWRW (3 JARDAR: 


{+ + + + + + + + 
[+ pates жое 
++ ++ - -| 

Рае |+ + + + (су) 
+ 一 二 一 + 一 + 一 
[ко + = = + + 
р ИР 
(+ = — + = + + - 
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这 样 的 矩阵 称 为 沃 尔 什 阵 ， 因 为 现在 考虑 的 是 自然 序数 的 沃 尔 什 


函数 ， 所 以 也 称 为 沃 尔 什 -保利 阵 。 应 用 式 《1.7.2a )( 把 这 式 中 
的 m 一 1 用 mm 代替 ) 并 由 沃 尔 什 - 佩 利 阵 的 定义 ， 可 得 沃 尔 Н 函 


数 和 哈 尔 函 数 之 间 的 关系 式 ， 
WAL,(2”, t) xm (1) 
"m 1 《2) 
VALG те 5 =" |" к? (1.7.5) 
WAL,(2"+2"—1, t) x (1) 
m=0,1,2- 


有 了 这 个 关系 式 ， 就 可 以 证 明 沃 尔 什 函 数 的 直 交 性 和 完全 性 。 
定理 1.12 沃 尔 什 函数 是 C 0，1 ?上 的 直 交 规范 组 ， 即 ; 


[Аш 1)WAL,(m, 1)dt=0, nzn, (1.7.6) 


fI WALC, tdti=1 n=0,1, 2% (1.7.7) 
A 先 引 入 直 交 阵 的 定义 。 一 个 矩阵 


а буа, 


А= а, аа,» 
аы Ong Gnn 


称 为 直 交 阵 是 指 它 任意 二 行 元 素 乘积 之 和 为 0 B, 
У quai= 0 1<i,<i,<n (1.7.8) 


ј=1 
由 离散 沃 尔 什 函数 和 连续 沃 尔 什 函数 之 间 的 对 应 关系 ， 易 知 ， 当 
пуп, <2” В, 


КОЛКО 1)WAL,(m 1) dt 


2-1 
=; У ит, HW om, k) (1.7.9) 
k=0 


下 面 用 归纳 法 来 证 明定 理 。 
当 m = 0 时， 由 式 (1.7.5) Я, 
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WAL,(1, t)=x$(1) 
另外 ， 显 然 有 ЖА1„(0,1)=х{@©(1) 
Нн x MPR, A8: 
fa WALCO, t)WAL (1, t)dt=0 (1.7.10) 


ЖЕЙК т, n<2” 时 式 (1.7.6) 都 成 立 。 要 由 此 来 推出 m，zm 扩 
2 “时 式 《1.7.6) 也 都 成 立 。 事 实 上 ， 由 归纳 法 假设 , A (1.7.9) 
和 Н-Т ЕИО Е х, ЧИА Е. н 
(1.7.2а), хд®( 1) Ж Е (HR(L.6.2)), ЋИН ЖА 
阵 ， 可 得 ， 当 2", m>” hh, Ж: 


Јл, 1) МАТ, (п,, 1)й=0 


HAR (1.6.3), MA 2""`>т;>2", 2", 时 式 (1.7.6) 也 
йз MAn, n2 R (1.7.6) 都 成 立 ， 由 归纳 法 原理 
可 得 对 任意 теп, À (1.7.6) 成 立 。 

Н WALC”, 1) 的 定义 


fi WAL,(n, а= {3 141= 1 


о (1.7.7) 亦 得 证 。 定 理 1.12 证 毕 。 

为 了 证 明 沃 尔 什 函 数 的 完全 性 ， 我 们 反 过 来 用 沃 尔 什 画 数 的 
线性 组 合 来 表示 哈 尔 函 数 。 由 式 (1.7.9) 及 定理 1.12， 可 知 
Wn Ж ИЖ (т= 0,1, 2,--), 再 由 定理 1.9 可 知 Ин EXT 
` 称 直 交 阵 ， тал ИЧ =2"1,", PE Ж ЖОШ ТИЙИШ 
DH: 


ОЙ! р (1.7.11) 
再 由 式 (1.7.5) 得 ; 
х?(1) WAL,(2”, t) 
ӘС 1 2°+1,у1 
(О) pre WAL ) | ала) 
TD) WAL,(27+2"— 1,1) 


т= 0,1,2, 
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ÆÆ1.18 沃 尔 什 函 数组 在 1°С0, 1 ) 中 是 完全 的 。 就 是 说 ， 
若 f(t)EZC0,1)， 且 三 (1) 和 沃 尔 什 函 数组 直 交 ， 

f; FCI)IWAL,(n, t)dt=0 п=0,1,2, (1.7.13) 
则 f(t)=0。 

证 明 由 式 (1.7.12)， 哈 尔 函 数 可 以 表 成 沃 尔 什 函 数 的 线 
性 组 合 ， 再 由 假设 条 件 式 (1.7.13) 即 f (+) 和 沃 尔 什 函 数组 直 
交 ， 可 得 了 (t+) 亦 和 哈 尔 函 数组 直 交 。 由 哈 尔 函数 的 完全 性 CE 
理 1.11) 立即 可 得 f(t) 二 0， 所 以 沃 尔 什 函 数组 在 L*(0, 1) 
中 也 是 完全 的 ， 定 理 1.13 证 毕 。 

由 于 三 种 序数 的 沃 尔 什 函 数 之 间 的 区 别 仅 在 于 函数 的 排列 顺 
序 不 同 ， 因 此 ， 虽 然 我 们 仅 证 明了 自然 序数 沃 尔 什 函数 的 直 交 规 
范 性 和 完全 性 ， 但 这 结论 对 另 二 种 序数 的 沃 尔 什 函数 亦 是 正 
确 的 。 

由 正 、 余 弦 函数 的 直 交 性 和 完全 性 知道 它们 是 直 交 基 ， 任 一 
fj (1 )EZ0，2z) 可 “表示 ”成 这 组 直 交 基 的 线性 组 合 , 从 而 得 
到 了 傅 里 叶 级 数理 论 。 类 似 地 ， 由 沃 尔 什 函数 的 直 交 性 和 完全 性 
也 可 知道 它们 是 直 交 基 ， 任 一 (1)ELC0, 1) 可 “表示 "成活 
尔 什 函数 的 线性 组 合 ， 从 而 得 到 沃 尔 什 级 数理 论 。 下 节 就 来 叙述 
这 一 理论 。 


§ 8 沃 尔 什 级 数 


为 了 和 传 里 叶 级 数 对 比 ， 本 节 使 用 式 (1.3.10), (1.3.9) ж 
义 的 沃 尔 什 函 数 CALCR，f) 和 SALCR，f)。 
定理 1.14 任 一 f(t)EZLC0, 1) 可 以 表 成 沃 尔 什 级 数 ， 


f (1)=aCAL(O0, 1)+ 》 (oaCALCR，1) 
k=1 


+biSAL(k, 1)}= У (oCAL(k, t) 
k=0 
+bmSALCR +1, 1)} (1.8.1) 
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这 里 系数 mw 一 | /CHDCALCE, 0) в 0,1,2. 


b= (|, /()5АЬ(Е, г) k=1, 2, (1.8.2) 
在 证 明定 理 前 先 作 一 些 说 明 。 式 (1.8.1) 右边 是 一 个 无 穷 
和 ， 它 是 一 个 极限 ， 记 为 ; 


М 
PCIA lim [S acara, #)+bSAL(k +1, о} 


一 oo 人 RS1 


& lim Palt) (1.8.3) 


通 数 列 的 极限 是 指 ， 当 N 一 时 有 


| N 
lec-fSacaLc, t)+bSAL(k +1, Dlo 
h=1 | 


这 里 外 ПУ ДСО, 1 ) 函 数 空间 中 定义 的 距离 ;二 个 函数 (1) 
和 Ф„( 1 ) 车 都 属于 LC9，1)， 它 们 的 距离 定义 为 


oC N= сес) а.в.) 


因此 ， 当 用 f(t ) 的 沃 尔 什 级 数 的 前 入 项 Pt) 来 近似 (1) 
时 ， 只 要 取 NN 足够 大 ， 其 均 方 误差 就 能 达到 充分 小 。Pn( t)i 
于 f(t ) 称 为 平均 收敛 。 那 么 极限 (+ ESEE, EBEL 
(0,1) PR? 这 正 是 我 们 要 讨论 和 证 明 的 问题 。 

ШИ ” 先 来 推导 一 个 不 等 式 。 由 式 (1.8.4) 和 沃 尔 什 函数 
的 直 交 性 。 


б< CP P= SACE) 
кесше (Са 2 сва 
+ fo ала алсо 


N 
{5 aCALCk, 1)+bSAL(k+1, оа 
k=0 


#3 


N 2 
+ 全 аслы, + SALE +1, n} dt 
k=0 
N N 
=[|[/\#—2 У (a+b) + X) (tba) 
k=0 k=0 


N 
=|| f IP У (анай, ) (1.8.5) 


k=0 


因此 ， 对 任意 /EL(0, 1) MEREANA: 


N 
D C+.) < CON (1.8.6) 
k=0 


这 称 为 贝 塞 尔 (Bessel) 不 等 式 。 于 是 无 穷 级 数 》 (tba) 
k=0 
收敛 。 
当 M>N 时 ， 由 于 WAL(n，,t) 是 直 交 规范 组 ， 


i M 
стс [| У) aCAL(k, t) 
+1 


2 
+bSALCR+1, t) | dt 


М. 1 1 
= аф) САТСА, +)’dt+ba, SALCR 
DN if, ъ |, 
M 
+1, ну} У 4+5, 
к= № +1 
i e EEE% WAN, 存在， 使 当 M>>N>N, 时 
M 


У a+bi,,<e 
k=N+1 


所 以 
IPuC t )— PxC t) e 
由 于 空间 120,1) 的 完备 性 〈 即 费 希 尔 定理 ， 见 参考 资 
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料 C 31p187) 可 知 极限 P(t) 存 在 且 属 于 LC0, 1),，P(1) 


满足 ， 
pCt) YC +) 0 (1.8.7) 


ТЛ 
1 
{ficaLce, 1) {Ps 1)— 8 C1) dt} 


<{f CALE, эш * TROT !)-°( ра} 
ЯД, ШЖ (1.8.7) 得 
|J CALCE, ов )й-— Геліос, гуе содае |" 


«11%(1) — Ф( 10 
щү> 0} 


|. САТ (А, 1)Фу(1)й 


М 
= слів, о асмо, р) 
k=0 


+bin SAL(k+1, + а-а 


因此 ， 

ficaice, t)P(t)dt=a k=0,1,2. 
类 似 可 证 ， 

人 SALC DeCDdt= ве1, 2, 
于 是 ， 由 式 (1.8.2) 可 得 f (1) 一 中 (+ ) 与 沃 尔 什 函 数 系 直 交 ， 
根据 沃 尔 什 函 数 的 完全 性 可 得 

f(1)—9(1)=0 


这 就 是 式 (1.8.1)， 定 理 1.14 证 毕 。 
由 式 (1.8.5) 和 定理 1.14 立 得 ，N 一 co 时 
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N 
Nf CON Xy Са) = ПАСЕ) 9С) 0 
k=0 


所 以 贝 塞 尔 不 等 式 (1.8.6) 成 了 等 式 ， 即 有 以 下 推论 。 
定理 1.15 对 任意 f(t1)EZLC0, 1), Ж 


fo лоха = D ttot (1.8.8) 


其 中 а, 6. MR (1.8.2) 定义 。 

等 式 (1.8.8) 称 为 柏 斯 瓦尔 等 式 ， 定 理 1.15 也 就 是 柏 斯 瓦 
尔 定理 。 这 个 定理 的 物理 意义 就 是 在 时 间 域 里 的 能 量 和 在 沃 尔 什 
函数 域 里 的 能 量 相等 。 

用 沃 尔 什 级 数 的 有 限 项 来 近似 7 (+ ) 时 ， 在 均 方 误差 意义 下 
ERREK. 

定理 1.16 За, В. 为 任意 实数 ，f (1)ELC0, 1), 


N 
WCt)= Уа, САГ СВ, Р) +В, $5АЪ(Е +1, t) 
k= 
| (1.8.9) 
ЖОШУА A HE FR 


=й CCE (a fC) Сеа (1.8.10) 


则 使 /达到 极 小 值 的 最 优 逼近 为 
A= ar kR=0,1,2,N 
| (1.8.11) 
В,.=6, k=1,2,N+1 
RE а, 由 式 (1.8.2) 所 示 。 并 且 
N 
Л.Л У Ы) (1.8.12) 
k=0 


证 明 ”用 初等 配方 法 ”， 
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Ј =I ECE) ФС) 


1 FX 
-fi fro- DaCALCk, t) 
k=0 


+B SALCR 十 1， о) а= |, сй 


N 

-2 Уа, [0 fCH)CALCE, 1) dt 
k=0 

+ Bu SI FCDSALC + 1, 0а} 


N 2 
+], [Sacara t)+Be:SAL(k +1, о} dt 
k=0 
А N N 
= fi FCO 2 У) (amt Babn) + Уа +В, 
k=0 k=0 


N N 
= пое У (++ Уа-а) 
k=0 k=0 
+ (Bin~— On)? (1.8.13) 


由 于 о, bh 是 常数 ， 上 式 第 三 项 是 平方 和 ， 大 于 等 于 零 ， 所 以 当 
且 仅 当 式 (1.8.11) 成 立时 ， 该 项 等于零， 即 / 达到 极 小 值 。 
这 时 式 (1.8.13) 只 剩 了 前 二 项 ， 立 得 式 (1.8.12), 定理 1.16 
证 毕 。 : 

ж ЖОШ И AUS аааз 
的 ， 各 定理 的 证 明 方法 也 完全 类 似 。 实 际 上 在 L*(0 ,3 ) 中 的 一 
个 函数 系 ， 只 要 是 完全 的 直 交 规范 组 ， 就 能 建立 起 一 套 广义 的 伟 
里 时 级 数理 论 ， 传 里 时 级 数 和 沃 尔 什 级 数 只 是 其 二 个 特殊 情 况 。 
由 于 喻 尔 函 数 也 是 完全 的 直 交 规范 组 ， 因 此 广义 传 里 叶 级 数理 论 
也 把 哈 尔 级 数 包括 为 一 个 特殊 情况 。 

工程 实践 中 ， 沃 尔 什 逼 近 好 呢 还 是 伟 里 叶 副 近 好 ? 答案 是 各 
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ARNM MAMA MR, MKAKA, АНЕ 
DONNE, ЛИВ, ASRNI 
用 泊 尔 什 级 数 通 近 需要 项 数 少 ， 对 不 连续 的 秆 形 波状 的 波形 ， 用 
疾 尔 什 级 数 去 通 近 要 好 ， 比 用 候 里 叶 级 数 通过 需要 项 数 少 ， 这 是 
因为 不 连续 的 波形 和 活 尔 什 函 数 形状 相近 。 

景 后 ， 我 们 指出 ， 当 把 C0，1) Kaka- -e 
间 时 ，$ 7， 8 8， 的 结论 显然 仍 全 部 成 立 。 在 第 二 章 中 ， 我 们 将 
应 用 [ -3 ，- 志 -) 区 间 上 的 沃 尔 什 级 数理 论 来 讨论 沃 尔 什 
变换 。 


第 二 章 ” 沃 尔 什 变换 


$1 沃 尔 什 变换 的 定义 


沃 尔 什 变换 实质 上 是 沃 尔 什 级 数 的 扒 广 ， 当 然 这 种 推广 有 了 
质 的 变化 ， 数 学 处 理 也 需要 更 多 一 些 分 析 上 的 技巧 。 正 如 沃 尔 什 
级 数 是 广义 传 里 时 级 数 的 一 个 特殊 情况 ， 沃 尔 什 变换 也 是 广义 候 
里 时 变换 的 一 个 特殊 情况 。 

第 一 章 $ атин TE Lf- 2) 
展开 为 沃 尔 什 级 数 ， 当 级 数 的 项 数 趋 于 无 穷 大 时 ， 级 数 平均 收 全 
于 这 个 函数 。 这 里 自 变量 ; 在 有 限 区 间 上 取 值 。 如 果 把 有 限 区 间 
[一 十 з) вва Со, =) аид ит 


RARE AH MERE [—1- Lynn 
WEHR (оо, o0) 上 去 ， 然 后 应 用 沃 尔 什 级 数理 论 就 可 知 
12(—е°, оо) 中 的 任 一 周期 为 1 的 函数 可 展开 为 沃 尔 什 级 数 。 如 
果 对 时 间 不 作 归 一 化 的 限制 , 则 周期 可 以 由 1 改 为 任意 有 限 实数 。 
另 一 种 推广 是 考虑 72( 一 co co) 中 任意 非 周期 函数 ,这 时 就 由 尖 尔 
什 级 数 导 出 了 沃 尔 什 变换 我 们 先 来 作 一 种 形式 上 的 推导 。 

设 Fr( 1)EL( 一 了 了 ,了 ), 这 里 我 们 对 时 间 不 进行 归 一 化 , 显 
然 第 一 章 $ 8 的 结果 也 全 成 立 , 即 /z( 1 ) 可 以 展开 为 沃 尔 什 级 数 。 


= Уау 
(а) 2 «сл ат)+ 2) xSAL( г) (2.1.1) 
其 中 Я 4 

а= | Ссл (в, LE) 


k=0, 1,2, (2.1.2) 


#9 


T dt 
b= СОА. (e 5 эе 


k=1, 2, (2.1.3) 
ШУТ Ж 2 Ж, WARE., KAA 


ү k 
CAL(&#, зт )= CAL (+ ') (2.1.4) 
SAL(k ni )- SAL ($ ') (2.1.5) 
оТ 2T ? Et 


把 上 两 式 代入 式 《2.1.1~2.1.3) 中 ， 则 这 三 个 式 子 中 的 【A， 
эт ) 孝 可 改写 为 -每 г). 这 时 ， 如 取 了 =2"， 且 7 -oo， 
RAR RME тукун, RAR (2-1.2), 7 -co 时 ， 
977—0, ИИЙ а 已 经 没有 意义 。 我 们 来 看 To 
Tam fT f C) САЦА, Wa (r). 


ЩТ оор, # k >o, А-ГЕ З з 为 极限 。 这 
样 ， 从 沃 尔 什 级 数 的 系数 公式 《2.1.2) 可 以 导出 以 下 沃 尔 什 正 变 
换 的 定义 ， 
тсе) TCCALGs, t)dt, sEC 0,00) (2.1.7) 
这 里 f(t1)EL( 一 oo, co)。 类 似 地 由 式 (2.1.3) 可 得 ， 

ать= |", jz(1) 5л1(-урә г)а 


人 rn 人 $) (2.1.8) 


#,(з)г |'/(1)5А1(з‚, t)dt s€EC0, оо) (2.1.9) 


下 面 我 们 再 用 级 数 展开 式 (2.1.1) KFHRRH ја 
ш= k/2T, BR (2.1.8), (2.1.6) WA (2.1.1) WA, 
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оо 


fr( 1) -X7 和 27acAL (e ') 


= 1 A 
+ 1-07 ТЫА (че t ) 
ч k k 

=) ы-н (А) CAL (+ t ) 


+ Pe Б À Ж. )saL ( À , t )(2.1.10) 
当 了 ~>co 时 и, —0 0， 上 式 的 无 穷 和 就 和 积分 很 相似， 而 当 
Т > В, Єз Jr) Ит (6). ( 5-) 
因此 ， 形 式 上 看 ， 式 (2.1.10) 意味 着 应 该 有 下 式 成 立 
РС= [RW C)CALCS, +) ds 


+ [,cosALCs, tds eaan 


这 就 是 沃 尔 什 关 变 换 的 定义 。 注意， 这 里 仅仅 是 形式 上 的 推导 ， 
而 没有 给 出 严密 的 数学 证 明 。 从 式 (2.1.10) 过渡 到 式 (2.1.11) 
是 会 引起 一 些 理论 上 的 困难 的 ， 因 为 这 里 积分 号 下 的 函数 到 
(эт ) 是 与 7 有 关 的 ，7 一 o= 时 涉及 到 收 全 性 的 问题 。 参 考 资料 
中 已 证 明 ， 当 /EL( 一 oo, co)， 并 且 是 连续 和 有 界 变 差 时 ， 式 
(2.1.11) 对 所 有 1E( 一 co,co) 都 成 立 ， 亦 即 处 处 收敛 。 我 们 不 
来 证 明 这 个 结果 。 下 面 我 们 将 在 第 一 章 $ 8 的 基础 上 在 ЈА оо, 
оо) 中 对 沃 尔 什 正 过 变换 给 出 严密 的 数学 定义 及 式 (2.1.11) 的 
证 明 ， 这 个 结果 是 常用 的 。 

我 们 先 来 引入 一 些 定 Ж, HS (IEL ,00), NE 
这 样 的 函数 和 任 一 正 实数 了 ， 定 义 一 个 “窗口 ” 函数 ЉС), 
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(2.1.12) 


ар ОТЕТ 
ЕЕ. 


>т 
BRA: 


[воа [Tr ayda [оао 


所 以 ，fz( t )EL’(— оо, co)， 如 果 略 去 fr( t)= 0 的 部 分 ， 把 
fr( t ) 看 成 [一 7, 了) 上 的 函数 ,就 有 fr( Рә) Т, Т), Ж 
似 于 定理 1.11 的 证 明 可 知 fr( + )ELC 一 了 ,了 ), 因此 仍 把 fz( 1) 
看 成 (一 co, оо) 上 函数 时 有 fr( 1)EL( 一 oo, оо), B frl 1)E 
L(—c, œ)NL?(—, оо), HF fr(1)ELC-T,T), 所 以 


А 
[лса 


HÉAICAL(S, 1)=1, РЕТТЕ М 
Wels), Wa(s) 存在 : 


Wals Ja /CALGs, t)dt (2.1.13) 
Wacs)a['TnCHSAL(S, 1)dt (21.1) 


MT >ot, RAIK ШЕ В И (5) У, (5) ELCO, со) 
PESTE TER W.Cs) MWS), ЭЙ ARZ 
个 极限 函数 作为 Сг) 的 沃 尔 什 正 变 换 的 定义 。 

定理 2.1 H /(1)ЄГД(—оо, оо), Т оон, (2.1.13), 
(2.1.14) EXW els) ЖИ, (з) ÆLCO, оо) 中 分 别 
平均 收敛 于 函数 V,( s ) MWCS) 

证 明 ЯЖ И (5) ETE 1200, оо) 中 的 
基本 列 。 

令 0<T,<T,, s <2, т=(2*Т}, n=[27,)—1, 
由 CAL(s，+) Ж (1.4.3) 可 得 
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Т 
СА, 1)f (0) dt 
ы (v+1)/2? v 
= SEPA caL(s, e) CH 
э=т+1 
k 
+ [EP CALC, 1)f Са 


+] pa CALCS, 1) f(t)dt (2.1.15) 


当 忆 一 co 时 ， 上 式 右边 最 后 二 个 积分 显然 趋向 于 零 。 因 此 ， 主 要 
考虑 上 式 右边 的 和 式 ， 记 为 ， 


ee {fd caL(s, 3) 


v=m+1 
会 a CAL | 5, -or 
de) 
ы 5 
= а,СА (Es У (2.1.16) 
ЕА ( 2 ) 
ШЫЛД А, 
w 22 3 
amd fog" гоа] 
(v+1)/2} (v+1)/2ł 
«Је Od рое 
y 1 
=" "чаа 


所 以 ， 由 式 (2.1.16)， 沃 尔 什 函数 的 直 交 性 和 CALC., v) 对 
0 点 偶 对 称 ， 得 ; 
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[к Фы&=[ © Ў «сл /% | ds 


v=m+1 
n n 
20-1 
=f 4 У! aids=2*1 У аў 
v=m+1 v=m+1 


1 (n+1)/22 
<+ f сона 


(m+1)/2* 
1 (T: 2 
<р» dt 
于 是 对 5,<2"!， 自 然 有 : 
Fonds Ht [Tf dt 
当 T,，T, 换 成 一 7， 一 7 时 ， 也 有 类 似 的 不 等 式 成 立 。 现 固定 
S， 令 有 co， 应 用 上 式 和 许 瓦尔 效 不 等 式 ， 得 ， 


SÈ Wan Сз) TON 
= (FSO CAL Cs, олсе 
- JO CALC, Dintrdi} ds 
-["{[ “салш, Don(t) fn)dt 
+ "CALGs, 0000) aCi dt} ds 
-[“{ 7'CAL(&, 1) (1) dt 
+f 7 сас, пуш} ав 
< Rf Gas [^н уаш 
再 令 Su->co， 得 ; 
ши, Сна Саз {Tf Cd 


+ ада 
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因为 f(t)EZL( 一 co, оо), Д ERA Тоо, Тоо 时 
趋 于 零 ， 于 是 上 式 左 方 也 如 此 ， 亦 即 太 sr(s ) PH AFL 
CO, =) 中 的 一 个 函数 ， 记 为 Ws )。 

同样 可 以 证 明 Waals) PHRF LLCO, ce) 中 的 一 个 函 
数 ， 记 为 丈 ,(s )。 定 理 证 毕 。 

从 定理 的 证 明 中 看 出 ， 前 面 形式 推导 沃 尔 什 正 变 换 的 思想 在 
证 明 中 起 了 作用 。 当 s 取 定 时 ， 我 们 把 时 间 轴 细 分 成 长 为 1/2 
小 区 间 ， 这 里 22> s ， 由 广义 沃 尔 什 函数 的 定义 ， 积 分 变 成 了 级 
数 ， 再 应 用 许 瓦尔 兹 不 等 式 和 / СГ) оо, оо) 就 证 明了 
Wals) 是 基本 列 。 而 疾 尔 什 正 变换 就 是 这 基本 列 的 极限 函数 ， 
或 者 说 定义 式 (2.1.7)，(2.1.9) Ф [ж тов 
平均 收 伍 的 极限 。 这 样 ， 我 们 就 在 12(—оо, оо) 中 严密 地 给 出 
了 沃 尔 什 正 变换 的 定义 。 在 这 基础 上 我 们 再 来 讨论 沃 尔 什 北 变 换 。 

定理 2.2 &/(1)Є[2(—оо, со), Ws), Ws) tk 
定理 2.1 给 出 ， 则 对 几乎 所 有 的 1E (一 co，so)， 有 


гс) [OWLS )CALCS, t )ds 
+] “(з )8А1(з, t )ds (2.1.17) 


证 明 ”由 定理 2.1, Wes) Я, (5) 属于 ZL:(0，o)， 
类 似 定 理 2.1， 我 们 可 以 证 明 式 《2.1.17) 的 右边 的 积分 平均 收 
ST L'(—co, оо) 中 的 一 个 函数 ， 记 为 中 ( t )， 我 们 需要 证 明 
中 (+) 三 f(t) 几乎 处 处 成 立 ,为 此 ， 只 需 证 明 对 全 体 E 
BA: 


З Е 
Јоса улса (2.1.18) 


(注意 ， 类 似 的 技巧 曾 在 证 明定 理 1.11 时 用 到 过 。) 
一 方面 式 〈2.1.18) 的 左边 可 以 变 为 ， 
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fisc fe tin [f IWS CALC, nas 
+ {WCs)SALGs, t) аа 
2 {гт 
= lin f of J ows)CALGs, nds 
+ {IWCs)SALGs, 1) ds |а 
£ Т Е 
= lim [fCALCs, Ws) 
+SALCs， D,Cs ууа! ds 
= [1 сагс, DCS) 


+SAL(s, гюз) (2.1.19) 


另 一 方面 为 了 计算 式 (2.1.18) 的 右边 ， 设 0<5 <T， 
AIC) ÆT, Т) 上 可 积 ， 所 以 我 们 可 证 ， 


[0 сасе, Dat [7 CALC, ч) Сда 
+ fisaLcs, гда [7 SALCS, т) АС) dx Јаз 

=T ACS (carcs, +) ficarcs, оа 
+SAL (з, т) [| sarcs, t)dt}ds}dr (2.1.20) 


下 面 我 们 对 上 式 花 括号 里 面 的 二 重 积分 用 沃 尔 什 级 数理 论 来 进行 
精细 的 分 析 。 令 “一 十 ce*， 记 


a= [слі (+, +) ficaLGs, t )dt 
+SAL(s, т) АШ Сз, t)dt}ds (21.202) 
再 令 
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1 0<i<E 
zo] (2.1.21) 
0 否则 


对 任 二 取 定 的 & 值 和 7 值 ， 我 们 总 能 找到 整数 & ， 使 
272€ max(E, |т|)<2* 


于 是 [сліз уш = |, CALC, 0) (оа 
因为 上 式 中 0 <| 11<2*!， 根 据 САГ (5, !)ИрЕ (1.4.3) 
和 | аат, 

Г сли, т) ficaLcs, ra Jas 


-Jarca (e [сле и 
: хсоа)- Ўсм. (8, ч с) foire 
(i, ie) C4 (2.1.22) 
对 于 SAL(s，。) 类 似 可 得 
fsarcs, +) fsALCGs, 1)dt]ds 


S : 1 fat ns 
= sal (1-3) | вл (ie) x Cdt 
(2.1.23) 


回顾 式 (2.1.1)-(2.1.3), 显然 式 (2.1.22) У (2.1.23) # 
明了 对 取 定 的 某 + 值 ， 由 式 (2.1.20a) 表示 的 中 (+) RÉ 
x (+t ) 的 沃 尔 什 级 数 展 开 式 在 + 点 所 取 的 值 ， 即 

ф(т)=х(т) (2.1.23а) 
因为 对 任意 一 个 取 定 的 < 上 式 成 立 ， 因 而 有 


1 ост 
TOE 
0 否则 
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从 以 上 论证 过 程 中 ， 我 们 也 容易 看 出 ， 下 式 
| CALC, +) ficares, а 
+SAL(s, т)] SAL(s, 4) dt las 


对 任意 4# 和 7 都 有 界 ， 所 以 由 勒 贝 格 的 控制 收敛 定理 ， 式 (21.1 
20) 右边 可 以 在 积分 号 下 取 极限 ， 即 и 一 co 时 有 


сас, оа |? CALCS, т) (т)ат 
+ fsaccs, taf T SALCS, +37 Cor јаз 

= (TC) vo dre f7 С) Сода 

= forcé (2.1.24) 


这 里 应 用 了 式 (2.1.20a), (2.1.23a) 和 (2.1.21)。 
至 此 ， 我 们 已 把 式 (2.1.18) 的 右边 变 成 了 一 个 和 式 (2.1.19) 
类 似 的 式 子 ， 根 据 许 瓦尔 效 不 等 式 ， 


reac, т)/(х)ат-#,(+)] 
ficaLce, rat аг 


1/3 


<f SY] ST CALC, +7 Cdr тора 


{fef carce, oa l'a" 


由 于 | CAL Cs, +) РС) аттоо жЕрИ t F 
Wes), m f$ CALC, + )dt 显然 属于 1200, оо), 所 以 上 


RAHE To 时 趋向 于 零 ， 于 是 上 式 左 方 在 了 ~co 时 也 趋向 
于 等 ， 即 
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Jin [Fff icar, t)dt 


+ [Z CALC, +) С) dr lds 


- Г icas, t )dt Wls) аз (2.1.25) 
类 似 可 证 ， 
in, (2 [+ ЅА (з, t)dt 


+ [7 SALCs, +) Седат Јаз 


= 全 fisaLcs, tdt W,(s)}ds (2.1.26) 


ER (2.1.24) 的 左边 令 了 -~>co， 然 后 把 它 和 式 (2.1.25), 
(2.1.26), (2.1.19) E$, 4 (2.1.18), 4 < 0 时 可 得 到 
类 似 结果 ， 定 理 证 毕 。 

定理 的 证 明 实际 上 由 二 部分 构成 ， 一 部 分 是 应 用 实 变 函数 论 
来 严格 论证 可 在 积分 号 下 取 极 限 ， 可 进行 积分 次 序 的 交换 等 ， 另 
一 部 分 是 把 问题 归结 为 ， 简 单 函 数 x (г) 在“ 有限 区 间 ” 上 的 沃 
尔 什 变换 ， 然 后 应 用 沃 尔 什 级 数理 论 来 得 到 式 (2.1.23 a )， 前 者 
说 明了 沃 尔 什 变换 比 起 沃 尔 什 级 数 来 需要 更 多 分 析 上 的 技巧 ”后 
者 说 明 沃 尔 什 变换 实质 上 是 沃 尔 什 级 数 的 推广 。 

À (2.1.17) 的 右边 亦 即 (+ ) 就 是 沃 尔 什 逆 变换 的 严密 
的 数学 定义 。 


$2 沃 尔 什 变换 的 性 质 


在 § 1 的 基础 上 ， 我 们 容易 得 到 以 下 的 帕 斯 瓦尔 定理 。 
定理 2.3 Й/(1)Є/2(—оо, оо), Ws), И„(5) Ж 
f(t ) 的 沃 尔 什 正 变换 ， 则 


SEn rover = [Ou Coast [Уз ч (2.2.1) 
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证 明 对 任 一 f(t)EL*( 一 eo，co)， 总 有 
f(t1)=f(1)+f,(1) 
这 里 /为 偶 函 数 ，f: 为 奇 函 数 ， 且 f1,，f:EL'( 一 2，co)， 先 考 
察 f1( t )。 一 方面 ， 类 似 于 定理 2.1 的 证 明 ， 我 们 有 


[0 Tcaccs, олс а ра 
< ST ^ш < [rc yat 
AT, WELCO, о) 空间 的 完备 性 ， 得 
Ксл, лса J'as< 于 位 ADadt 
(2.2.2) 
另 一 方面 ， 应 用 定理 2.2， 并 注意 到 户 (! ) 是 个 函数， 有 


лсо = [сл (е, 1). s )ds 
+ [вА з, 1907, Сз) 
= [ “сле, 1 )Wa (s )ds (2.2.3) 


REMAT Сз) f” SALCS, 1) АСР) = 0, W 
把 式 (2.2.2) HHA) BRW), RAR (2.2.2) 
[сас ГАС 2 ae [Tr s 'ds 
(2.2.4) 
因为 f(t ) 是 偶 函 数 ， 所 以 
WCs)=2 [CALCs, f(t)dt (2.2.4a) 
ER (2.2.3) 和 (2.2.4a ) 分 别 代 入 (2.2.4) RE M MA 
边 得 ， 
frac 00 слов, олсода еа 
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由 上 式 和 式 2.2.2) fh 
лсо (лоса, даа 
把 此 式 二 边 乘 2 并 应 用 式 (2.2.48) 得 ; 
[TAC Dar = {wos yds 
类 似 可 证 ， 
Голае = [ис vas 
再 根据 S LARR, Wal )=И (з ) 二 0 ， 我 们 有 
гаа = [UC +R Ca 


= fO ADHD) 
+hC od = [TAC 
[7 лса [IWCs yds 
+ ис а= исо) 
+W,, (5 )у'йз + [и Са) 
+W, (s ))гйв = ик s J'ds 
+ Го 


定理 证 毕 。 

上 述 定理 的 物理 意义 是 ， 信 号 在 时 域 里 的 能 量 等 于 它 在 序 率 
域 (或 称 函 数 域 ) 里 的 能 量 ， 即 从 时 域 变 到 序 率 域 时 能 量 是 保持 
不 变 的 。 这 个 定理 也 是 沃 尔 什 级 数理 论 中 式 (1.8.8) 的 推广 ,在 
傅 里 叶 变 换 理论 中 也 有 与 此 相 类 似 的 定理 。 从 定理 2.3 ЖИГИ 
出 一 个 更 一 般 一 些 的 推论 。 
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推论 2.1 # ЛС), f.(1)EL(-%, оо), W. ls), 
Св), Wals), И, Сз) 分 别 为 它们 的 沃 尔 什 正 变换 ，( 由 定 
理 2.1 定义 ) 则 


SEADH d= тсе, Саз 


+ from, Cs)ds @.2.1а) 


证 明 因为 (1), HCL, ©), FACE) 
FCE JEL(— 00, оо), fiC t) СР) ВО RATER Wels) 
+, Се) Я, Се) +07, С), Е 2.3 得 


[осо жле ) ни Сеча 


+ [ои Сз) +W Сз ds (2.2.5) 
另外 ， 对 /1( + )，f.( 1 )， 根 据 定理 2.3 有 
[лса [rc pass [rs as (2.2.6) 


Face [rc pass [FW s as (2.2.7) 
AR (2.2.5) PER (2.2.6) 和 (2.2.7)， 再 消去 AMF 2 
立 得 式 (2.2.1a )。 推 论证 毕 。 

从 抽象 数学 的 角度 来 看 ， 推 论 2.1 说 明了 沃 尔 什 变换 和 傅 里 
时 变换 一 样 ， 也 是 一 个 “等 距 变换 *， 这 是 沃 尔 什 变换 的 一 个 重 
要 性 质 。 

在 定理 2.3 的 论证 中 实际 上 我 们 已 经 应 用 了 沃 尔 什 变换 是 线 
性 变换 这 一 性 质 ， 由 于 这 个 性 质 的 证 明 简单 和 容易 ， 所 以 我 们 略 
去 不 证 ， 仅 叙述 成 如 下 的 定理 。 

定理 2.4， 沃 尔 什 变换 是 线性 变换 ， 即 ， 如 户 ( 1 ) fOe 
L= 09, со), Wa CS), Wa CS KWa Сз), И, Сз ) 分 别 为 它们 的 
活 尔 什 变 换 ; 则 ai7i( 1 )+а,/.(1 ) 的 沃 尔 什 变换 为 ai7V,,( s ) 十 
a (Aa, (5) 十 aslV,,(s)。 沃 尔 什 道 变换 也 有 类 似 性 质 。 

下 面 我 们 将 叙述 活 尔 什 变 换 的 另 一 些 重要 性 质 。 因 为 在 通信 
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和 信和 号 处 理 等 领域 中 ， 大 多 数 场合 是 应 用 有 限 沃 尔 什 变换 。 因 此 
在 8 4 中 ， 我 们 将 给 出 有 限 沃 尔 什 变换 对 应 的 这 些 性 质 的 严密 数 
学 证 明 ， 而 在 本 节 中 ， 对 于 一 般 的 沃 尔 什 变换 ， 为 避免 涉及 更 多 
的 数学 知识 ， 我 们 只 列 出 这 些 性 质 。 而 不 给 予 严密 的 数学 证 明 。 
我 们 先 给 出 沃 尔 什 变换 的 并 矢 卷 积 定理 。 为 此 ， 下 面 来 引入 
并 矢 卷 积 的 定义 。 
ФАС), ҺОї)Є (—о°, оо), ДЇ FA ARE РХ. 
由 下 式 定义 ; 


ожсо | AO)ar (2.2.8) 


这 里 1 之 0 时 并 矢 运算 Өт, ELX: 
tOt=-(- Өт) 
并 矢 卷 积 的 上 述 定义 和 通常 的 卷 积 定义 类 似 ， 仅 通常 卷 积 定义 中 
的 f1(t 一 +) ЖАС Өт) 代替 了 ， 这 里 并 矢 减法 仿 ， 由 模 2 
运算 的 定义 ， 是 和 并 矢 加 法 四 一 样 的 。 
并 矢 卷 积 类 似 于 通常 卷 积 , 也 可 以 看 作 是 一 种 广义 的 代数 “ 乘 
法 ”运算 , 我 们 可 以 证 明 这 种 “乘法 "适合 交换 律 ,分 配 律 .结合 律 及 
封闭 性 。 亦 即 , 对 每 个 f1(1),fs(1),fs(t1)EL( 一 oo,co) 有 
fiXfEL(-c, оо) 
fiXfi=fixfi 
HXGitfs)=fiXkfitfikfs 
' XX) =f) fs 
我 们 有 以 下 并 矢 卷 积 定理 。 
定理 2.5 4/, f.EL(—-o, со), НА =, ®/„ 再 令 
Wes Wip Woy Wap Weg ИТ fo Fo fs 的 沃 尔 什 
变换 ， 则 我 们 有 
„=Й, 
WWW (2.2.9) 
定理 2.5 和 传 里 叶 变换 中 的 卷 积 定理 完全 类 似 ， 只 不 过 以 并 
矢 卷 积 代替 了 普通 卷 积 。 应 用 更 多 的 数学 知识 ， 可 以 证 明 它们 的 
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共同 基础 是 ， 沃 尔 什 函 数 和 傅 里 叶 圆 函 数 都 是 第 一 章 8 2 引入 的 
特征 函数 ， 记 以 都 有 乘积 定理 ， 从 而 都 有 卷 积 定理 。 但 是 必须 注 
意 的 是 并 矢 卷 积 和 普通 卷 积 有 本 质 上 的 不 同 ， 我 们 不 能 用 很 简单 
的 计算 方法 由 普通 卷 积 来 得 到 并 矢 卷 积 。 

在 傅 里 时 变换 理论 中 ， 有 著名 的 “ 维 纳 定 理 ", 即 信 号 的 自 相 
关 函 数 和 信号 的 功率 密度 谱 是 一 对 传 里 时 变换 。 对 于 沃 尔 什 变换 ， 
引入 并 矢 自 相 关 后 也 能 得 到 类 似 的 维 纳 定理 。 由 于 并 矢 加 法 和 并 
矢 减法 相同 ， 所 以 并 矢 相关 与 并 矢 卷 积 完全 一 样 。 我 们 用 符号 
М1) KFC) 和 f(t) 的 并 矢 相 关 函 数 ， 


МС) {CABO (0а (2.2.10) 
HAL AC) 的 并 矢 自 相关 函数 就 是 
МС) ROOF (048 (2.2.11) 


应 用 定理 2.5， 我 们 立即 能 得 到 关于 并 矢 自 相关 的 如 下 定理 。 
定理 2.6 令 f1(1)EL( 一 co，co)9 WCs), И, (=) 
示 fi( +t ) 的 沃 尔 什 变换 ， 则 我 们 有 : 


[Te MunCOCALCS, Ddt=Wits} (2.2.12) 
SE MunCOSALCS, ат Са) 


这 个 定理 就 是 并 矢 维 纳 定理 ， 它 指出 了 ， 信号 的 并 矢 自 相关 
函数 和 信号 的 功率 密度 序 谱 是 一 对 沃 尔 什 变换 。 这 里 我 们 又 一 次 
看 到 ， 把 沃 尔 什 函数 看 作 并 矢 群 上 的 特征 函数 后 ， 能 够 把 伟 里 叶 
分 析 中 比较 深刻 的 维 纳 定理 推广 到 沃 尔 什 分 析 中 。 并 矢 维 纳 定理 
和 一 般 维 纳 定理 形式 上 是 极其 类 似 的 。 但 是 也 有 本 质 上 的 不 同 ， 
即 并 矢 自 相关 中 “ 延 时 ”不 是 实数 时 间 轴 上 的 均匀 增加 ， 而 是 一 
连 串 长 度 不 等 的 跳跃 ， 这 是 由 于 并 矢 群 本 身 的 拓扑 性 质 与 实数 群 
的 拓扑 性 质 有 本 质 的 差异 。 这 些 在 $ 4 中 我 们 还 要 详 述 。 另 一 点 
不 同 的 是 ， 并 矢 维 纳 定理 中 的 功率 密度 序 谱 是 在 沃 尔 什 函 数 域 里 
考察 的 ， 而 一 般 的 功率 密度 谱 是 在 频率 域 ， 即 傅 里 时 函数 域 里 考 
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察 的 。 

我 们 还 有 并 矢 位 移 定理 ， 

定理 2.7 &f(1)EL(-c,0c)UL:(—o,c), f(t 
т) 表示 f(t ) 并 矢 位 移 t+ 后 所 得 函数 ， 则 我 们 有 


fcALGs, 0) Сф) сАІ (з, TW,(s) 
(2.2.13) 
| 5А (+, 1)/(4Өт)й=5$А1(+, т), (з) 
(2.2.14) 
ЖР (+), Ио) HEC) 的 活 尔 什 变换 。 
这 个 定理 说 明了 ， 一 个 信号 在 时 间 域 里 作 并 和 位 移 +， 等 价 
于 这 信号 在 序 域 里 膝 上 沃 尔 什 函 数 CAL(s т) 及 SAL (s， 
+)。 这 个 位 移 定理 是 和 传 里 叶 变换 里 的 位 移 定 理 类 似 的 。 


$3 采样 定理 和 有 限 沃 尔 什 变换 


前 二 节 我 们 在 L*( 一 co, оо) 中 严密 地 建立 了 沃 尔 什 变换 的 数 
学 理论 ， 运 用 了 较 多 的 分 析 技巧 ， 这 一 套 无 限 区 间 上 连续 的 沃 尔 
什 变换 的 理论 有 它 本 身 的 理论 价值 ， 它 丰富 了 抽象 调和 分 析 的 实 
际 背 景 、 是 抽象 调和 分 析 的 一 个 极 好 的 特例 。 这 套 理论 对 某 些 应 
用 领域 也 是 重要 的 。 

但 是 在 沃 尔 什 变换 应 用 于 通信 和 信号 处 理 等 领域 时 ， 大 多 数 
场合 只 需要 有 限 的 和 离散 的 沃 尔 什 变换 就 已 够 了 ， 这 时 数学 处 理 
就 变 得 简单 多 了 ， 只 要 用 到 线性 代数 中 的 初等 知识 。 

一 般 情况 下 ， 大 多 数 信号 总 是 有 限时 间 上 的 信号 ， 因 此 从 工 
程 应 用 观点 出 发 ， 我 们 又 回 到 有 限 区 间 上 来 讨论 函数 上 (г), А 
定理 2 . 2 的 证 明 过 程 ( 即 式 (2.1.23) 和 (2.1.22)) 中 看 出， 
这 时 沃 尔 什 变换 实际 上 是 沃 尔 什 级 数 。 类 似 于 傅 里 叶 分 析 ， 我 们 
也 把 沃 尔 什 级 数 中 的 各 系数 称 为 “谱系 数 "， 这 里 不 再 象 博 里 叶 
分 析 中 称 为 “频谱 ”了 ， 而 是 称 Н, Ж HRW, 
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由 沃 尔 什 级 数 得 到 的 是 离散 谱 ， 而 由 沃 尔 什 正 变换 得 到 的 是 连续 
谱 。 如 果 在 工程 应 用 中 ， 沃 尔 什 级 数 只 取 前 立 一 2" 项 就 够 了 ， 那 
么 我 们 就 得 到 有 限 沃 尔 什 级 数 和 有 限 沃 尔 什 变换 ， 这 里 有 限 沃 尔 
什 变换 的 “有 限 ” 有 二 重 意义 :一 方面 在 时 间 域 里 是 有 限时 间 区 
间 (一 7, 了)， 这 使 变换 实质 上 变 成 级 数 ， 另 一 方面 在 序 率 域 里 
是 有 限 序 率 ，( 或 称 有 限 序 带 ， 有 限 序 谱 ) 凡是 序 率 大 于 2” 的 项 
都 为 零 。 这 样 用 有 限 来 近似 无 限 的 方法 ， 从 理论 上 讲 是 允 许 的 ， 
因为 8 1，8$ 2， 关 于 一 般 沃 尔 什 变 换 的 理论 中 已 经 指出 ， 对 很 广 
的 一 类 函数 (如 ZL*( 一 co, оо) 中 的 函数 ) 只 要 7 了 和 入 取 E 够 大 ， 
有 限 沃 尔 什 变 换 和 一 般 沃 尔 什 变换 的 均 方 误差 就 很 小 ， 即 有 限 沃 
尔 什 变换 在 有 限 项 取得 足够 多 时 ， 是 一 般 沃 尔 什 变换 的 很 好 的 近 
似 ， 当 这 种 近似 误差 小 于 工程 允许 误差 时 , 就 不 会 引起 什么 问题 。 
以 上 论述 对 于 f(t ) 是 周期 函数 时 当然 也 是 对 的 。 

下 面 我 们 先 来 讨论 ， 具 有 有 限 序 率 的 函数 C1) 究竟 是 一 
种 什么 性 状 的 函数 ?我 们 在 规范 化 后 的 区 间 [ 0，1 ) 中 来 讨论 时 
间 函 数 了 (上 )， 根 据 第 一 章 8 8 /(1) 可 展开 为 沃 尔 什 级 数 ， 


1 (1)=D) аСА1(Е,1)+ DIbSALCk, t) (2.3.1) 
k=0 k=1 


其 中 ， 
а= 1 /(1)СА1.(Е, 1)dt (2.3.2) 
к= f} CDSAL Ck, !)@й (2.3.3) 
MRC) 满足 : 


全 0 Эў k 222" 
b,= 0 X k 22" 
则 我 们 称 1( + ) 为 2" 有 限 序 率 ， 把 区 间 [0，1 ) 用 二 分 法 分 成 2” 


个 大 小 相等 的 小 区 间 ， 
k/2"<t<(k+1)/2" 


这 里 ， R 一 0，1，…2" 一 1 
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如 果 在 所 有 这 些小 区 间 上 f(t) 取 只 与 有 关 的 常数 ， 则 称 
fG) 是 (0, 1) 上 的 2" 型 阶梯 函数 。 
定理 2.8 设 /(t)EZLC0,1)， 则 f(t ) 为 2" 有 限 序 率 的 
充分 必要 条 件 是 f(t) 是 [0，1) 上 的 2" 型 阶梯 函数 。 
证 明 必要 性 ， 如 果 f(t ) 为 2" 有 限 序 率 ， 则 由 式 (2.3.1) 
可 知 ; 
2-11 ami 


f(1)= У oCAL(k, 1)+ У bSALCk, t) (2.3.4) 
k=0 k=1 


因为 前 2" 个 沃 尔 什 函 数 WAL(R, t) 是 前 2" 个 哈 尔 函 数 的 线性 
组 合 ， 而 前 2" 个 哈 尔 函 数 由 定义 显然 都 是 2" 型 阶梯 函数。 所 以 
CAL(k, t), k 2"! 一 1 和 SAL(k, t), k S2 REH 
阶梯 函数 ， 因 此 它们 的 线性 组 合 Г (+ ) 必然 是 2 型 阶 梯 函数 。 
充分 性 ， 如 果 f (+t) 是 C0, 1) 上 的 2" 型 阶梯 函数 ， 则 由 式 
(2.3.2) 可 知 
27-1 @+1)/2” 
а= f} Роса Ddt= У с, САТ Св, t)dt 
1=0 1/27 
上 式 中 Cj 为 f(t+) 在 第 ;个 小 区 间 上 所 取 的 常 值 。 因 为 第 2" 十 1 
到 第 2”"*! 个 沃 尔 什 函 数 WAL(k，t ) TURARE x, i= 
1，2，,…2" 表 出 ， 而 由 险 尔 函数 的 定义 ，x*? 在 2” 个 小 区 间 上 积 
分 ， 显 然 为 0， 所 以 k 222", 


DAT CALCk, t)di=0 
i /2” 


B k >27 时 ，a 一 0。 类 似 可 证 ，R>2” 时 bx=0。 所 以 
IC) 是 2" 有 限 序 率 ， 且 了 (+ ) 有 展开 式 


2”-1-1 29-1 
f(1)= У) aCALCk, t) + У) 5А (Е, t) 
k=0 k=1 
定理 证 毕 。 
注意 ， 这 个 定理 是 在 L*[ 0，1 ) 中 讨论 有 限 序 率 的 1( 1) 的 
性 状 ， 因此， 说 (1) 是 C0, 1) 上 的 2" 型 阶梯 函数 ， 指 的 是 


6? 


FCE) 几乎 处 处 和 2" 型 阶梯 函数 相等 。 如 果 我 们 在 函数 类 上 再 
加 上 如 下 限制 ，f (t+) 在 二 分 数 (80 1 = i /2" 形 式 的 数 ， 这 里 
i 为 整数 ) 上 右 连续 ， 也 就 是 

Ша. f (1)= F G) 


其 中 ,为 二 分 数 ， f(t ) 在 其 它 t 值 上 连续 ， 我 们 把 这 样 的 函数 
类 记 为 C'C 0 ,1 )。 如 果 在 C*C 0, 1 ) 中 讨论 有 限 序 率 j (ft) 的 
性 状 ， 那 么 ， 由 于 它 在 非 二 分 数 上 连续 ， 在 二 分 数 上 右 连 续 ， 所 
以 几乎 处 处 相等 就 一 定 是 处 处 相等 。 于 是 具有 有 限 序 率 的 f(t) 
就 是 2" 型 的 阶梯 函数 。 

定理 2.8 的 证 明 中 用 到 了 沃 尔 什 级 数 展 开 式 (2.3.1)， 而 式 
(2.3.1) 的 严密 证 明 需 要 实 变 函 数论 的 知识 (参见 第 一 章 § 8), 
下 面 我 们 对 定理 2.8 的 核心 部 分 给 出 一 个 初等 的 证 明 。 

定理 2.9 如 果 j(t) 是 [0, 1) 上 的 2" 型 阶梯 函数 ， 则 
С) 必 能 象 下 式 那样 表 成 有 限 个 沃 尔 什 函 数 的 线性 组 合 


2"-1-1 2-1 
f(1)= У) &CALCR, t) + У) BISAL(E, t) (2.3.5) 
=0 k=1 

证 明 ”这 个 定理 直接 用 沃 尔 什 函 数 来 证 明 似乎 不 太 简单 ;我 
们 用 哈 尔 函 数 来 作为 一 个 过 渡 的 工具 。 第 一 章 8 7 已 给 出 了 沃 尔 
什 函 数 和 哈 尔 函 数 间 的 关系 式 ， 即 前 2" 个 哈 尔 函数 可 以 用 前 2”" 个 
沃 尔 什 函数 WAL(k，t ), k =0.1,…2”" 一 1 的 线性 组 合 来 表示 ， 
MHSAL(k, t) 和 CAL(k，t ) 的 定义 式 (1.3.10), (1.3.9), 
我 们 知道 前 2" 个 沃 尔 什 函数 WAL(k, t) 就 是 前 2”! 个 CAL 
(k, t) 和 SAL(k,t)， 因 此 ,定理 的 证 明 归 结 为 证 / (1) 能 
表 成 前 2" 个 哈 尔 函数 的 线性 组 合 。 

设 2" 型 阶梯 函数 j Сг) 从 左 向 右 数 第 2 i 一 1 个 小 区 间 上 取 
值 为 c2;-, 在 第 2 i 个 小 区 间 上 取 值 为 cj, i = 1，2，…, 2”…!, 根据 
险 尔 函数 的 定义 式 (1.6.1) 和 波形 图 , 我 们 可 以 先 在 这 二 个 小 区 


ШЕЛ х M a (mate) RER а ЕНЕН Се). 
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i 为 奇数 ， 在 这 二 个 小 区 间 上 显然 有 : 


1 
Csi- 1С; ЕЯ (+ ) 
772 т TZ * m2 о) 
2 ызы 
+ н (в) /(1) 
2 2 


若 ; 为 偶数 ， «Сс 在 这 二 个 小 区 间 上 取 值 为 负 ， 于 是 在 
这 二 个 小 区 间 上 类 似 地 有 ， 


Gite. _—1_ „() Gaia 
2 т 2 ТОЕ 2 
2 2 
ir f(t) 
CRE 


当 守 下 遍 1，2,…2” R], ERRITAR- PERA, WRP 
表示 式 相 加 ， 就 能 得 出 上 C1) 在 (0, 1) 上 有 以 下 表示 式 ， 


2m-2 2m-1 


gi(1)+ À Кх) + È Kna (=f (4) 
(2.3.5a) 


这 里 右 方 的 1( + ) 是 由 上 述 这 一 串 表 示 式 中 各 小 区 间 上 的 了 (+ ) 
RRR, EAA) 的 线性 组 合 部 分 ， 由 于 x*3(1) 在 二 个 
ee th ye Un 
的 线性 组 合 部 分 ， 由 于 x 如 (+ ) 在 和 这 二 个 小 区 间 相 邻 的 二 个 
小 区 间 上 取 值 为 一 非 零 常数 ， 所 以 它们 相 加 后 产生 了 许多 新 项 ， 
这 些 新 项 合并 成 了 一 个 2”!' 型 阶梯 函数 ， 我 们 在 (2.3.5а) RH 
记 为 gi( t )， 然 后 我 们 对 g,( 1 )， 重 复 上 述 过 程 。 把 它 再 表 成 
Xma ALC E ) 的 线性 组 合 加 上 一 个 2 型 阶梯 函数 g,( 1), 
…， 这 样 一 直 做 下 去 ， 直 至 得 到 9。.,( + ) 为 2 型 阶梯 函数 ， 显然 

2 型 阶梯 函数 能 表示 成 xf (+ ) Max” (1) 的 线性 组 合 , 至 此 定 
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Bi, 

反 过 来 ， 前 2” 个 沃 尔 什 函数 WAL(CR，, 1) 的 线性 组 合 ( 由 
于 沃 尔 什 函数 的 定义 或 波形 ) 显然 是 [ 0，1 ) 上 的 2" 型 阶梯 函数 。 
À (2.3.5) 中 的 xx 与 Bx 等 于 多 少 呢 ?这 一 点 定理 2.9 中 并 未 给 出 ， 
但 根据 沃 尔 什 级 数 展开 式 的 唯一 性 ， 我 们 可 知 cx 一 ce，RBx 一 bx。 

既然 我 们 已 经 搞 清 楚 / (上 ) 为 2” 有 限 序 率 等 价 于 f(t) 是 
27" 型 阶梯 函数 ， 那 么 对 这 样 的 了 (1) 我 们 只 要 在 2” 个 小 区 间 上 
取 2" 个 值 就 足够 代表 f C1) T RAK, HFI) 是 2" 型 阶 
梯 函 数 ， 所 以 只 要 有 2" 个 离散 值 〈 每 个 小 区 间 上 取 一 个 值 ， 例 如 
取 小 区 间 中 点 上 f(t) 的 值 ) 就 能 准确 地 把 f(t ) 这 个 函数 波 
形 还 原 出 来 ， 这 就 是 重要 的 采样 定理 ， 它 可 以 作为 定理 2.8 的 一 
个 推论 。 

推论 2.2 BS) 是 任 一 个 有 限时 间 区 间 上 的 信号 函数 ， 
BIC) 是 2" 有 限 序 率 的 ， 则 为 了 从 采样 值 完全 恢复 出 原 始 信 
号 ， 最 小 的 采样 数目 应 为 2"。 

注意 ， 如 果 f (+ ) 含 的 最 高 序 率 不 是 2 的 R, Aif) 
中 含 最 高 序 率 的 沃 尔 什 函数 为 CAL (5，t )， 则 仍然 必须 取 比 5 
大 的 最 近 的 2 A, NS, ， 也 就 是 为 了 恢复 1 (+ )， 最 小 抽样 数 
目 必 须 为 16。 这 一 点 和 传 里 叶 分 析 中 的 抽样 定理 略为 不 同 ， 其 原 
因 我 们 可 以 从 定理 2 . 8 和 定理 2 . 9 的 证 明 中 体会 到 。 对 于 无 限 
时 间 区 间 上 的 信号 f( +) 也 有 类 似 的 采样 定理 成 立 ， 因 为 RN 
重点 在 于 讨论 有 限 沃 尔 什 变换 ， 所 以 就 不 去 详 述 和 证 明了 。 

由 于 有 限 沃 尔 什 变换 中 的 f(t ) 实质 上 是 2" 型 阶梯 函数 , 所 
以 函数 CE) 就 用 一 组 离散 值 来 代替 ， 沃 尔 什 变换 式 中 E 续 形 
式 的 函数 积分 也 就 变 成 了 离散 值 的 求 和 , “离散 ”是 “有限 ”的 自 
然 结果 ， 因 此 我 们 把 有 限 的 离散 的 沃 尔 什 变换 简称 为 有 限 沃 尔 什 
变换 ， 实 际 工 程 应 用 中 涉及 到 的 信号 与 函数 并 不 都 是 2" 型 阶梯 函 
数 ， 但 由 于 数字 技术 与 数字 计算 机 的 迅猛 发 展 和 大 量 应 用 ， 使 一 
般 的 函数 经 数字 采样 后 成 了 阶梯 函数 〈 当 采用 最 简单 的 零 阶 保持 
器 时 )， 这 是 有 限 沃 尔 什 变换 得 到 广泛 应 用 的 原因 之 一 。 只 要 采 
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样 点 取得 足够 多 ， 时 间 区 间 取 得 足够 大 ， 这 种 用 阶梯 函数 来 近似 
一 般 函 数 的 方法 经 常 能 满足 实际 的 需要 。 

下 面 我 们 来 引入 有 限 沃 尔 什 变换 的 数学 表达 式 。 若 j (+ ) 是 
2" 型 阶梯 函数 ， 则 由 式 (2.3.2) 可 得 


а= |, fCH)CALCE, 1) dt 


2-1] 
= У FG)CALG, i) + 
i=0 
0 委 R 委 2”:! 一 1 (2.3.6) 
жш, fC) 表示 [0，1) 中 2" 个 小 区 间 从 左 向 右 数 第 ; 十 1 个 
小 区 间 上 f(t) 所 取 的 常 值 CAL(k, i) 表示 CAL(k, t) 
在 这 第 i 十 1 个 小 区 间 所 取 的 常 值 ， 显 然 ， 由 第 一 章 8 3, § 5 
知 CALCk, i)=W(2k, i), ЖИН: 


һ= |} f (1)SALCR, t)dt 


2”-1 
= J'SCHSALCR i) таат (2.3.7) 


i=0 
其 中 SAL(k, i)=W(2k—1, i), ÆR (2.3.6) 和 (2.3.7) 
共 2" 个 式 子 放 在 一 起 ， 并 不 计 常 数 25 ， 我 们 就 得 到 有 限 沃 尔 什 
正 变换 的 定义 ; 
2m 一 1 
Fn)= У ИС, i) (і) n=0,1, 2,.,2"— 1 
i=0 
(2.3.8) 
这 里 了 表示 的 沃 尔 什 变换 ， 也 就 是 在 序 域 中 的 表现 ， 
FCn) ERTI En 点 上 的 值 ， 它 对 应 于 沃 尔 什 级 数 中 的 沃 尔 什 
系数 。 如 果 不 从 阶梯 函数 1( +》 出 发 ， 而 直接 从 2" 个 采样 数据 


出 发 ， 则 2" 个 采样 数据 的 有 限 沃 尔 什 变换 也 由 式 (2.3.8) 定义 。 
关于 有 限 沃 尔 什 逆 变 换 可 以 由 沃 尔 什 级 数 由 展 开 式 (2.3.4) 


导出 , ER (2.3.4) 中 把 o 和 br у) в) 和 和 
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去 106-1) 代替 后 得 到 


9-1-1 


f(i)= У -P (2k)CALCk, i) 
k 


+ = $@k—1)SAL(k, i) 
1 


2m- 


= У Wn, 1)5(n) i =0, 1,.2"! (2.3.9) 


RE TARA, AR (2.3.0.3) RNAI 
ARRRHE, DRRR SE SCALE НИШ, WMR 把 常 系数 
ge Re Жл, ЭЖЕНЕР, MR 
全 对 称 了 ， 但 我 们 为 了 方便 地 用 和 矩阵 来 表示 有 限 沃 尔 什 正 变 М, 
所 以 不 这 样 做 。 | 

从 沃 尔 什 级 数理 论 我 们 得 到 了 式 (2.3.9)， 它 表示 了 有 限 沃 
尔 什 正 、 逆 变换 间 的 关系 ， 它 也 相当 于 本 章 定理 2.2 的 有 限 特 况 。 
在 第 一 章 $ 7 中 我 们 已 证 明 过 亢 散 活 尔 什 西数 的 直 交 性 ， 由 直 交 
性 也 可 以 直接 证 明 式 (2.3.9) RE 


$4 沃 尔 什 阵 和 有 限 沃 尔 什 变换 的 性 质 


我 们 可 以 用 矩阵 来 方便 地 表示 有 限 沃 尔 什 变换 式 (2.3.8) 和 
(2.3.9)，(2.3.8) 可 以 写 为 


100) 

1601) 

10" 1) 

(0, 0), (0, 1), +, (0, 2”— 1) f(0) 
=| WG, 0), WG 1), +, WG, 2"—1) f (1) 


#(@"—1,0)/(2"—1,1),+=,/(2"—1,2”—1) f (2"°—1) 
А (2.4.1) 
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我 们 把 上 式 中 的 矩阵 称 为 沃 尔 什 阵 ， 显 然 这 个 阵 的 行 正 是 离散 沃 
尔 什 函 数 在 2" 个 点 上 所 取 的 值 ， 而 行 的 排列 顺序 是 按照 沃 尔 什 - 
КАЖ (或 称 按 序 率 定 序 )，、 因 而 我 们 就 把 这 个 阵 称 为 沃 
尔 什 - 卡 赤 马 慈 阵 ( 或 简称 沃 尔 什 阵 )， 记 为 太吉 ,于 是 式 (2.4.1) 
тиу =, R (2.3.9) 可 以 写 为 


f(0) 300) 


14) |жер) (2.4.2) 


f (2"—1) }02"—1) 

MEA f= WT 在 第 一 章 $ 7 中 我 们 曾 证 明 过 沃 尔 什 
阵 是 直 交 阵 , HAWS WY 二 2"1," 根 据 这 一 点 ,把 式 (2.4.1) 代 
AR (2.4.2) 的 右边 ， 可 以 得 知 式 (2.4.2) 是 正确 的 ， 这 样 就 
用 活 尔 什 函 数 的 直 交 性 和 甜 阵 运算 直接 证 明了 有 限 沃 尔 什 正 逆 变 
换 间 的 关系 。 

用 另外 二 种 排列 顺序 的 离散 沃 尔 什 函数 (它们 的 表达 式 见 第 
一 章 $ 5) EERI, ПАЙЫН И ДЕНЕЛИ. MRAR 
HEFIR ЖКК H ЕЖЕТ ЯНЕШЕ) DR A PEER AA AIRE, 
记 为 政和。 用 哈达 玛 序数 排列 的 离散 沃 尔 什 函数 作 行 得 到 的 R 
尔 什 阵 称 为 沃 尔 什 -哈达 玛 阵 ， 也 称 为 哈达 玛 阵 ( 见 第 一 章 8 3), 
WP. FRAME FR (2.4.1) 和 (2.4.2) Ж 
定义 另 二 种 有 限 沃 尔 什 变换 ， 分 别称 为 有 限 沃 尔 什 - 佩 利 变 换 和 
有 限 沃 尔 什 -哈达 玛 变换 (或 简称 为 有 限 哈达 玛 变换 )， 后 者 在 工 
程 中 ， 是 很 常用 的 。 由 此 可 见 ， 所 谓 的 “有 限 哈 达 玛 变换 ”和 
8 3 定义 的 有 限 沃 尔 什 变换 之 间 的 差别 只 是 变换 矩阵 行 的 排列 顺 
序 不 同 而 已 。 

对 于 哈达 玛 阵 ， 第 一 章 $ 3 曾 作 过 讨论 。 对 于 沃 尔 什 阵 和 沃 
尔 什 - 佩 利 阵 我 们 举 出 以 下 2"= 8 的 阵 作为 例子 ， 这 里 十 号 表示 
十 1， 一 号 表示 一 1。 
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++++++++\ 
[ыи - – 
| меу 

wo- +--++—-—!| 
ше а ш 
+ +++ 
kS ДЫ SE 
CO ER рл 
| 十 十 十 十 十 十 十 
СЕТЕ 
ол pee 

жъъ ++ 
|„-+-+-+- 
+ 一 十 一 一 十 一 十 
[+++ + 
nm te ++ 


从 第 一 章 8 3 我 们 知道 沃 尔 什 -哈达 玛 阵 有 简单 的 容易 记 忆 
的 递 推 关系 式 ， 


»#-[ з и | 
OL и. 
那么 另 二 种 沃 尔 什 阵 有 没有 类 似 的 递 推 关系 式 呢 ? 答 案 是 有 的 。 只 
要 把 阵 的 行 (RA) 作 适 当 的 置换 ， 就 可 以 得 到 类 似 的 递 推 关 系 
‚ 式 。 下 面 我 们 来 叙述 和 证 明 这 一 点 。 
对 于 沃 尔 什 - 佩 利 阵 矿 , 宏 , СИУ, 0) ,表示 阵 的 4 十 1 行 i 十 
1 列 元 。 则 0 委 2 <2”:， i=0 (mod2) 时 ， 由 ”= 一 0 和 
À (1.5.8) 有 ， 
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т-1 т-2 
J) miai р iit 
CW ,si=(—1) À =(—1) *7% 
т-2 > 
У ra (去 ) 
Te 一 W 0) п, а 


2 
ха D) оживать, AE 述 元 构成 了 
И Е. В, ЗВ, осп 2—5, i= 
1(mod2) 时 ， 由 mm- 一 0 有 


т-1 


У lim 1-2 


k= 
СИ) (1) 8% 


т-2 
У! Naim-1-R+ nm-1i0 
=(—1)*°* 
т-2 
ї-1 
У MT). 
=(—1) *7* =W $2) , i-1 (2.4.3) 
12728 


PLn 0", і = 0 (mod2) ij, Hi=0 À 


т-2 


У пал + Lio 


WP „= (—1) E 


т-2 
У „ао. 
=(—1) #7? =W ыбыз (2.4.4) 
фо" n <2”, 1 = 1 (mod 2) Wj, BiS l, п1= 14 
m-1 
У! naim-1-&+1.1 
ДИР 9) а (1) **° 00,90 „1-1 


2 
(2.4.5) 
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所 以 ， 由 式 (2.4.3)(2.4.4) AIR (2.4.5) 乘 负 1 给 出 的 三 组 
元 分 别 构成 了 三 个 И”, 阵 。 
记 NN==2"， 定 义 置 换 阵 ; 

"СРР аР)" 


=[fofsfa fnaf fsfs fn)" (2.4.6) 
则 显然 有 : 
ыл, WA 
| Е * | (2.4.7) 
Wm WA 


这 就 是 沃 尔 什 - 佩 利 阵 的 递 推 关系 式 。 
对 于 泊 尔 什 - 卡 赤 马 惹 阵 ， 也 用 CIV, 如 ,i 表示 阵 的 "十 1 行 
Mi tiz, MAR (1.5.9)， 和 阵 的 对 称 性 ， 有 


т-1 


У С) 
СИР) (1) *^% ў 


#0<п<2", = 0, 3 (той 4)， 则 类 似 地 由 7m. 二 0 
得 ， 
т-2 H 
У пабыла бас 
W Pa) À 


m-2 
ni) A 2 dr 
(=D *”% `Ñ i =0 (mod4) 
= т-2 
i-t (i21 
С 2 a{( 2 / m-2-& ( 2 ) 当 i =3 (mod4) 


Я ЕЖ "ИУ КӘ, Dh, TERM, À 
Оп <2"1, i = 152 (mod4) Ж: 
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т-2 


D MG me timg) 


(Ж? а= (1) *^° 


т-2 2 i- 

D AE (D...) 

1) Hi =1 (mod 4) 
У KGDAN aia) і = 2 (mod 4) 


(2.4.8) 
# 2 En < 2", = 0 8 3 (пой4), H й, += 0 + 0 = 
1+1= 0%, 


т-2 


У na{im- Rt m2} пы Сож й) 
W a= (1) **° 


Ж AD СӘ... 
„кеу 


і = 0 (mod 4) 


m-2 
У f(D + 
(-1)*°° кА С...) Mi=3 (mod 4) 


(2.4.9) 
Ж 271<п<9", i=1 或 2 (mod4), H i+i,=0+1= 
1+0=1, Ж: 


м 


Mafim-1-a+ баса +1 


(CADRES 


77 


Ta } 


(—1)-(—1) **% 
Є $ щі = 1 (mod4) 
D aaa о ИР, 
(1) (=1) #7? 


%i=2(mod4) 
(2.4.10) 
所 以 由 式 (2.4.8) (2.4.9) 和 (C2.4.10) 乘 负 1 给 出 的 三 组 元 分 别 
构成 了 三 个 ко ВЕ, 
定义 置换 阵 ; 
Р,? СФАР) 
= С наЛР Јака)" (2.4.11) 
显然 有 ， 


(2.4.12) 


W W 
PEW = 
2” 2 


с) Le 
Win Wim 


这 就 是 沃 尔 什 - 卡 赤 马 珑 阵 的 递 推 关系 式 。 

在 讨论 有 限 沃 尔 什 变换 的 性 质 前 ， 我 们 先 来 看 一 下 有 限 沃 尔 
什 变换 和 有 限 (或 称 离散 ) 传 里 叶 变换 间 的 联系 ， 有 限 沃 尔 什 变 
换 是 一 般 沃 尔 什 变换 的 特殊 情况 ， 时 间 域 上 的 函数 f(t ) 在 [0， 
1) 区 间 外 取 零 ， 序 率 域 上 的 函数 ?(s ) 在 s >2" 时 取 零 。 有 
限 伟 里 叶 变 换 也 是 一 般 传 里 叶 变 换 的 特殊 情况 ВР Сг) 在 
С- я, л) 区 间 外 取 零 ，?(s ) 在 频率 >>k 时 取 零 。 因 为 沃 尔 
什 变换 和 传 里 叶 变换 是 抽象 调和 分 析 的 二 个 特例 ， 所 以 ， 作 为 它 
们 特殊 情况 的 有 限 沃 尔 什 变换 和 有 限 伟 里 叶 变 换 也 是 抽象 调和 分 
析 的 二 个 特例 ， 由 于 这 时 有 穷 和 代替 了 积分 , 因此 与 其 叫 Я”, 
还 不 如 叫 “代数 "， 在 卡尔 曼 的 建议 下 ， 尼 科 尔 森 提出 了 广义 有 
限 傅 里 叶 变换 的 代数 理论 ， 它 包含 有 限 沃 尔 什 变换 和 有 限 傅 里 叶 
变换 为 特殊 情况 《参见 附录 2). 
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第 一 章 8 2 中 曾 指出 沃 尔 什 函 数 是 并 矢 群 上 的 特征 函数 ， 傅 
里 叶 圆 函数 是 实数 加 法 群 上 的 特征 函数 。 现 在 我 们 在 实数 加 法 群 
中 考察 一 个 子 群 ，G = {0，1，2，…，?1 一 1}， 它 是 有 限 群 ， 即 
RARA (п) 元 ， 它 是 一 个 加 法 群 ， 其 加 法 定义 为 modz # 
加 ， 即 ， 
itj Mi+i<nH 
ж Mi+i>nkt 
在 此 加 法 下 ，G 显然 是 一 个 群 。 注 意 到 G 中 元 都 可 以 由 元 1 相 加 
来 得 到 (或 说 由 元 1 经 加 法 来 生成 ): 
ф=1+1+ +1 
лага д) 
i 个 
称 这 种 群 为 循环 群 ， 由 mod п 加 法 的 定义 ， 显 然 有 
1+1++1=0 
LL mat 


nÂ 
Fin GARE ФӘНЕ E ЛЕ 


п-1 
#(в)= Ур Со)" (2.4.13) 
i=0 


就 是 定义 在 这 个 群 G 上 的 ， 也 就 是 说 用 » ВОО, 1, 
m перано, 1, 2, m Ц) канк 


n n n 

数 加 法 群 后 , 一 般 傅 里 叶 变 换 就 成 了 有 限 伟 里 叶 变换 。 对 于 HR 
H, 在 第 一 章 8$ 2 中 我 们 是 用 0 、 1 为 元 的 二 元 序列 来 定义 的 , 序 
列 的 右边 是 可 以 无 限 延长 的 ， 如 果 我 们 把 右边 无 限 长 的 二 元 序列 
截 为 有 限 长 ， 例 如 在 2 处 截断 ， 那 么 我 们 就 得 到 一 个 有 限 子 群 ， 

它 对 应 于 非 负 整 数 的 二 进 制 来 表示 ， 如果 把 二 元 序列 左边 第 一 个 
非 零 元 对 应 的 入 规定 为 N<m 一 1， 则 我 们 就 得 到 了 一 个 二 元 序 
列 的 集合 ， 它 对 应 于 {0 ，1，…，2" 一 1} 这 2" 个 整数 的 二 进 制 
表示 。 这 个 集合 在 并 矢 运算 下 显然 成 群 ， 称 它 为 有 限 并 矢 群 ， 有 
限 并 矢 群 不 能 用 其 中 某 个 元 作 加 法 运算 来 生成 , 因而 不 是 循环 群 ， 
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但 是 它 可 以 看 作 是 27 个 严 维 矢量 组 成 的 群 ， 这 2” 个 矢量 是 ， 
[0，0，… 0, 0) 
CO, 0, +, 0, 1) 
(0, 0, +, 1, 0) 


CO, 0, +, 1, 1) 
Н 
Cl, 1, 1, 1) 


并 矢 加 法 是 把 上 述 严 维 矢量 的 各 分 量 按 模 2 RAI, MO, 1 
这 二 个 元 在 模 2 求 和 运算 下 显然 是 成 群 的 ， 且 有 1 十 1 一 0， 所 
以 0，1 这 二 个 元 构成 2 次 有 限 循环 群 。 代 数 中 有 所 谓 “ 直 和 ” 
的 概念 ， 粗 糙 地 说 ， 六 个 一 维 分 量 合成 严 维 矢量 这 种 关系 就 是 一 
种 “ 直 和 ”， 即 m 维 矢量 空间 可 以 看 作 是 m 个 一 维 矢量 空间 的 直 
和 。 对 一 般 群 中 也 可 以 有 类 似 上 述 的 直 和 关系 ， 于 是 有 限 并 矢 群 
Мт 2 次 循环 群 的 直 和 。 用 有 限 并 矢 群 代替 并 矢 群 ， 一 般 活 
尔 什 变换 就 变 成 了 有 限 沃 尔 什 -哈达 玛 变 换 。 

并 矢 群 是 以 二 进 制 为 背景 的 ， 如 果 把 二 进 制 推广 Ep DE H 
把 模 2 加 法 推广 到 模 P 加法， 我 们 就 能 得 到 推广 的 沃 尔 什 变换 和 
推广 的 有 限 沃 尔 什 变换 ， 由 第 一 章 5 3 MANS 3 8 4 有 限 沃 尔 
什 -哈达 玛 变 换 可 以 写成 二 进 制 的 求 和 形式 ， 

т-1 
1 У ть 


1 
а= У) D АС) T (2.4.4) 


io=0 im-1=0 
这 里 
Йе =} (п), поп, п В #7, 
Раа РС), боі 是 i 的 二 进 制 表示 ， 
BR, R (2.4.14) 可 以 写成 ， 
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类 似 地 ， 推 广 的 有 限 沃 尔 什 变换 可 以 表示 为 ; 


т-1 
p-1 p=1 ai У) атр 


PR У Ур Лале *7% (2.4.16) 


Кф поп, „луп, à DEER (2.4.16) 
还 可 以 推广 到 更 一 般 的 交换 群 上 去 ， 这 时 P HRN, 代替 ( 详 
见 附录 2 )。 

把 式 (2.4.13) 和 式 (2.4.16) 比 较 ， 我 们 就 看 出 了 有 限 沃 尔 什 
变换 和 有 限 傅 里 叶 变换 间 的 本 质 联 系 和 差别 。 这 二 个 表达 式 是 极 
为 类 似 的 ， 重 要 的 区 别 是 有 限 健 里 叶 变 换 是 一 重 和 ， 对 应 的 {0， 
1…n 一 1 是 循环 群 ， 而 推广 的 沃 尔 什 变换 是 多 重 和 ， 对 应 的 推 
广 并 矢 群 是 非 循环 群 ， 如 果 推 广 的 有 限 沃 尔 什 变换 中 有 限 非 循 环 
群 退 化 为 循环 群 ， 那 么 式 (2.4.16) 表示 的 推广 的 沃 尔 什 变换 就 
变 成 一 重 和 ， 也 就 变 成 了 = 一心 的 有 限 傅 里 叶 变换 ， 这 二 种 变换 
在 某 种 意义 上 可 以 转化 表示 了 它们 之 间 的 本 质 联系 ， 然 而 一 重 和 
与 多 重 和 ， 循 环 群 和 非 循环 群 之 间 的 差别 导致 了 这 二 种 变换 间 本 
质 上 的 差别 ,具体 来 说 沃 尔 什 变换 和 传 里 叶 变 换 的 本 质 上 的 差别 ， 
主要 在 于 并 矢 群 和 实数 群 拓扑 特性 的 根本 不 同 。 因 为 现在 是 讨论 
有 限 变换 ， 所 以 这 差别 主要 在 于 有 限 并 矢 群 和 有 限 循环 群 G 的 离 
散 拓扑 特性 的 根本 不 同 ， 关 于 拓扑 特性 的 有 关 概 念 ， 参 见 附录 1。 
有 限 循环 群 G = {0，1，2，…, п 一 1} 的 加 法 就 是 普遍 模 2 加 法 ， 
Ж п 就 相当 于 把 0 排 在 4 一 1 后 ，G 的 ”个 元 的 几何 描述 是 圆周 
上 的 个 "等 分 点 ， 任 何 元 素 i 加 上 j 得 到 元 素 i +j, TX i 
.十 了 就 是 从 ; 元 素 出 发 向 正方 向 数 j 个 后 得 到 的 元 素 ， i 减 j 就 
是 向 负 方 向 类 伏地 数 j 个 。 这 种 加 法 特性 和 我 们 日 常生 活 的 习惯 
是 一 致 的 ， 在 这 基础 上 的 延 时 、 卷 积 、 相 关 就 是 普通 习惯 上 常用 
的 那 种 。 对 于 有 限 并 矢 群 ， 情 况 就 大 为 不 同 了 。 我 们 以 2" 一 8 为 
例 来 说 明 这 点 ， 表 2.1 是 8 元 有 限 并 矢 群 的 并 矢 加 法 表 。 


2] 
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表 2.1 并 矢 加 法 表 
PONN k j ° 1 2 3 4 5 6 7 
AN (000) (001) (010) (011) (100) (101) (110) (111) 
ооо) | 0 1 2 3 4 5 6 7 
1 (001) 1  o se ‘2 5 a 7 6 
2 (010) zS о 1 6 7 4 5 
з (01) 3 2 1 o0 7 6 5 4 
4 (100) 4 5 6 7 о 1 2 3 
5 (101) 5 а 7 6 1 0 3 2 
6 (110) 6 7 4 5 2) 18 о 1 
тар | 7 6 5 a 3 2 1 о 


从 表 2.1 中 我 们 可 以 看 出 有 限 并 矢 群 的 加 法 和 有 限 循环 群 的 加 法 
很 不 同 ， 由 于 十 1 和 外 1 不 同 ， 所 以 i 四 (了 +D: DIOL, 
FÆÐU +1) 不 能 用 中 ) 后 再 由 1 来 代替 。 我 们 看 5 这 个 元 素 
(或 称 “ 点 ”) 它 和 “附近 ”元 素 的 关系 最 近 的 是 5 四 1 得 4， 虽 
保持 着 一 般 的 “ 相 邻 ”关系 但 方向 相反 了 ; 再 远 点 是 5 由 2 =7, 
虽 与 5 差 2 个 ， 但 5 中 1 和 5 四 2 之 间 却 将 了 3 个 ， 图 2.1 中 第 
头 @@~@ 表 示 出 这 种 不 均匀 的 跳跃 。 类 侯 地 可 看 出 ，5 由 3 = 6 
Bi, 504 =1, XE} 6 H 1 MT 5, 595 =0, i: 
5Ф6 =3, А0ОЮ31ЕЙТ 31, 5D7=2, Hi, 5 Фо= 


并 关闭 时 

一 般 延 时 
一 一 р О О-О 
RE CRE па CS CES аа. то 


图 2.1 并 矢 延 时 与 一 般 延 时 的 比较 
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5， 从 2 到 5 正 跳 了 3 个， 总 之 是 许多 不 均匀 的 跳跃 。 把 它 和 有 
限 循环 群 对 比 一 下 ， 因 为 i 十 (j++1)=(i 十 j) 十 1， 所 以 当 
7 了 从 1 增加 到 7 时 ， 图 5 中 i 十 了 是 均匀 地 每 次 正 向 增 1， 这 就 
是 二 者 的 差别 。 当 ] 取 为 延 时 的 时 候 ，;i 十 了 表示 时 间 的 均匀 增 
加 ， 或 数据 按 次 序 一 个 一 个 地 使 用 ， 而 i ФЛ 所 表示 的 并 矢 延 时 
是 不 均匀 的 ， 相 邻 数据 的 抽取 不 是 按 次 序 进行 的 ， 而 是 有 一 连 串 
长 度 不 等 的 跳跃 ， 既 有 向 前 的 ， 亦 有 向 后 的 跳 联 。 在 这 基础 上 定 
义 的 并 矢 卷 积 和 并 矢 相 关 和 常用 的 卷 积 、 相 关 极 不 相同 。 并 矢 群 
的 这 种 特有 的 不 同 寻常 的 特性 愉 使 沃 尔 什 函数 和 沃 尔 什 变换 成 为 
量子 物理 学 等 领域 中 的 有 力 工具 。 

现在 ， 我 们 再 回 到 有 限 沃 尔 什 变换 和 有 限 传 里 叶 变换 本 质 上 
相似 的 那 一 个 侧面 ， 在 特征 函数 乘积 定理 的 基础 上 ， 类 似 于 有 限 
傅 里 叶 变 换 ， 我 们 可 以 得 到 有 限 沃 尔 什 变换 的 有 关 性 质 ， 只 是 性 
质 中 的 十 用 申 来 代替 。 这 些 性 质 都 是 8 2 中 一 般 沃 尔 什 变换 的 性 
质 的 特殊 情况 ， 它 们 可 以 由 § 2 的 定理 推 得 。 但 我 们 在 下 面 采用 
直接 的 简单 的 初等 证 明 ， 叙 述 次 序 与 5 2 不 同 , 并 尽量 精简 合并 ， 
为 了 书写 简洁 ， 以 后 除 特殊 声明 外 ，N 便 表 2"， 这 里 m 为 非 负 
整数 。 

因为 有 限 沃 尔 什 变 换 可 用 矩阵 定义 ， 所 以 易 知 它 是 线性 变换 
(或 说 是 “ 同 构 ”)。 

定理 2.10 〔 并 矢 位 移 定理 ) 

HIDI) ERIC) 并 矢 位 移 j 后 所 得 的 采样 数 
#, W: : 

FOBI) (0, j)? 
т" GBI) | WG, iA) (2.4.17) 
f(N-1& ji) | W(N-—1,i)}(N—1) 
证 明 Amfi) 仍然 取 f(i) 这 NN 个 值 ， 只 是 取 值 


的 次 序 不 同 (SRÆ2.1), WREDI) FADI) 
(у —1Ф2))° 的 各 元 次 序 适当 置换 后 就 能 变 成 矢量 Cf (0), 
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/ (1)，…f(N 一 1)7', 为 了 保持 式 (2.4.17) 左边 运算 结果 在 
上 述 换 序 后 不 变 ， 就 必须 把 WV#”? 阵 的 各 列 作 同 样 的 换 序 ， 这 种 换 
序 “ 操 作 ” 就 是 把 (i ФЈ)ЖЖ УО ФЈФЈ) = (1), HU 
f (0+j) 
к” f аө 1) 


f(N-1® i) 
wo, 0i) WO, 19i) W0, N—-19 ji) 
иа, 083) WG, 1017) eee W, М-1ФЈ) 


И (М —1,0Ф/) W(N=1, 1® j ЮК, N-19 1) 
f C0) 
A (2.4.17 a) 
20-1) 
由 沃 尔 什 函数 的 乘积 定理 ,; Wlk, ФЈ) = (А, i)W(k, 
7 ), 把 此 式 代入 式 (2.4.17 a ) 的 矩阵 各 元 中 ， 并 应 用 式 (2.4.1)， 
得 式 (2.4.17), 定理 证 毕 。 
定义 离散 信号 CRE REZ) 的 并 矢 卷 积 和 并 矢 相关 为 ， 


N-1 
Gixf)Ci)= УЛС) АС ӨЈ) (2.4.18) 
i=0 


N-1 
MinCi)= УС) ACID) (2.4.19) 
i=0 


N-1 
MinCi)= D ACID CID) (2.4.20) 
i=0 
RE fief, Miss М, 分 别 表示 并 矢 卷 积 ， 并 矢 相关 和 并 R 
自 相关 。 
定理 2.11 (并 矢 卷 积 和 并 矢 自 相关 定理 ) 若 f,，/, 的 沃 尔 
HERA jo Je M 
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оос T30) · 3.00) 
E Ме ODRA) (2.4.21). 
С ж5Л) (1) СУ 1) 00-1) 


Min(0) T30 ] 
wg Man(1) Lio | (2.4.22) 


Min (N-1) Р 3(N—1) | 


证 明 应 用 式 (2.4.18) (2.4.1) 和 定理 2.10 有 


(fi*f,)(0) PCi) :fi Фо) 


ЖЕУ гыў 


ГАА (fi*f,)(1) =? fiCi) РС 1) 


1% (у —1) 


DITS -ACi EN -1) 
i=0 


f:( i Фо) 
=? f AG DD 
2 G) 

AGN- 1) 

f:( i Фо) 

€) һа Ф) 

= ‚Сй? t 
5 AG) 

LGN- 1) 


W(0, #)}.00) 
-Fro WO, 5)5:(1) 


ук, i)f:CN —1) ) 


85 
N 


ACC, 5)5:C0) 


-1 
2 У ACOWA, 130) 
| i=0 


N-1 ` 
D FG)W(N-1, iDN -1)) 
i=0 


[和 (0)》 F0) 
1012 .7(1) 


L PN- j:(N—1) 


式 (2.4.21) 得 证 ， 在 式 (2.4.21) 中 令 f=f,, 得 式 (2.4.22)， 
定理 2.11 证 毕 。 

A (2.4.22) 就 是 有 限 序列 的 并 矢 维 纳 定理 ， 它 指出 了 序列 
的 并 矢 自 相关 函数 (或 称 并 矢 自 相关 系数 ) 和 序列 的 功率 序 率 谱 
是 一 对 有 限 沃 尔 什 变 换 。 

定理 2.12 (ШИКЕ) 

车 f 的 沃 尔 什 变换 为 j， 则 


N-1 


7 > HG) (2.4.23) 


证 明 应 用 式 (2.4.22) 和 (2.4.20) Ж. 


100) Ms (0) 
3:01) =? Mrs(1) 


FN 一 1 M; CN —1) 


#6 


N-1 
| У LGG бо) | 


| N-1 | 
=W Ул) Ф) | 


ї=0 


/ 


N-1 А 
У ALOL PN-1) 
i=0 


ZA ARWS, ИШИ W 二 NIs， 得 


[во | | DUT 
ГЕ 
we) м л а» (2.4.24) 
| 


3:01) 
: Med 


a) ЫЎ AGDA DN -1) 
i=0 


注意 到 V4? 阵 的 第 一 行 正 是 离散 沃 尔 什 函 数 (0，:i ) 三 1， 所 
以 ， 考 察 矢量 等 式 (2.4.24) 的 第 一 分 量 ， 得 


À (2.4.23) 得 证 ， 定 理 证 毕 。 

从 上 述 三 个 定理 看 出 ， 在 离散 沃 尔 什 函数 的 乘积 定理 的 基础 
上 可 证 得 位 移 定理 ， 应 用 位 移 定理 得 卷 积 和 相关 定理 ， 应 用 相关 
定理 得 帕 斯 瓦尔 定理 ， 一 个 推出 一 个 。 所 以 特征 函数 的 腰 积 定理 
是 最 本 质 的 性 质 ， 其 它 重 要 性 质 由 它 推出 。 

我 们 也 能 得 到 类 似 于 推论 2.1 的 结果 ， 此 处 不 予 详 述 。 以 上 
各 性 质 定理 ， 显 然 对 三 种 排列 顺序 的 沃 尔 什 函数 对 应 的 三 种 有 限 
沃 尔 什 变换 都 是 正确 的 。 
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$5 快速 沃 尔 什 变换 的 理论 基础 


快速 傅 里 叶 变 换算 法 的 思想 实际 上 在 本 世纪 初 已 在 文献 中 出 
现 ， 但 由 于 当时 还 没有 数字 计算 机 ， 生 产 实践 还 没有 迫切 要 求 快 
速 地 计算 傅 里 时 变换 , 因而 这 种 思想 并 未 受到 人 们 的 重视 和 注意 。 
直到 1965 年 由 于 数字 计算 机 的 广泛 使 用 ， 生 产 实践 和 科学 研究 对 
快速 计算 傅 里 叶 变 换 的 迫切 要 求 , 推动 了 快速 傅 里 叶 变 换 的 研究 ， 
一 个 快速 算法 被 在 数字 计算 机 第 一 线 工 作 的 专家 提出 来 ， 而 且 立 
即 受到 了 重视 ， 得 到 了 迅速 推广 和 普遍 应 用 。 

由 于 沃 尔 什 变换 和 傅 里 叶 变换 有 本 质 上 的 类 似 之 处 ， 所 以 把 
快速 传 里 叶 变换 的 思想 应 用 到 沃 尔 什 变换 上 ， 就 自然 地 得 出 了 快 
速 沃 尔 什 变换 ， 快 速 变 换算 法 比 普通 算法 要 快 得 多 ， 其 原因 是 普 
通 算法 中 计算 上 的 重复 和 多 余部 分 在 快速 算法 中 被 精简 掉 了 。 为 
了 更 好 地 理解 快速 沃 尔 什 变换 算法 ， 我 们 以 代数 观点 ， 用 沃 尔 什 
变换 甜 阵 的 因子 分 解 来 叙述 快速 沃 尔 什 变换 算法 ， 因 为 沃 尔 什 - 
哈达 玛 变换 矩阵 的 因子 分 解 最 为 简明 ， 因 而 我 们 从 哈达 玛 矩 阵 的 
因子 分 解 谈 起 。 

沃 尔 什 阵 共有 六 行 和 NN 列 ， 阵 里 每 个 元 素 是 十 1 或 1， 十 1 
和 一 1 的 数目 在 各 行 〈 除 第 一 行 ) 里 各 占 一 半 ， 因 此 ， 把 沃 尔 什 
阵 乘 上 一 个 NN 维 矢量 ， 需 要 大 约 NV? 次 加 减 运算 ， 其 中 加 法 和 诚 
法 约 各 占 一 半 ， 快 速 沃 尔 什 变 换 的 基本 思想 就 是 把 N 二 2" 阶 的 沃 
尔 什 阵 所 #9 分 解 成 wm 个 N 阶 阵 因 子 的 乘积 ， 使 每 个 阵 因子 在 每 
行 仅 含 二 个 非 零 元 


име (2.5.1) 

k=1 
由 于 MM 各 的 稀疏 性 ， 任 意 一 个 阵 因子 乘 上 六 维 矢量 仅 需 要 
кшй, делна, джа, WWP 乘 上 一 个 
NN 维 矢量 ， 一 共 要 进行 次 上 述 的 阵 因 于 运算 ， 即 活 尔 什 变 换 能 
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， 用 NiogsN KAARZR Зао пов. 次 ,减法 约 
MoN 次 。 Йй У=?=—4, Ж 


f = 
Bp; ?(0)] r+t++++1 rf(0) 
Paj +-+- |/(1) 
73(2)| |++—-| |702) 


{(3)1 -+ 一 -+ -/(3) 


BR, R (2.5.1) 中 的 分 解 取 成 
г+0+07 r++00 


0 十 0 十 2—0 0 =M®-M® (2.5.2) 
+0 0 00++ 


0+0 00+— 


Ж г; 作为 中 间 变 量 ， 这 种 快速 沃 尔 什 变换 算法 可 以 写成 ， 
2, ++0 07 г/ (0) 


Wi= 


э |+—00 fO) 
2, 00++ 102) 
Zs 0 0 十 一 FG) 


FCO) F+0+01 гг, 
f(1) 0 十 0 十 2\ 
52) 17| +о-0 | |z, 
303) 0 十 0 一 Zs 


列 成 加 减法 算式 为 : 
z=f(0)+f(1) 
z=f(0)—f(1) 
z= f(2)+f (3) 
zs 一 了 (2) 一 人 (3) 
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00) =2+2.= /(0)+/(1)+ /(2)+ /(3) 
01) =2,+2,= f(0)-f(1)+f(2)—f(3) 
№2) =2-2.= f (0)+7(1)– /(2)— /(3) 
103) =2,—23= f (0) (1) (2)+ (3) 


一 共用 了 四 次 加 法 和 四 次 减法 。 快 速 沃 尔 什 变换 只 需 要 N log: N 
次 加 减 运算 ， 比 原来 ?次 加 减 运算 来 要 快 得 多 ， 因 此 快速 沃 尔 什 
变换 在 工程 中 得 到 了 广泛 应 用 。 
沃 尔 什 -哈达 玛 阵 的 式 (2.5.1) 形式 的 因子 分 解 来 源 于 这 种 
阵 的 一 种 表现 ， 它 的 理论 基础 实际 上 我 们 在 第 一 章 8$》 3 PEAR 
ЖТ, 在 那里 我 们 用 正方 矩阵 的 克 罗 内 克 乘 积 定义 了 哈达 玛 矩 阵 ， 
然后 又 严密 证 明了 哈达 玛 阵 的 2" 个 行 ， 正 是 按 克 罗 内 克 乘 积 定 序 
的 沃 尔 什 函数 。 在 这 基础 上 ， 我 们 能 严密 地 证 明 沃 尔 什 - 哈 达 玛 
阵 的 因子 分 解 定理 。 
定理 2.13 若 方 阵 的 克 罗 内 克 乘 积 由 式 (1.3.14) EX, W 
沃 尔 什 -哈达 玛 阵 有 以 下 因子 分 解 式 


WP =W POLO): 
(1,®#4®--®1)--(,®1,®--®{®) (2.5.3) 
WER (2.5.1) HMP H 


Мұ =1:9 -QI QW P QIO -QI 
ЖЕЛ 
证 明 ”由 于 VA? 可 以 由 克 罗 内 克 乘 积 表示 ， 即 第 一 章 83 式 
(1.3.14)， 所 以 
W ma Win 
| 
WW „Л 
=Й" Г" OW ИЮ RW 
2S 
mi (2.5.4) 


|» ® 9 
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另外 ， 若 


biis bibi, а, ah im 
B= bsi, bban A=| 1» lsr rm 
bas Б", Omis Omg" Omm 


则 ， 
bles 16171 [А00 
(в@1) (I:@ A)=| bilm Bsslmbimlm | | 0 4:0 
bala; Боева. | Loos 
bA, БА-БА 
bnd, БАА BDA (2.5.5) 


bnd, БА-БА 


应 用 式 (2.5.5) FA (2.5.4) 得 
к" = Ию)... ИЮ) =W И.И Юу 

= (И QI) TOW EOW) 

= (WP OTB TOW P Qlam:) QI OW 50 
@+eW:) 

= (И @1.®@--@1.) 1." @1.®--@1„) 
(1, @1,@й/* QI- DIDI RDW 80 
GW) 

= WP QILD RI) (1,®@И/{*®@1,®@--@1,„) 
x (1,®1.®И/{"#@1,@--@[,) 
(I: QI OW i) 


定理 证 毕 。 
根据 定理 2.13， 和 克 罗 内 克 乘 积 的 定义 式 (1.3.14), ÆN =8 
时 ， 我 们 有 
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+000+000) 
0+000+00 

[тео [тте 

++) 10100 | 1000+000 十 
zerer-[ ото = +ооо- 000 | 
00012 | 0+000-00 

| 00+000-0 

{000+ 000 


[+0+0 0000} 

0+0 +0000 
+0 +0 +000000 
0+0 0000 
0 7 оовото+о, 
возо бе 
[e000ro- 
00000+0— 


пвие] 


++0 00000 

+000000 

1000 00++0000 
ner 09+-0000! 
DOI OW"= | 6010 [Te 0000++00| 
0001 D0060+—-00 | 
000000++ 

loto 0 00 + 
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于 是 


++++++++ 
+ 一 + 一 + 一 + 一 
ESS pp 


+++ +) 


ШЫ | 
++++---- | 
|+-+--+-+ 
йт етс 
+--+-++-/ 


0+000+00 


+000+000,， BO { ++0 0 0 0 0 0 \ 


00+000+0 


0+0+0000 | 
+0-00000!!00++0000 


000+000+ 
+000-000 
0+000-00 | 
00+000-0 
000+000-) 


| о+о-оооо | 
| оооо+о+о | 
| ооооо+о+, 
ома 


00000 +0 - 


|+-000000 | 


100+ - 0000 
| 0000+ +00 
| оооо+- оо | 
| eeoeooot+ | 
“人 000000+- 


(2.5.6) 


这 种 算法 的 流程 图 见 图 2.2， 图 中 的 f;=f(i)。 这 种 算法 与 
1965 年 提出 的 快速 传 里 叶 变 换 的 库 利 -图 ЗЕ (Cooley-Tukey) 
算法 是 同一 类 型 的 ， 我 们 称 它 为 库 利 -图 基 - 沃 尔 什 算法 ， 记 为 


算法 1。 


ТАЖ ЕНЕ ЙЕ, ЖГНЕ 8 时 把 8 次 单位 要 
КЛ 
e 。 简 记 为 >， 并 列 出 有 限 傅 里 时 变换 阵 Р, 表示 的 传 里 叶 正 


变换 : 


了 = Fa 


atfs T | 


Den) yer 


图 2.2 按照 库 利 -图 基 - 沃 尔 什 算法 的 
快速 沃 尔 什 -哈达 玛 变换 的 信号 流程 图 


z0 


zi 


2% 
2? 
24 
2% 


2% 


2% 2% 
2% 24 


zè 28 


20 
25 


210 


29 212 215 


212 216 


210 215 220 


212 218 224 


214 221 228 


220 
225 
230 


235 


Ex 1-f2+/s+f4 74 


zist fi 


a 20 
#% 27 
212 214 
218 221 
224 228 


230 236 


гв ра 1 | 


242 240 
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把 F 的 各 分 量 适当 交换 次 序 ， 并 应 用 21, 4 


Fod | 
Faa 
‚7‹%) 


17(6) 


Fc 


1765). 


7‹з) 
7‹т› 


2% 
24 
2? 
2% 
z! 
z5 
2% 


21 


20 
2% 
24 
24 
z? 
22 
26 


ze 


20 20 20 
24 20 24 
29 20 2? 
z? 20 26 
28 24 25 
27 24 zl 
21 24 27 


25 24 2% 


zo 20 \ 
20 zi 
z 2% 
zi z? 
2% 21 
26 25 
2? 25 


z? zl 


0) 
оа) 
Фу 
Є?) 
f (4) 
#05) 
f C6) 
1 C7) 


ак 


可 以 验证 成 阵 可 以 分 解 为 以 下 三 个 每 行 只 含 二 个 非 零 元 的 稀疏 


矩阵 的 乘积 ， 


ER TES SER 


о о о о о 
о о о о о 


24 


0 
0 
0 
0 


оно о о о 


0 


о н о о о о о 
о кю о о о о 


z6 


z2? 0 


© о о о о о 


0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 


2% 


0 0 0 
0 
17 1.70 
22 zæ 0 
0 0 1 
0 0 az 
0 0 0 
0 0 
{1 0 
|01 
jo o 
|0 0 
20 0 
| | 0 2° 
оо 


0 
0 
1 
0 
0 
0 


22 0 0 0 


о ө о н о © 
о © о н о о о 


24 


[оо 0 2 0 0 0 z) 


(2.5.7) 


这 就 是 用 矩阵 因子 分 解 表 示 的 快速 傅 里 叶 变 换算 法 。 显 然 和 快速 
沃 尔 什 变换 算法 极为 类 似 。 
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RIIA S 4 知道 有 限 傅 里 叶 变换 是 一 重 和 ， 对 应 于 循 环 群 ， 
而 有 限 沃 尔 什 变换 是 多 重 和 ; 对 应 于 非 循 环 群 。 这 个 差别 导致 了 
这 二 种 变换 的 卷 积 有 本 质 的 不 同 。 但 是 ， 从 快速 算法 角度 来 看 ， 
这 个 差别 并 未 导致 算法 上 有 本 质 差别 ， 把 式 (2.5.7) 和 式 (2.5.6) 
比较 ， 可 以 看 出 二 种 变换 的 快速 算法 本 质 上 是 类 似 的 。 快 速算 法 
还 可 以 推广 到 NN 为 任意 复合 数 的 情况 ， 设 NN 二 和 1*N,…Ni ÆN 
的 任 一 因子 分 解 ， 则 经 过 行列 的 适当 置换 后 ， 含 N 个 元 的 有 限 群 
G 所 对 应 的 广义 有 限 傅 里 叶 变 换 矩 阵 可 以 分 解 为 个 每 行 只 含 Wx 
个 元 的 稀疏 矩阵 各 & 一 1 个 对 角 阵 的 乘积 ， 详 见 附录 2， 这 个 结 
果 不 仅 统一 地 包含 了 二 个 特殊 情况 : 快速 傅 里 叶 变换 和 快速 沃 尔 
什 变 换 ， 而 且 还 包含 了 推广 的 快速 沃 尔 什 变 换 和 有 限 域 上 的 快速 
傅 里 叶 变换 等 。 


$6 快速 沃 尔 什 变换 的 各 种 算法 


除了 8 5 所 介绍 的 库 利 -图 基 - 沃 尔 什 算法 外 ， 还 有 多 种 快 束 
算法 。 因 为 每 种 算法 都 基于 沃 尔 什 阵 的 一 种 因子 分 解 ， 所 以 我 们 
就 用 因子 分 解 式 来 表示 算法 。 

算法 2 Ps 为 一 个 置换 阵 ， 

Psl of fsfa As: 一 Cfofassf „ 1 Эу fsd 

5 ? (2.6.1) 
См= 11И 59 =1,@@IRW а" 
则 
И? = (Ск: PJ" LM)" 
证 明 5р0, 1<:<т—15%Ф. 


PP Cfof ififs РАР = Cofife fes fifafst fn 
Р? Сан АР ff sf ot ЫЫ» ЙЫМА fr)" 
[fo 一 Cj 
Jar 
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容易 验证 ， 
P =P; 


Бре (2.6.2) 


根据 定理 2 13, WP ARATIR: 
W = MM MK” 
BD И? ЖЖ A ЕА ЖИ, DTA: 
WOW ко М MST М 
由 于 Р? 是 置换 阵 ， 所 以 它 具 有 置换 阵 的 下 列 属性 ， 
PẸ PA = Iy (2.6.3) 
ME PP 右 乘 到 一 个 行 矢量 上 时 和 PP ERIMI] R E 
产生 同样 的 置换 ， 即 ， | 
СЛР = ofie fiine fa Eee fn) 
(2.6.4) 
LÉ LAS М. 
ИЮ = MS MNT MY 
= MS" (РРР?) Мт? СРР) 
+ М"? (РР) еМ? 
= (MS PAP) СРМ? Р) (PRP ME? Р") о 
CPS" M) 
HE Р?, PP, MPRHEXMR 〈2.6.4)， 经 计算 容易 证 明 ， 
PDM 


1<i<m—2 (2.6.5) 


应 用 式 (2.6.2), (2.6.5) Ж, 


И" = СМ) СРМ) 


经 计算 易 知 ， 


PMP =M}? 


所 以 


Wa” =M 


算法 2 证 毕 。 
ARN =, A 


(++000000 


| 


0 

0 

С,= o 
0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

Р,= 0 
| 0 
lo 
0 


+—-000000 


0++0000 
0 十 一 0000 
00++0 0 
0 十 一 00 


0 


0 
0 
0 


оо © © о н о о 


0 
0 
0 


© © © н о о о © 


0 0 0 十 十 
0 0 0 十 一 


00 
01 
00 
0 0 
0 0 
0 0 
10 
00 


0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 


© о н © о о о о 
к © © о.о о о о 
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+000+000 
+000000 
0+000+00 
0+000—00! 
00+000+0 | 
00+000—0 
000+000 + | 
саас, 


М = 


这 时 计算 的 流程 图 见 图 2.3。 

应 用 阵 的 对 称 性 ， 我 们 还 可 以 得 到 : 

W =W= СМР)" (2.6.6) 
其 中 

K? = Мо" РС= PCy (2.6.7) 
这 个 算法 记 为 算法 2, 和 算法 2 非常 类 似 ， 不 再 详 述 。 

到 目前 为 止 所 讨论 的 快速 变换 算法 都 是 针对 沃 尔 什 -哈达 玛 
阵 的 ， 实 际 上 也 就 是 讨论 了 所 调 “快速 哈达 玛 变换 ”的 算法 。 下 
面 我 们 要 转向 讨论 快速 沃 尔 什 变换 和 快速 沃 尔 什 - 佩 利 变换 , 由 于 
这 二 种 变换 的 阵 和 哈达 到 阵 之 间 只 不 过 是 各 行 的 排列 顺序 不 同 ， 
所 以 它们 彼此 可 以 通过 左 秉 一 适当 的 里 换 阵 得 出 ， 又 由 于 阵 的 对 
称 性 ， 也 可 以 通过 右 乘 一 适当 的 置换 阵 得 出 ， 我 们 写成， 

ИАР = PEP W =W рою (2.6.8) 

W$ = PEP ую =W {0 ррн› (2.6.9) 
第 一 章 $ 3 中 我 们 已 经 严密 证 明和 详细 叙述 了 沃 尔 什 函 数 三 种 HE 
列 之 间 的 关系 ， 根 据 这 一 关系 可 以 得 出 式 (2.6.8) (2.6.9) 中 二 
个 置换 阵 的 表达 式 9 。 


© 下 而 来 达 式 中 < т 位 二 进 制 玛 的 反 写 码 所 表示 的 数 ， 【~ 全 ] 


表示 -的 整数 部 分 ， 四 表示 二 进 制 逐 位 半 加 (mod 2 )。 
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图 2.3 按照 克 罗 科 塞 -拉克 勤 -里 希 福 思 算法 的 
快速 沃 尔 什 -哈达 玛 变换 的 信和 号 流程 图 


1 Wk = i)m 
(PEP x (2.6.10) 
0 Wk (i)m 


REP) RRE PORR 5 +147, к+1%ййл„ À 
(2.6.10) 来 源 于 沃 尔 什 -哈达 玛 序数 和 沃 尔 什 - 佩 利 序数 间 是 反 
写 码 的 关系 。 
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fi m=i e|) 
PEP J= i (2.6.11) 
|» аке). 
R (2.6.11) 来 源 于 沃 尔 什 序数 和 沃 尔 什 - 佩 利 序数 间 是 格雷 码 的 
关系 。 
当 N=2 时 ， 式 (2.6.10) 和 (2.6.11) 中 的 有 关 参 数 见 表 
22 
根据 表 2.2， 立 即 能 写 出 置换 阵 ; 
表 2.2 置换 阵 的 有 关 参 数 


i| [z] lie]! із ш В эз КЕ 进 表现 


| 
| 


чота оын © 
ш шә э À ө о © 
> за = Фо = o 
з ө а жя ою» © 
mn зз & om о 


Еа (100000001 
00001000 юз үгө 
0100000| оаа 
pinz 0000001 ыйкы 
* 0100000 00010000 | 
00000100 КИ 
00010000 00000100 
00000001 | озоооооо | 


注意 Py 是 对 称 的 ， 这 是 由 反 写 码 的 定义 决定 的 ， 但 PARA 
对 称 的 。 下 面 我 们 来 导出 快速 沃 尔 什 - 佩 利 变换 的 二 种 算法 。 
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算法 3 
ИР = MSP D Муғ... Мрт) (2.6.12) 
这 里 
MSP = CP (Раю OWIQ а-л (2.6.13) 
证 明 $ 
QP = РО, Әу i =1, 2, +, т (2.6.14) 
由 置换 阵 的 性 质 


了 Рен [y 
根据 克 罗 内 克 乘 积 的 定义 ， 我 们 有 恒等式， 
(А„®В„) (CD Ds) 
[aBn aBn ОВ, cuD,, Cr Dur. с.р, 
= GB а,,В,--0,.„В, á Ca Dos Ces Dir *CimDa 
[Ж а„В„-а„„В„ | |. сП, 


т т 
D aucn Ba Dm 2 Grii, Ba Dus y D GiiCimBaDy 


1 i i=l 


«В De, + Ў анс„В,Р„ 


i=l 


n 
=| У) ав, 


3 "Ма ， 


ў amiCi Ba Du £a Gmicis B,D,, + Ў а„с„В,Р, 


ёа 1 а кез 
= AmC nB, Dp (2.6.15) 
这 里 m， n 是 方 阵 的 阶 数 。 


所 以 
QPP -QSP = (PE DT) (PU DT)" 


SPP иы Готы Гыл Ty 


(2.6.16) 


ER 
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ЧЭ = Ру» (2.6.17) 
了 是 根据 定理 2.13 MR (2.6.17) (2.6.8) И? ук 
Р = COP MIT OP VOP МУРО» n (Оу Мз 
应 用 式 (2.6.14)， 可 得 
i QI, CT = © MD) 


PA Т.) = {CP г" Сат OW SP) лу 
"СР OI QI) = Pa Tam ию) раю, ®1,)} 
ч P RaP рю уу QI rs 
算法 3 证 毕 。 
对 于 NN =23 
М» = PEH. (рю буру у 


10000000) 
00001000 
лы 1000 

_ 100000010 [о1о] ++ 
101000000 |0100 E 
|00000100 | [oven] 
00010000 
| 


++000000 
00++0000 
0000++00 
protonit 
= {000000 
00+—-0000 
[0000+—00 
i000000+— 


ME? = (Р@?®. (Рюи POI, 


所 以 


[Ее КОН 


0001 | 


+0+00 000 
0+0+0 000 
0000+0+0 
00000+0+ 
+0—-00000 
0 十 0 一 0000 
0000+0 一 0 
00000 二 0 一 


+000+000 
0+0004+0 0 
00+000+0 
000+000+ 
+000—- 000 
0+000—-00 
00+000—0 
000+000— 


nd aA 
0100 01 


++ 


+- 


) el 


Ме = (PEP -WPD = CWPL 


10 
0 1 


| 
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1 二 十 十 十 十 十 十 十 (++000000 
++++—-———| 00++0000 

十 十 一 一 + 十 一 一 | |0000++00 
++--++] 1000000++ 
WP= ` = | 
КЕ ыы ре шр. д +—000000 
+=+--+-+) |00+—0000 


十 一 一 十 十 一 一 十 |oooo+-00| 
十 一 一 十 一 十 十 一 |oooooo+-| 


+0+00000) (+000+000 
0+0+0000 | | 0+000+00 
0000+0+0 00+000+0 
00000+0+| | 000+000+ 
+000000. +000000 
0+0—0000 | |0+000—00 
0000+0-0, | 00+000 0 
100000+0—) |000+000— 


与 此 相对 应 的 流程 图 是 图 2.4。 

因为 式 (2.6.10) 定义 的 置换 阵 P%r? 每 行 每 列 只 有 一 个 非 
FÜ, MUHR (2.6.13) TUAH: РФ, И {О 是 每 行 每 列 
仅 有 二 个 非 零 元 的 稀疏 矩阵 , CR PR 左 乘 后 仍 是 这 类 Ж Юй 
Ж, ВГ, 后 还 是 这 类 稀 朴 矩阵 。 因 此 从 因子 分 解 式 得 到 
的 是 快速 算法 ， 计 算 量 为 NlogsN 次 加 减法 ， 下 面 介 绍 的 另 几 种 
竺 法， 因 同 样 的 理由 ， 计 算 量 也 是 Vlog:WV 次 加 减法 。 

EA (2.6.14) 的 右边 二 项 交换 一 下 ， 定 义 ; 


қ? =14-@РФ®Ә,.; (2.6.18) 
显然 ， 对 这 样 定义 的 ОХ? PAR (2.6.16), (2.6.17) 成 立 。 


类 似 于 算法 3 ， 我 们 可 得 如 下 算法 。 
算法 4 
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т 
И? = П ME? = Мо М MS (2.6.19) 


ё = 1 
这 里 
MEP СРО (WI OP UD) (8.6.20) 


证 明 根据 定理 2.13 和 式 (2.6.8), (2.6.16) (2.6.17), 
УР? ЛЛ. 
ИР = рит А wg? = Рет» MPM L ME 
= (QP MKP QP VOP MP QP J CORP M) 


应 用 式 (2.6.14) W 
ОКМ? QR? = СТАР Saa- (Lai OW 38 QI am) 


2 
UOP ж л = {OP a WPO) 
"Со 1Р0) = СР, (WIV OP ы?) 


算法 4 证 毕 。 
特别 对 于 N=2 = 8， 经 计算 知 因子 分 解 式 为 ， 


И = 

WA [++000000 
1+000—-000 | +0—00000 | +—- 000000 
:0+000+00 | 0+0 +0000 | 00++0000 
10+000—00 | 0+0—0000 | 00+ 0000 
00+000+0 | 0000+0+0 | 0000++00 
[00+000—0 | 0000+0—0 || 0000+-00 
1 000+000+ || о00000+0+ 000000++| 
000000+—) 


19000+000—) 00000+0—) 


流程 图 表示 于 图 2.5。 


沃 尔 什 - 佩 利 变换 的 信号 流程 图 
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JatJs+fs 


efor 


0о-/1-7:+*]3-14- 
++ јет 


图 2.5 NV = 8 时 算法 4 的 信和 号 流程 图 
现在 ， 我 们 用 类 似 的 方法 来 导出 按 序 率 定 序 的 快速 活 尔 什 变 
换 的 二 种 算法 ， 也 就 是 给 出 沃 尔 什 阵 WHERE TS AR, КОЕ 
式 (2.6.14) 式 ， 我 们 定义 
ОФ =н әрә (2.6.21) 
这 里 Ранд З (2.6.11), BRE 
оО" (2.6.22) 


108 
Qg”? = раю (2.6.23) 
算法 5 


т 
Т? = П Мк? =M -MgL Mae™ (2.6.24) 


ial 
这 里 
М"? = DCW ӘР) PRP) (2.6.25) 
证 明 根据 定理 2.13 和 式 (2.6.9) (2.6.22) (2.6.23), 
WE ВЕЗУ, 
И? =W g PEP = М MEP ce M PSS 
= (MEP QP IQ ME? QP COS MAP Оў") 
应 用 式 (2.6.14) 可 得 
QP MEQE? = СТ, Р) 
UW POLU ӘР) 
SLR UOP FDW POP ө} 
=L DUW POP 3) P 0) 
算法 5 证 毕 。 
特别 在 一 2 时 ， 经 计算 可 得 因子 分 解 为 : 


人 | ++000000 
| 十 十 十 十 一 一 一 一 +—-0000€0 
lite t 00++0000 


| 十 十 一 一 十 十 一 一 00+—-0000 

уо = | = 
i =| 十 一 一 十 十 一 一 十 0000++00 
| 十 一 一 十 一 士 十 一 0оооо+—00 


000000++ 


Ае 
000000+—). 


(+-+-+-+-) 
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00++0000 00++0000 
+-000000 0000++00 ; 
00—+0000 чы, 
0000++00| |+—000000 
000000++| | 00—+0000 
0000+-00, ;0000+—00! 


Н 


(000000 一 十 ) \000000—+) 


++000000 зна) 
| 
| 
| 


流程 图 示 于 图 2.6。 
把 式 (2.6.18) PH P ОЛ Р, EN: 


一 PC (2.6.26) 


显然 ， 对 这 样 定义 的 Q4?， 也 有 式 (2.6.16) (2.6.17) 成 立 。 
算法 6 


т 
И = П М”? =M ME? -M (2.6.27) 
i=i 
这 里 
М"? =Q? -ME .QD (2.6.28) 


Мұ Ок? 的 定义 分 别 由 式 (2.6.1) 和 (2.6.26) 所 示 。 
证 明 根据 算法 2 和 式 (2.6.9)，(2.6.16)，(2.6.17)， 


WE = рту; = PES ME)" 
= (QP MP QT QP MPQ ICQ МЮ 
算法 6 证 毕 。 
特别 当 N 一 2*， 经 计算 得 因子 分 解 ， 
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И = 
+000+000 +000+000 +000+0900 
oroooroo| 0+000+00 Аа ч 
00+000+0 0+000- 00| 0+000+00 
00040005 || +000000 | о+ 000-00 


| о00+000— | 00+000+0 || о00+000+0 / 
10о0о+0 00-0 | о000+0 00+ | | о00+000 0 
| о+ ооо 00 || 000+000-— 000+000+ 


[+000-000, | о0+000—0 \000+000— 


oi f2tfs-fà 
+fs+fe=fr 


ИН 4 


SATATA 


图 2.6 ”按照 安德鲁 斯 - 卡 尼 - 普 拉 特 尔 算法 快速 
沃 尔 什 - 卡 赤 马 茵 变换 的 信号 流程 图 
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РД 4 


图 2.7 КЕЛК MEHR RAR {Т-К ЖН ЖЛЕ (A SNA 


相应 的 流程 图 表示 于 图 2.7。 
WER (2.4.7) MR (2.4.12)， 也 可 以 用 来 推导 快速 交换 


яж, 
算法 4a 


(ө as 
WP = 


这 里 


т 
П Мк? = М M? M (2.6.29) 


i=l 
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М? =T iQ Part (W PRI) 
(2.6.30) 
其 中 Ps 的 定义 如 式 (2.6.1) 所 示 。 
这 明 由 式 (2.4.6) 和 (2.6 1), BRA О 一 Pw, 所 以 多 
次 应 用 式 (2.4.7), (2.5.5) 和 (2.6.15) 可 得 ， 
ЖИ" =P (W POW R) = Pr WP RI) URW от) 
= (Pr: (W @1,"-\)) UOP, r- (И POW и.) 
一 [PN (W PRIA UDP, "(W PQI") 
(LOW R= PW P QIAN) 
(Para (W PRI- URW w) == СРь 
(W PRL- RQP, r- (WPR) 
ALOLOW R= PW IV OI,"-!)) 
RQP- (WI Га) TO Pm 
ЗОИ ӘТ) Tm OW 58} 
算法 4a 证 毕 。 
KB, MN=2 时 ， 经 计算 得 知 算法 da 与 算法 4 完全 一 样 。 
下 面 我 们 来 严格 证 明 算 法 da 就 是 算法 4 。 
显然 只 需 证 明 
Р (ИФР у= Pants (Ит) (2.6.31) 
把 上 式 右边 右 乘 1,@W m-n 18 
Руны (WP ӘТ.) (TOW 22) 
Pyer (WPW 01) = Ras 
再 把 式 (2.6.31) EWER ILOW Ra B 
P Ke ‚(”{ @Р see) a QW in Ф) 5) 
=P КЕТЕ (W IOP im (РН) W А4 1) = Р amis (ОУ? И ре) 
= Р И шм. =W Sha 
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这 里 应 用 了 Р =Р ЛГ! (这 是 由 于 反 写 码 的 反 写 码 Ж), 
ш LOW fmi EAE, MAR (2.6.31) 得 证 。 
算法 5a 


т 
и = [| MH момо М", (2.6.32) 
i=l 
这 里 
Мк? ТО Rein W ӘТ, н) (2.6.33) 
其 中 О? 为 以 下 的 置换 阵 ( 这 里 N=27) 


WP Cofi fna 
= Cofufu АЈЫ fus ен „Ён 27 


证 明 由 P84? 的 定义 式 (2.4.11)， 显 然 有 QP =PP, & 
次 应 用 式 (2.4.12) (2.5.5) 和 (2.6.15) 得 : 
ИР О W POW 1) ОК (WIV н-т) (TOW 2.) 
=[Q W PRIDI UDQ RW POW Ra) 
= (QP W P Qlim)) DQ W PO, m2) 


+(Т1,@И/ 1:3) )} = СО? (W PP ӘГ,н-1)) (1D 
СО. Р ӘГ,н-а))) ABD Pin 


WP DT") aW i} 


算法 5a 证 毕 。 
特别 ， 当 N 一 2 时 ， 经 计算 得 因子 分 解 ， 
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+000+000 
+000—-000| 
10+000—00 
0+000+00 
00+000+0 
1 00+000—0 
|000+000— 
\000+000+ 


\ 


к= 


{+0+00000 ++000000 
| 十 0 一 00000 +-000000 
10+0 一 00 00++0000 


: 0+0+ 0 0 0 0 
”1 0000+0+0 
|0000+0—0 
00000+0 一 | 
[ooooo+o+| 


00+-0000 
0000++00 
0000+—0 0 
0000 00++ 
000000+— 


© 
© 
кучи иш аиы 


这 说 明 N =2* 时 ， 算 法 5a 和 算法 5 仅 差 一 个 转 置 ， 相 应 的 流向 
图 就 略 去 不 画 了 。 下 面 我 们 来 证 明 ， 对 一 般 的 NN =2", 算法 5а 和 
算法 5 仅 差 一 个 转 置 。 

显然 只 需 证 明 ， 


(ОУ POP EP) P EM) =Q D (ИӘ QI m) (2.6.34) 
由 PS 的 定义 式 2:6.11) 可 知 它 是 直 交 阵 ， 因 而 易 证 有 


PEP PSM = In 
即 
PS = роют (2.6.35) 


把 式 (2.6.34) 的 左边 右 乘 1 ,QI 品 ,， 并 应 用 式 (2.6.35) 可 得 ， 
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Р am т КСА 19Р 9)" (Т, QW s 
н 2, 
=P in (ену WPRP (SH) >) (LOW 9) 
=P SPW OP EM W $) 
=P upr (WIP OW ш (H) ) = Р зи W 人 一 所 ов (3 Ты 
=W Son 
再 把 式 (2.6.34) HAER LOW mi 118, 
Qi (WiP ӘТ.) (LOW ai) 
SQ RW BW R) =W Ri 
ВЕЛИ 2, 是 可 逆 阵 ， 所 以 式 (2.6.34) 得 证 。 


应 用 递 推 公式 (2.4.7)，(2.4.12)， 我 们 虽然 没有 得 到 实质 
性 的 新 算法 ， 但 由 于 阵 Pr, ON 的 规律 比 阵 РУ", Ру 简单 得 
多 ， 而 式 (2.6.30), (2.6.33) 又 比 式 (2.6.20)，(2.6.25) 简 
单 ， 所 以 实际 上 我 们 改进 了 算法 4 和 算法 5 的 描述 方法 ， 对 每 个 
具体 的 NN 简化 了 算法 因子 分 解 公式 的 计算 过 程 。 

$7 二 维 有 限 沃 尔 什 变换 

到 目前 为 止 ， 我 们 考虑 的 都 是 一 维 沃 尔 什 变换 ， 但 工程 应 用 
中 ， 如 图 象 传输 和 处 理 中 需要 用 二 维 有 限 沃 尔 什 变换 。 关 于 二 维 
和 更 高 维 数 的 沃 尔 什 变换 的 理论 ， 同 一 维 变换 的 理论 是 完全 类 似 
的 ; 例如 , 可 以 用 二 个 沃 尔 什 函数 的 乘积 来 定义 “二 维 的 沃 尔 什 遂 
数 ”， 然 后 用 二 重 积分 来 定义 二 维 沃 尔 什 变换 等 等 ， 均 不 详 述 , 我 
们 只 是 略为 详细 地 介绍 一 下 工程 中 常用 的 二 维 有 限 沃 尔 什 变换 。 

类 似 于 式 (2.3.8) (2.3.9)， 我 们 定义 二 维 数据 

FC, i) 0<ih<NVi=2 0<i,<N,=2" 
的 二 维 有 限 沃 尔 什 变换 为 


116 


N2-1 Ni- 
{б m)= ў Wlas DW Cn i) f Gs i) 
i2=0 i=0 
0 和 mm<w， 0 <n<N, (2.7.1) 
道 变换 为 
N2-1 №-1 


f Cis „= NY: У У И (п„ i)W (ns ї,)](т, п) 


?m=0 n=0 
0<i<N, 0 <i,<N, (2.7.2) 
我 们 也 可 以 用 矩阵 来 表示 二 维 有 限 沃 尔 什 变换 ， 根 据 和 矩阵 运算 的 
定义 ， 式 (2.7.1) 定义 的 二 维 有 限 沃 尔 什 变换 可 以 表示 为 ， 


К | 700,0) 20,1) w CO, Na= 1) 

Fyns (1,0) 01,1) TG Na D 
LÊN- 1,0) Жм, 19 … ?wm-1，N-1) 
(0,0) WO,  W(C0,Mi=1) 


POO WAD + WM- D 
WON- 1, 0) WONi=1,0) … WONI- 1, Ni= 1) 
FCO, 0)  FCO,12 с FO, Na= 1) 
ND) QD + FAD 
РМа 1,0) /@й-1,1) … /@й-1, Ns- 1) | 
(0,0)  WC0,1) = #(0,М;-1) 
WAO WD = WC, M1) 


WN- 1,0) #(Мз-1,1) = WONs- 1s Na= 1) 


амр Ем Ир (2.7.3) 
À (2.7.2) 定义 的 二 维 有 限 沃 尔 什 逆 变 换 可 以 类 似 地 表示 为 ; 
下 winw: 一 NN, Wan Fun Wy (2.7.4) 


类 似 于 本 章 8 3 8 4， 我 们 也 可 得 到 二 维 有 限 沃 尔 什 变换 的 采 
样 定理 、 并 矢 卷 积 和 并 矢 自 相关 定理 、 犁 斯 瓦尔 定理 等 ， 例 如 二 
维 有 限 沃 尔 什 变换 的 帕 斯 瓦尔 定理 就 是 等 式 ， 
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М«-1 Ni-1 1 N2-1 №-1 
D ^0, = WN, У) D Pas т) 
то ñ=0 上 Pno n=0 


(2.7.5) 


其 它 定理 因为 极其 容易 且 和 8$ 3 8$ 4 完全 类 似 ， 故 不 详 述 。 

二 维 有 限 沃 尔 什 变换 可 以 用 快速 沃 尔 什 变换 来 计算 ， 计 算 的 
过 程 分 两 步 ， 用 矩阵 表达 式 (2.7.3) 来 说 明 计算 过 程 极为 清楚 。 

第 一 步 ， 先 求 出 二 个 矩阵 的 乘积 И Кхм» 因为 Ема 
由 入 ,个 列 矢量 组 成 ， 因 此 ， 这 一 步 就 是 计算 N, AK A N, 
快速 沃 尔 什 变换 ， 它 的 计算 量 为 

入 ,NilogsN ,次 加 三 运算 ， 这 一 步 的 计算 结果 记 为 矩阵 
FNiNto 

第 二 步 ， 求 出 矩阵 乘 积 Fans, ИК, A A Fans 由 М, A 
行 矢 量 组 成 ， 所 以 ， 这 一 步 就 是 计算 N, 个 长 为 入 ,的 快速 沃 尔 
HER, ЕЯ М, Л, ор. №, 次 加 减 运算 。 

这 二 步 合 起 来 的 计算 量 为 ViV:(log:Vi+log:N:) {КОЛЖ 
运算 。 不 用 快速 算法 时 计算 量 为 

Ni:VNi+NiV3=NiW:CV:+NV:) 次 加 减 运算 。 可 见 快 速算 
法 比 一 般 算法 快 得 多 。 

特别 ， 当 V1==VV,=2 = 8 时 ， 应 用 本 章 $6 算 法 5， 可知 
二 维 有 限 沃 尔 什 变换 的 快速 算法 基于 以 下 因子 分 解 : 


++000000 ++000000 
КЕНЕ | 00+ +0000 
00+ +0000 |+-000000 
~ loo+-0000 l 00- + 0000 
F= o000++00| ` | оооо+ +00 
0000+-00 | оооооо++ 
000000++ 0000+-00 
000000+- 000000-+ 
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++000000` fos For foz fos Foa fos Јов for 7 
00++0000 Ло Ла Лә Ла Ла fis Лв fir 
0000++00 Лы Лы за Tas Jeu las зв Га | 
0000004++ | fs fai for Ја fau fas Ja For 
| +-000000 ` |fe fai Ља fas as fas Јав far 
00-+0000 i fso Fsi fsz fss fsa fss fse for 
0000+-00 fes for foz fos fes fos Feo fer 
000000-+7) | fn fn frs fu frs fre fni 
++000000 [++000000 | 
+-000000| 00++0000 
0-0# 400-007 +-000000 
00+-0000 00-+0000 
| oooo+r+00| |0000++00 
0000+-00 000000++ 
000000++ | 0000+-00 
D000000+- 000000-+ 
++000000 
00++0000 
0000++00 
000000++ 
+ - 000000 
00- +0000 
0000 +-00 
поете (2.7.6) 


这 里 f= f (i, j) 
关于 二 维 有 限 沃 尔 什 - 佩 利 变换 和 沃 尔 什 -哈达 玛 变换 的 理论 
是 完全 类 似 的 ， 我 们 不 再 详 述 。 


第 三 章 应 用 简 述 


$1 序 谱 分 析 和 序 率 滤波 
沃 尔 什 函数 和 沃 尔 什 变换 在 电子 工程 等 领域 中 得 到 了 广泛 的 
应 用 ， 这 方面 的 参考 资料 非常 多 。 本 章 仅 就 菜 些 应 用 问题 作 一 极 
为 简略 的 叙述 与 介绍 。 
我 们 知道 ， 对 一 个 周期 信号 1( 1 )， 应 用 传 里 叶 级 数 可 以 得 
HRM VATE, жий, шл (2), эжи, 4+ 


* 
这 里 ae 0.701) 的 伟 里 叶 系 数 ， 这 时 谱 线 是 离散 的 。 一 个 
非 周 期 连续 信号 ， 应 用 候 里 叶 变 换 相应 地 可 得 到 振幅 密度 谱 、 相 
位 密度 谱 和 能 量 密度 谱 。 这 时 谱 线 是 连续 的 。 另 外 ， 信 号 的 自 相 
关 函 数 经 傅 里 叶 变 换 后 就 得 到 功率 密度 谱 ( 维 纳 定理 )。 这 些 就 
是 频谱 分 析 方法 ， 通 过 频谱 分 析 可 以 从 频率 的 角度 去 认识 和 处 理 
一 个 信号 。 

与 频谱 分 析 相 类 似 ， 我 们 可 以 应 用 沃 尔 什 级 数 和 沃 尔 什 变换 
来 进行 序 谱 分 析 。 我 们 可 以 完全 类 似 地 在 形式 上 定义 沃 尔 什 变换 
的 振幅 谱 、 相 位 谱 和 功率 谱 。 这 些 不 再 详 述 ， 我 们 重点 在 于 指出 
序 谱 分 析 和 频谱 分 析 间 的 某 些 差别 。 

周期 信号 的 频谱 不 随 信号 的 初始 相位 而 变 ， 但 周期 信号 的 序 
谱 〈 即 沃 尔 什 级 数 的 系数 ) 是 随 信号 的 初始 相位 而 变 的 ， 对 于 离 
散 信号 来 说 ， 也 就 是 循环 位 移 后 序 谱 是 变 的 ， 这 一 点 对 工程 应 用 
是 不 利 的 。 但 是 在 许多 应 用 中 ， 所 要 分 析 的 信号 的 起 点 往往 是 预 
先 确定 了 的 《如 冲 激 波 、 地 震 扰 动 、 心 电 图 等 )， 这 时 相位 变化 
的 影响 可 以 不 予 考虑 。 

虽然 离散 信号 循环 位 移 后 序 率 功率 谱 是 变 的 ， 但 根据 定理 
2.10 (FRAPE) WA: 离散 信号 经 并 矢 位 移 后 的 序 率 功率 
谱 是 不 变 的 ， 这 又 一 次 说 明了 :， 并 矢 位 移 代 替 普 通 位 移 后 沃 尔 什 
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分 析 和 傅 里 叶 分 析 的 性 质 类 似 。 

序 谱 分 析 有 它 的 特殊 用 途 。 例 如 ， 冲 击 某 机 械 结构 得 到 的 一 
个 震动 波 ， 它 的 序 率 谱 中 有 不 小 的 高 序 分 量 存在 ， 而 在 它 的 频率 
谱 中 就 没有 大 的 高 频 分 量 ， 这 是 某 类 震动 现象 以 序 率 谱 表示 的 特 
征 。 又 例如 ， 用 机 器 产生 的 矩形 波 没有 高 序 分 量 ， 而 用 人 手 按键 
发 出 的 同样 的 矩形 波 有 大 量 的 高 序 分 量 ， 利 用 这 种 差别 可 以 辨别 
是 机 器 还 是 手工 发 出 的 电码 。 

类 似 于 频率 滤波 也 发 展 了 一 套 序 率 滤波 。 对 模拟 信号 的 序 率 
滤波 也 有 序 率 低 通 、 高 通 、 带 通 和 带 阻 等 滤波 器 。 更 有 发 展 前 途 
的 是 数字 式 序 率 滤波 器 ， 它 应 用 有 限 沃 尔 什 变换 ， 是 经 典 维 纳 滤 
波 的 推广 。 数 学 表达 式 如 下 ; 


7-4 WRG WEF (8.1.1) 


这 里 / 是 包含 噪声 的 输入 N 维 信号 矢量 ，G 是 滤波 器 矩阵 ， 了 
是 泪 波 后 的 N 维 信号 矢量 。 如 C 选择 得 正确 ， 了 中 包含 的 噪声 将 
大 大 减少 ， 了 和 不 含 品 声 的 原始 信号 间 的 均 方 误差 将 达 最 优 。 但 
这 种 最 优 洪波 器 对 应 的 G 阵 往往 不 是 对 角 线 矩阵, 因而 滤波 常 需 
要 N* 次 乘法 运算 ， 太 费时 间 ， 设 备 也 复杂 ， 所 以 往往 采用 次 优 
滤波 。 

序 率 滤波 的 简单 方法 是 将 序 率 限制 在 一 定 范围 之 内 ， 这 时 G 
取 为 对 角 线 矩阵 ， 称 为 “矢量 不 波 器 "。 对 角 线 上 元 素 取 为 0 或 
1 ， 例 如 对 于 低 通 涉 波 器 ， 可 以 令 大 于 某 一 序 率 的 相应 对 角 线 上 
元 素 全 部 为 零 

如 果 原 信号 的 形式 已 知 ， 可 以 采用 所 谓 “匹配 洪波” 方 法 ， 
因为 信号 形式 是 已 知 的 ， 所 以 滤波 出 来 的 信号 容许 有 一 定 失真 
具体 方法 是 规定 一 个 门限 值 ， 风 是 沃 尔 什 变换 系数 值 超过 门限 秆 
时 ，G 阵 相应 的 对 角 线 元 素 取 1 ， 低 于 门限 值 时 取 零 。 所 以 这 种 
ФИ “TIRER”. 

当 G 阵 不 是 对 角 线 矩 阵 时 称 为 “标量 滤波 *"， 其 困难 在 于 G 
的 确定 。 由 于 传 里 叶 标量 频率 涉 波 已 经 积累 了 大 量 经 实 不 考验 的 
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关于 G 的 资料 ， 因 而 可 以 按 下 法 利用 这 些 资 料 ， 设 传 里 叶 频 率 滤 
波 方 程 为 二 

f =F -G Ff (3.1.2) 
REF, Ро 分 别 为 正 ， 逆 健 里 叶 变 换 。 假 定 二 种 滤波 给 出 相同 
的 输出 ， 即 式 (3.1.2) 和 (3.1.1) 相等 


RW. GW PGF 


由 上 式 得 ， 
GW FG F: HN Wh 


于 是 我 们 可 以 从 伟 里 叶 滤波 阵 G 经 快速 傅 里 叶 和 沃 尔 什 变换 得 
到 所 需 的 沃 尔 什 滤波 阵 C。 


$2 信号 处 理 中 的 应 用 


快速 傅 里 叶 变 换 需 要 NVlog:W 次 复数 乘法 和 加 法 ， 而 快速 活 
尔 什 变换 仅 需 要 Nlog;N 次 加 减法 ， 后 者 要 快 的 多 ， 另 外 ， 沃 尔 
什 函 数 仅 含 + 1 和 一 1 二 个 值 ， 很 容易 和 数字 计算 机 的 运算 相 适 
应 , 所 以 沃 尔 什 函 数 和 沃 尔 什 变换 在 信号 处 理 中 得 到 了 重要 应 用 。 

1. 图 象 处 理 和 图 象 传输 

平面 图 象 提供 的 是 二 维 信息 数据 ， 为 了 保证 图 象 的 质量 ， 要 
求 取 较 多 的 采样 点 ，NN 较 大 ，NV? 更 大 ， 采 用 二 维 快速 沃 尔 什 变 
换 可 以 显著 地 减少 计算 时 间 。 图 象 处 理 的 一 种 方法 是 图 象 数 据 经 
沃 尔 什 变换 后 进行 矢量 滤波 或 门限 滤波 ， 把 低 序 分 量 看 作 图 象 的 
主要 分 量 保留 下 来 ， 而 高 序 分 量 看 作 杂 波 加 以 滤 除 ， 或 者 把 低 于 
门限 电 平 的 分 量 滤 除 ， 这 种 方法 例如 可 以 用 于 图 象 增强 ， 使 模糊 
的 图 象 变 得 清晰 。 

图 象 传输 既 涉 及 到 信号 处 理 又 涉及 到 通信 。 电 视图 象 传输 是 
一 个 典型 例子 。 当 数据 量 很 大 且 传 码 率 很 高 时 ， 用 快速 傅 里 叶 变 
换 来 实时 处 理 需要 太 长 的 时 间 和 太 多 设备 ， 所 以 采用 快速 沃 尔 什 
变换 。 图 象 传输 可 以 采用 数字 形式 ， 首 先 用 带 不 同 灰 度 的 二 维 格 
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点 把 图 象 加 以 量化 和 数字 化 ， 然 后 进行 沃 尔 什 变换 和 滤波 ， 变 换 
和 滤波 方法 例如 可 以 用 来 减少 比特 数 : 去 掉 一 些 高 序 分 量 的 数字 ， 
去 掉 一 些 对 信号 质量 无 关 紧 要 的 次 要 的 比特 等 ， 这 样 ， 数 据 得 到 
了 压缩 ， 便 于 传输 。 然 后 进行 编码 发 送出 去 ， 在 接收 端 经 译 码 ， 
沃 尔 什 反 变换 ， 数 模 转 换 后 送 入 显 象 管 得 到 电视 图 象 。 

2， 声 波 成 象 滤波 

为 了 水 下 探索 和 军事 需要 ， 利 用 声 纳 的 回声 原理 产生 图 象 的 
办 法 已 开始 发 展 。 声 纳 的 接收 面 是 由 一 些 水 听 器 排 成 的 矩阵 ， 从 
目标 面 上 任 一 点 散射 出 来 的 信号 到 达 接 收 面 上 各 水 听 器 的 延迟 时 
间 是 不 同 的 ， 接 收 而 收 到 的 信号 和 目标 面 上 散射 出 来 的 信号 间 存 
在 一 种 线性 变换 关系 。 如 果 能 知道 各 水 听 器 信号 的 传输 延 时 ， 并 
在 接收 面 的 一 个 相应 点 上 相 加 就 能 恢复 出 原来 的 散射 信号 ， 至 少 
可 以 画 出 目标 面 “电子 ”图 象 的 轮 廊 。 这 个 过 程 可 以 用 二 维 序 率 
滤波 器 来 实现 ， 也 就 是 逆 变 换 的 方法 ， 从 而 省 掉 了 延 时 元 件 ， 道 
变换 还 可 以 采用 快速 算法 。 这 方面 工作 处 于 起 始 阶段 ， 还 受到 许 
多 技术 上 的 限制 。 

3. 红外 光谱 仪 

这 是 沃 尔 什 变换 在 光谱 学 中 相当 成 功 的 一 项 应 用 。 采 用 一 个 
色散 元 件 〈 如 棱镜 ) 使 分 布 在 全 部 红外 光谱 中 的 光 通过 一 个 多 颖 
BAUER, MERE AE HER RAT RMS ES, 即 十 1 处 有 缝隙 ， 
光 可 以 透 过 ， 一 ТЕЕ, ARERI. ХНК 
集 在 一 个 红外 检测 器 上 ， 掩 项 四 上 的 按 沃 尔 什 函数 编码 的 掩蔽 型 
共 改 变 凡 次 ，( 对 应 于 用 了 个 沃 尔 什 函 数 ) 每 改变 一 次 扼 项 型 ， 
红外 检测 器 测 出 一 个 数据 ， 共 得 个 数据 ， 这 六 个 数据 就 是 红外 
线 谱 值 的 沃 尔 什 变换 ， 因 此 对 六 个 测量 数据 进行 沃 尔 什 反 变换 就 
得 到 需要 的 红外 光谱 值 。 这 种 光谱 仪 比 迈 克 尔 孙 (Michelson) F 
涉 仪 结构 简单 牢靠 ， 成 本 低 。 

沃 尔 什 函 数 和 沃 尔 什 变换 还 可 以 用 于 语言 处 理 ， 医 疗 信号 处 
理 ， 非 线性 分 析 等 方面 ， 我 们 不 再 一 一 介绍 。 
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$3 通信 中 的 应 用 
沃 尔 什 函数 的 直 交 性 ， 完 全 性 和 其 它 性 质 在 通信 中 有 许多 
应 用 。 
1. 多 路 复 用 
多 路 复 用 就 是 在 一 个 公共 通信 的 信道 内 ， 同 时 传送 多 个 互相 
独立 的 信和 号。 原理 是 用 一 组 直 交 函数 作为 传送 信息 的 载波 。 各 路 
信号 如 果 分 别 占有 不 同 的 时 间 部 位 ， 就 称 为 时 分 多 路 复 用 ， 这 时 
常 取 和 矩形 波 作 为 载波 ， 从 带宽 利用 来 看 ， 使 用 沃 尔 什 函 数 比 较 有 
效 。 接 收 端 收 到 的 是 多 路 组 合 信号 ， 然 后 信号 进入 乘法 器 ， 接 收 
信号 在 乘法 器 中 是 和 一 组 与 发 射 端 相同 的 同步 载波 相 乘 。 乘 法 器 
的 输出 信号 是 所 需 的 信号 和 各 路 信号 之 间 的 交 调 信号 之 和 ， 由 于 
各 路 载波 沃 尔 什 函数 的 直 交 性 ， 使 各 路 之 间 的 交 调 信号 等 于 零 。 
所 需 信 号 是 通过 上 述 自 相 关 方 法 提取 出 来 的 。 模 拟 多 路 系统 缺点 
在 于 不 易 做 到 准确 的 同步 和 线性 的 模拟 乘法 器 ， 数 字 多 路 系统 可 
以 克服 这 些 缺 点 。 
2. 正 交 编码 
如 果 把 入 = 二 2” 阶 沃 尔 什 - 哈 达 玛 阵 中 的 元 素 十 1 和 一 1 用 0 
和 1 来 代替 ， 并 把 阵 的 每 行 看 作 一 个 码 元 ， 则 由 阵 的 直 交 性 ， 我 
们 得 到 了 一 组 正 交 码 ;如果 把 每 个 码 元 取 补 码 ， 又 得 到 另外 一 组 
正 交 码 。 这 2V 个 码 元 组 合 在 一 起 就 是 一 阶 的 里 德 - 马 勒 (Reed- 
Muller) 码 ， 它 的 最 小 码 矩 是 2”!， 可 以 检测 2”! 一 1 个 错误 ， 
可 以 纠正 2 一 1 个 错误 。 这 种 码 的 构成 方法 如 下 。 我 们 把 用 二 
分 频 法 得 到 的 拉 德 马赫 函数 用 长 为 2” 的 码 元 来 表示 ， 例 如 щт 
一 3 时 ， 有 
I=(11111111) 
e=(00001111) 
e=(00110011) 
e=(01010101) 
这 些 码 元 称 为 生成 矢量 ， 待 传输 的 信息 按 4 位 二 进 制 数 编 成 信息 
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组 (а, а, Gs, аз) 则 它 对 应 的 码 元 为 : 


а, І Dae, Pare, Pases 
这 里 龟 表 示 对 矢量 的 各 分 量 模 2 求 和 。 例 如 由 原始 信息 (1011) 产 
生 的 码 元 为 
а, 1 Фа,е, Фазе; = 11000011 

原始 信息 共有 16 个 ， 能 产生 16 个 码 元 , 这 些 码 元 就 是 WV( 0，, k) 
ÆWCT, k) 共 8 个 离散 沃 尔 什 函数 形成 的 码 及 其 补 码 。 这 种 码 
的 最 小 码 矩 等 于 4， 能 纠正 1 个 错误 或 检测 3 个 错误 。 这 种 码 可 
以 用 所 谓 “ 择 多 判决 方法 ” 译 码 。 

3. 电磁 波 辐射 和 雷达 

用 于 通信 的 电磁 波 过 去 一 直 是 正弦 波 ， 但 从 一 维 波动 方程 的 
解 可 以 看 出 , 电磁 场 也 可 传送 非 正弦 函数 如 沃 尔 什 函 数 的 波 。 沃 尔 
什 电磁 波 的 辐射 有 其 特点 ， 比 如 ， 能 更 有 效 地 辨识 目标 ， 从 技术 
上 来 看 ， 利 用 大 功率 半导体 开关 器 件 〈 可 控 硅 ) 来 制造 沃 尔 什 波 
的 发 送 设 备 也 比较 容易 。 

在 雷达 中 如 采用 沃 尔 什 波 代替 正弦 波 作为 辐射 波 ， 点 目标 的 
分 辩 率 将 会 加 强 。 正 弦 波 在 一 个 周期 内 只 有 一 个 波峰 和 波 谷 ， 当 
第 二 个 点 目标 和 所 探测 的 第 一 个 点 目标 靠 的 很 近 时 ， 二 个 目标 反 
射 回来 的 正弦 波 相差 不 大 ， 在 接收 机 处 所 观察 到 的 这 二 个 反射 波 
之 和 的 波形 与 第 一 个 目标 的 反射 波 差别 不 大 。 沃 尔 什 波 在 一 个 周 
期 内 有 多 个 矩形 波 ， 二 个 靠 得 很 近 的 目标 反射 回来 的 波形 只 要 稍 
有 一 点 相 移 ， 它 们 的 登 加 波 就 表示 出 明显 的 差别 ， 一 个 周期 内 出 
现 多 个 变 了 形 的 矩形 波 , 这 就 明确 地 反映 出 第 二 目标 的 存在 , 因此 
采用 沃 尔 什 辐射 波 能 改善 雷达 的 分 辩 率 。 

沃 尔 什 函 数 与 沃 尔 什 变 换 在 通信 中 还 有 许多 应 用 ， 不 一 一 
介绍 。 


$4 控制 中 的 应 用 和 其 它 


沃 尔 什 函数 和 沃 尔 什 变换 在 控制 中 也 得 到 了 广泛 应 用 。 控 制 
工程 中 往往 通过 采样 和 保持 把 系统 离散 化 ， 而 采样 和 保持 所 得 的 
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2 型 阶梯 函数 能 用 有 限 个 沃 尔 什 函数 准确 表 出 。 由 于 此 类 应 用 
的 思想 是 把 控制 函数 和 状态 函数 展开 成 沃 尔 什 级 数 ， 并 取 有 限 项 
来 近似 。 故 结果 控制 系统 状态 方程 的 积分 形式 的 解 在 序 率 域 变 成 
了 代数 矩阵 形式 的 解 ， 而 求 泛 函数 极 值 变 成 了 求 函 数 极 值 ， 问 题 
就 容易 处 理 了 。 根 据 沃 尔 什 变换 的 理论 ， 可 知 这 样 处 理 后 得 到 的 
结果 是 连续 时 间 情 形 的 一 个 很 好 的 近似 。 由 于 这 方面 的 中 文 资料 
很 少 ， 我 们 比较 详细 地 来 叙述 二 个 问题 。 

1. 线性 定常 系统 在 序 率 域 中 的 传递 特性 

现在 考虑 一 个 线性 定常 系统 

X= АХ+Ви (3.4.1) 

Х(ї), u(i) Яп, т 维 实 矢量 
ROC )=e", ЖАЙЫШ (3.4.1) 在 初始 条 件 X(0) 下 的 
解 能 表达 成 

XCH)=CH)XC0)+ |$ OC = tBu tar (3.4.2) 
我 们 先 通 过 wu( + ) 的 离散 化 在 时 间 域 把 这 个 积分 形式 的 解 公 À 
变换 成 代数 矩阵 形式 。 关 于 矢量 的 沃 尔 什 级 数 及 沃 尔 什 变换 我 们 
规定 为 各 分 量 的 沃 尔 什 级 数 及 沃 尔 什 变换 所 形成 的 矢量 。 设 
uli) 的 各 分 量 都 定义 在 〔0.1) КЮ ЕН 2" 有 限 序 率 的 ， 则 
由 第 二 章 $ 3 它们 都 是 27 型 阶梯 函数 ， 即 u( 1 ) 在 长 度 为 At 一 
-让 =- 训 -的 各 小 区 间 ，(CiAt，( i + 1)AD 上 取 常 值 。 于 是 ， 由 
À (3.4.2) 可 得 ， 

i+ 1)At 


ial ee 
хам)=®(мухсо)+ У fa, аде 
j=0 


f=1 
— т)Ви(+х)4хт=Ф'(лух(0)+ У) ФАР 
j=0 
x [“ фо )Вао-ибму=Ф'(мух(о) 
Жык! 
+ 2) ФЕ” (лун (Аил) 
15? шм, 2 N21 (3.4.3) 
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这 里 
н‹му= | Ф(+)Ва+ (3.4.4) 


在 第 i 十 1 个 小 区 间 上 把 iAt 取 作 初始 时 刻 时 ， 式 (3.4.2) 904 
写 为 ， 


Х(1)= Ci iADX(AD+ IT t + )BdruliAt) 


(3.4.5) 
所 以 ， 在 子 区 间 GA (+ 1 )At) 上 取 上 式 两 边 的 积分 均值 , 得 

ходем [са 
=Ф(м)х (ЕЛ) + H(ADu(iAt) (3.4.6) 


这 里 
5CA0= 17 | фт), и(л)=- [Y HCO) 


把 N 个 X (i ) 合 写成 一 个 У, Ф, 
X=CX'(0), XOG), X'(N—1)) (3.4.7) 
注意 到 xw(t) 是 2" 型 阶梯 函数 所 以 有 az(iAf = (і) 会 


м аса, 类 似 式 (3.4.7) 把 NV 个 (i) 合 写成 Nr 
维 向 量 : 
U=Gé(0), Ww(1), eu (М—1))' (3.4.8) 
有 了 上 面 这 些 记号 和 准备 ， 下 面 我 们 就 可 以 把 积分 形式 的 解 的 公 
式 (3.4.2) 转化 成 代数 矩阵 形式 的 解 的 公式 。 先 把 有 穷 和 形式 
的 式 (3.4.3) 写成 矩 竹 形式 ， 
XGA) =D ANXO) +H ANU 
i=0,1-N—1 (3.4.9) 
RE HICA) 是 如 下 的 n xrN 阵 ， 
НКА) = (ФА) H (АР), O HAHH (А0), Ф (At) H(AP), 
НОА), 0, +0) (3.4.10) 
然后 把 式 (3.4.9) RAR (3.4.6) 得 ， 
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Х(ї)=Ф(м)Ф'(МїухХ(0)+ф(ЛуН (М) TU 
+H(ADuCiAD) =T (i)X(0)+ Vi)U 
(3.4.11) 
这 里 я 
T(i)=5(AD®D (Ah 
PCi =DD CANH (лї), BAND CANH (АР), 
PCA H (At), H(At), 0, 0) (3.4.12) 
H (3.4.7), Җ (3.4.11) 能 写成 ; 
X(0) r(0) | №(0) 
ХА X(1) Jr кк А U 


X(N-1)] LT(N-1) Y(N—1) 
(3.4.13) 
进一步 可 缩写 成 : 
X= TX(O0)+VU (3.4.14) 
这 里 本 是 式 (3.4.13) 右 边 第 一 项 中 的 nV x п ВЕ, 由 是 式 (3.4.13) 
右边 第 二 项 中 的 nN xrN E, 
有 了 状态 方程 解 的 代数 表示 式 (3,4,14) 以 后 ， 应 用 有 限 沃 
尔 什 变换 就 可 以 得 到 解 在 序 率 域 里 的 代数 表达 式 ， 也 就 是 系统 在 
序 率 域 中 的 传递 特性 。 为 此 ， 先 要 把 式 (3.4.14) 改写 成 另 一 种 
形式 。 把 状态 矢量 发 的 第 i 个 分 量 在 和 个 长 度 为 At 的 子 区 间 上 
的 积分 均值 记 成 闵 ， 它 是 一 个 和 N 维 秋 量 ， 同 理 把 控制 X 量 的 第 
i 个 分 量 的 类 似 的 入 个 积分 均值 记 成 矢量 и„ ја 
Х!&(Хї, Xi, +, ХӘ", US, ш, зе, ш, 
ER, ЖЕЛАЛ НЯХ, zz 相同 的 分 量 组 成 ， 只 是 分 量 排 
列 顺序 不 同 。 设 T。, Т. НХХ, UU W 置 р, 
X!=7.. X, U'=T, U (3.4.15) 
BO Jno (Ti RRE Ta Т, 6 Ж, 则 容易 证 明 ， 


1 ма (2) а) — 1)n 


Tin 
否则 
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1 k= [2301 -rM+1 +0 一 1)r 
Tir 


0 ЖШ 
这 里 (x] 表 示 x 的 整数 部 分 。 注 意 到 置换 阵 有 性 质 Tz=72， 所 
以 式 (3.4.13) 可 以 改写 成 : 


X'=r'X(C0) + w'U! (3.4.16) 
这 里 ， 

Х!=Т,Х 

| (3.4.17) 

Гг!=Т.Г WI=T,UT: 


现在 我 们 把 Re IN А-НЫН ЕТ ARERR, IEN Т 
有 限 沃 尔 什 变换 , 再 把 变换 后 得 到 的 矢量 合成 一 个 Vn 维 矢量 ; 对 
未 亦 类 似 处 理 ， 得 ， 
и, 
Mix, =(1„®#?)Х!=(1„®#?)Т,Х 
кх, 
(3.4.18) 
Wu 
da Ph | Ge) FO) TD 
к, 
(3.4.19) 
шй у ВН, 


LOWE’ = И?) = 
ВА (3.4.18), (3.4.19) бе, 


4904) (3.4.20) 


х= 1,9) = 1-09) (3.4.21) 


= (SW) Â = ү CS (3.4.22) 
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把 上 两 式 代 入 式 (3.4.16)， 经 计算 得 ， 
ў =FX(0)+ 0 (3.4.23) 
这 里 
P= (1 {?)г!= (ЩИ ТАГ (3.4.24) 
Ф= (LOWE) LBW) 


= (OWE) TT OW? (3.4.25) 


式 (3.4.23) 给 出 了 线性 定常 系统 式 (3.4.1) 在 序 率 域 中 的 传 
递 特性 。 

2. 极 值 控制 

这 里 的 目的 是 求 出 极 值 控制 wx(，)， 使 得 在 给 定 初 值 X(0) 
F, K (8.4.1) WXC) 和 这 个 xz(。) 能 使 性 能 指标 


J= [Tax CH OCX JHC) Саса 


达到 极 小 。 其 中 
Q'=Q QUI)ZO0OCÉEXÆ) R'=R 
R(t)>0 (正定 ) 
HFC), R(t), WREE X, и ihk, RETE 
第 i 十 1 个 长 度 为 At 的 子 区 间 上 的 积分 均值 ， 


осе O Ods, 
特别 对 定常 加 权 阵 
Q(C1)=Q R(t)=R, 

六 个 积分 均值 合成 的 更 大 的 阵 为 ， 

О=йак{0(0), Q(1), 0N- 1 ))=In8Q, 

R=diag{R(0), Е(1), *…R(N— 1)}=In®R, 

如 果 把 性 能 指标 中 的 一 切 量 都 看 作 是 2” 有 限 序 率 的 , 那么 

应 用 式 (3.4.7) (3.4.8) 可 把 积分 指标 化 成 代数 矩阵 形式 


人 oe 
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N-i 
т=л у) CG) KC) tu(i RC) uli ) 
i=0 
= ЛОО X+U'RU) (3.4.26) 


我 们 的 问题 化 为 在 约束 条 件 式 3.4.14) 式 之 下 求 上 式 的 极 小 。 
我 们 转 到 变量 忆 上 《〈 即 在 序 率 域 上 ) 来 处 理 ， 利 用 式 (3.4.18)， 
(3.4.19) 可 得 : 
J= (0+0 RÔ) (3.4.27) 
这 里 
Ô= Ws П„®И?)Т.бТҮП„ф/{?) 


R= Wr OM ET RTL SW 


把 系统 在 序 率 域 中 的 传递 特性 表达 式 (3.4.23) 代入 式 
(3.4.27) 得 : 


J =At{(X( OF HOAX) + ÂR) 
= ле" f 


> 


=АҢЁ'ё@ Û+2Ô'PX(0)+XC0)EXCO)} (3.4.28) 


其 中 
ё=90@+Ё РЫФОР 人 -Of 
于 是 从 
Io 
dU 
得 


SÛ+PX(0)= 0 {3.4.29) 
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这 里 全 是 未 知 量 ， 上 式 是 关于 从 的 线性 代数 方程 组 ， 从 而 可 按 线 
性 方程 组 理论 求 出 部 。 下 面 我 们 用 4' 表示 阵 4 的 广义 逆 ， 于 是 
用 广义 北 的 语言 表示 的 式 〔3.4.29) 的 解 是 
Ü*=5x(0) (3.4.30) 

这 里 

S= 一 人 人 = 一 (G 08G+R):G'OF (3.4.31) 
À (3.4.30) 是 极 值 控 制 在 序 率 域 的 表示 式 ， 应 用 有 限 沃 尔 什 逆 
变换 ， 由 式 (3.4.22)，(3.4.15) 可 得 到 极 值 控 制 在 时 间 域 的 表 
ARA: 


U* = таи) Ô*= a TICLOWK SX (0) 


(3.4.32) 
把 式 (3.4.30) 代入 式 (3.4.28) 得 性 能 指标 的 极 小 值 为 ; 


人 ce 和 Ht 人 入 + 人 


J*= J (Ü*)=X' (0 )(È—2F'G"F+F O GC F)X(0 )At 


(3.4.33) 
注意 到 6 显然 是 对 称 的 ， 并 应 用 广义 逆 的 以 下 属性 ; 
6 一 (GD 一 全 
G'6G =t 
À (3.4.33) 可 化 简 为 
J*=AtX'(0)(S—F'G'F)X(0) 
= х'С(0)(®+2`8)Х(0) (3.4.34) 


应 用 沃 尔 什 变换 ， 在 采样 和 保持 下 求 得 的 二 次 性 能 指标 的 极 
值 控制 式 (3.4.32) 是 连续 时 间 情 形 极 值 控制 的 一 个 很 好 的 近似 。 

з. RE 〈 数 字 逻 辑 电路 的 综合 ) 

目前 ， 数 字 逻 辑 电 路 设计 中 布尔 代数 及 卡 诺 图 表 法 几乎 是 叭 
一 的 数学 工具 ， 但 不 很 完善 ， 沃 尔 什 变换 的 某 些 性 质 可 以 用 来 综 
合 数字 逻辑 电路 ， 从 而 沃 尔 什 变换 为 这 领域 提供 了 一 个 新 Д. 
这 种 综合 法 的 主要 思想 如 下 ， 沃 尔 什 函 数 可 以 由 拉 德 马赫 函数 乘 


-一 一 -一 -一 一 一 一 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 
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积 生成 ， 当 它 由 i 个 拉 德 马赫 函数 乘积 生成 时 称 它 为 i 阶 的 ， 于 
是 沃 尔 什 阵 的 各 行 可 以 划分 为 一 阶 部 分 ， 二 阶 部 分 等 等 ， 用 布尔 
函数 的 2” 个 取 值 作 采 样 数据 矢量 ， 把 沃 尔 什 阵 中 的 元 素 十 1 和 
一 1 用 0 和 1 代替。 然后 对 上 述 矢 量 用 这 阵 作 沃 尔 什 变换 ， 得 到 
2” 个 变换 系数 ， 称 为 布尔 函数 的 谱系 数 也 可 以 对 应 地 划分 为 一 
阶 谱 ， 二 阶 谱 等 等 。 从 卡 诺 图 可 以 看 出 以 低 阶 谱 为 主 的 布尔 函数 
的 逻辑 电路 比 以 高 阶 谱 为 主 的 布尔 函数 的 逻辑 电路 简单 。 于 是 可 
以 对 谱 进行 适当 的 运算 , 使 每 次 运算 后 谱系 数 的 阶 数 都 降低 , 这 过 
程 就 是 在 变换 域 中 化 简 逻 辑 函数 , 直到 谱 的 阶 数 不 能 再 降低 为 止 ， 
这 时 我 们 就 得 到 了 简化 的 逻辑 电路 。 


и ж 


附录 1 抽象 调和 分 析 


在 本 书 的 正文 中 ， 我 们 一 再 强调 了 沃 尔 什 分 析 和 傅 里 叶 分 析 
是 抽象 调和 分 析 的 两 个 特殊 情况 ， 并 且 在 局 部 紧 的 交换 群 上 特征 
函数 的 基础 上 反复 比较 二 者 的 本 质 类 似 ， 又 根据 并 矢 群 和 实数 加 
法 群 的 区 别 多 次 指出 二 者 的 本 质 差 别 。 本 附录 对 建立 在 一 般 紧 交 
换 群 上 的 抽象 调和 分 析 理 论 中 的 一 些 结果 作 极 为 简略 的 介绍 ， 详 
细 证 明 见 参考 资料 ( 2 ]。 

首先 ， 我 们 解释 一 下 “ 紧 ” 和 “局 部 紧 ” 等 最 Ж 本 的 概念 。 
其 它 概念 术语 我 们 均 不 解释 ， 有 关 专 门 知识 见 参 考 资料 [2 ] 及 其 
引文 。 

拓扑 空间 刃 中 的 集合 互 叫做 “ 紧 " 的 ， 指 对 于 妃 的 任意 开 覆 盖 
W (Oe) cey( 开 覆盖 族 的 意思 是 ; OCR 都 是 开 集 ， EBC Y, Oes 


这 里 / 表示 全 体 正 整 数 集合 ) 必 有 有 穷 多 个 0.,,…, Orp W 
вс Ù O, 
k=1 


若 空间 及 本 身 是 紧 集 ， 称 尺 为 紧 空 间 。 如 果 空 间 尺 的 每 个 点 有 邻 
域 U， 且 全 体 邻 域 的 闭 包 R(U) 是 紧 集 时 ， 尺 称 为 局 部 紧 空 间 。 
存在 这 样 一 类 拓扑 空间 ， 它 中 间 的 开 集 有 足够 多 ， 以 致 能 把 不 同 
的 点 分 开 ， 即 ， 

wmx, YER, xI, MA R EERE O, 0, x EO,, 
УЄ0,, О.П0,= ( 空 集 )。 这 类 拓扑 空间 尺 称 为 豪 士 多 夫 
(Hausdorff) 空间 ， 也 称 为 分 离 型 (或 (T) 型 ) 拓扑 空间 。 

Ж (或 局 部 紧 ) 交换 群 G 的 定义 是 ，G 是 一 个 交换 群 ， 又 是 
一 个 紧 (RAME) 的 豪 士 多 夫 式 的 拓扑 空间 。 以 下 除 特别 声明 
外 ， 设 G 是 紧 交 换 群 。 

G 的 特征 函数 〈 或 称 指 标 ) X 是 指 由 群 G 到 复数 乘法 群 中 的 
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连续 同 态 映 象 。G 的 任意 特征 函数 X 由 以 下 性 质 确定 : 

(1) X 在 G 上 连续 ， 

(2) 对 所 有 t EG 有 |x(+)|= 1, 

(3) HEA і, LEGR: X(t 二 t,) 二 X(t,)X(t,)。 用 6G 记 G 
上 所 有 特征 函数 Xx 组 成 的 集合 ， 在 б 中 定义 乘法 : 

(Xi Xa) (1) =X (t) Xt) (1.1) 

则 @ 是 一 个 交换 群 ， 且 可 以 证 明 б 是 局 部 紧 的 交换 群 。G 称 为 
G 的 特征 群 。 

G 上 的 正 测度 上 (+ ) 称 为 不 变 的 ， 是 指 对 于 任何 上 -可 积分 
集 4 及 CG 中 任何 点 如， 加 十 4 也 是 可 积分 的 ， 并 且 (+ 4)= 
A4。 不 变 测度 也 称 为 哈 尔 (Haar) 测度。 给 出 了 G 上 的 哈 尔 测 
度 后 ， 能 引入 G. 上 复 值 函数 的 积分 理论 ， 即 哈 尔 积分 理论 。 可 以 
证 明 ， 哈 尔 可 积 函 数 的 集合 L(G) 是 一 个 巴 拿 赫 (Banach) 空 
ls 哈 尔 平方 可 积 函数 的 集合 LG) 是 一 个 希 尔 伯 特 (Hilbert) 
空间 。 

对 每 个 EL(G)，f 的 会 里 叶 变换 7 定义 如 下 


0 fo fx dd) а.® 


? 是 特征 群 e 上 的 复 值 函 数 。 

W/EL(G), EGLES, H SKEETER б 上 的 
非 负 值 函数 。 

把 所 有 这 样 的 函数 f， 用 复 系数 作 一 切线 性 组 合 得 到 的 函数 
集合 记 成 S。 再 把 6G 上 的 哈 尔 测度 记 为 上 (Xx )。 


定理 1.1 反 演 公式 
RIES, | тоннан, и, 
гео отоо хаас) аз) 


定理 1.2 ”普兰 彻 (Planchere) 定理 
HF SELG), JEL), AE 
7=Pf 表示 对 于 任意 > 0 ， 存 在 紧 集 D.C G， 使 对 于 一 切 紧 集 


135 
рэр, 有 
поо ЈСО Сане <е (1.4) 


同样 规定 / =0) 表示 对 于 任意 < > 0 ， 存 在 紧 集 A.CG, 使 对 于 
—HKKADA, # 


плс S POO KERON 0.5) 


那么 ，Pf 是 定义 于 全 LG) 上 的 ， 且 是 由 L(G) HL) E 
的 线性 等 矩 映 象 ，〈 或 称 保 范 变换 ) Вр, 


上 一 IPA 有 = (1.6) 
AH Оў 也 是 定义 于 全 ZL*(6) ЕЮ, НАР, 
QP= І, РО=1! (1.7) 


其 中 1， 各 表示 L(G) 上 及 L(G) 上 的 不 变 映 象 。 
推论 1.1 对 于 任意 /1(1)，f:( 1)EL*(G)N L(G), 下 列 
等 式 成 立 ; 
oLD Оаа) = eh 0010090) (1.8) 
定理 1.3 8 30х)Є (6), ПЕ НА 
100) fg POOK) 
属于 L(G)， 那 么 在 6 上 几乎 处 处 有 
поо соха) (1.9) 
定理 1.4 ERHALE (Понтрягин) 对 偶 定 理 
#С ЖИШШ. ЄС, TXL!) HG 
上 的 特征 函数 ， 则 + 一 7, 是 由 拓扑 群 G 到 拓扑 群 G O б 的 特征 
群 ) 上 的 同 构 。 
给 出 二 个 函数 ,EL(G) 和 f;EL(G)，f1 和 f; 的 卷 积 
fi 站 fs 定义 为 
(fixf)(1) - һа —r)/(r)dh(r) HRA EG 
(1.10) 
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定理 1.5 BREM 
设 f1、f,:EL(G)， 则 ff,EL(G) BA: 


е Фән) XC an) 
一 入 (X)?(X7 对 所 有 X EÈ (1.11) 


例 〈 本 例 中 采用 第 二 章 8 2 的 记号 ) 
并 矢 群 A 就 是 一 个 局 部 紧 的 交换 群 。 取 零 元 的 邻 域 为 
{(tD)jt= 0 对 所 有 i <N} 

这 里 入 表示 某 个 整数 。 在 此 基础 上 可 以 证 明 人 A ERRER. ER, 
上 的 拓扑 性 质 由 入 同 态 引 出 ， 入: A 一 R,。 在 上 述 拓扑 性 质 的 定 
ХТ, ЧЕ, 是 连续 的 。 再 加 上 第 一 章 8 2 已 证 过 的 也 的 乘积 
定理 。 可 知 广义 沃 尔 什 函数 是 并 矢 群 的 特征 函数 。 注 意 ， 如 果 RR。 
上 的 拓扑 由 普通 实数 尺 上 的 拓扑 来 引出 ， 则 当 y 关 0 时 ， 册 是 不 
连续 的 函数 。 从 这 儿 可 见 并 矢 群 与 实数 加 法 群 的 拓扑 特性 有 本 质 
差别 。 由 也 的 定义 可 证 电 有 如 下 性 质 ， 给 出 0 Ce 之 2*， 则 对 
于 几乎 所 有 的 > 一 ?十 e(》，z ER,)， 在 区 间 ECO, 20) Е 
жр) Се) 也 就 是 说 ， 随 着 > 和 > 间距 离 的 减 小 ， 电 和 
中 取 相 同 值 的 区 间 增 大 。 

可 以 证 明 并 矢 群 A 上 的 哈 尔 测 度 等 于 勤 贝 格 测度 。 把 抽象 调 
和 分 析 中 诸 定 理 用 到 并 矢 群 A E, 就 得 到 沃 尔 什 分 析 的 理论 。 


附录 2 ”广义 有 限 健 里 叶 变 换 的 代数 理论 


本 附录 不 加 证 明 地 简要 叙述 广义 有 限 传 里 叶 变 换 的 代数 理 
论 ， 有 限 傅 里 叶 变换 ， 有 限 哈 达 玛 变换 ， 推 广 的 有 限 沃 尔 值 变换 
是 这 个 理论 的 特殊 情况 ， 用 到 的 有 关 抽象 代数 知识 见 参考 资 
料 [4]。 

令 尺 是 含 单位 元 无 另 因子 的 交换 环 ， (或 称 交换 整 区 )，G 是 
任意 有 限 交 换 群 ，G 含 入 个 元 素 ， 即 |G1=N，( 我 们 声明 ， 本 附 
录 中 的 W 不 规定 为 2") 我 们 引入 “ 群 代数 ”的 概念 。 

定义 1 所 谓 “R 上 G 群 代数 ”是 用 下 式 定义 的 一 个 自由 模 
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( 模 就 是 环 上 的 矢量 空间 ， 自 由 模 是 指 模 中 每 个 元 用 其 生成 元 表 
示 时 表 法 唯一 )。 
RLG)ES1 Dr (9): ol (ER } 
gEG 
这 里 加 法 和 纯 量 乘法 由 模 上 的 加 法 和 纯 量 乘法 来 定义 ， 乘 法 由 着 
积 来 定义 。 如 果 f ， 上 所 及 [GJ， 则 它们 的 卷 积 x hER(G) 
定义 如 下 ， 


(#жв)(а)= У) Сг) hCG F1) 
tEG 


RG) 中 有 了 上 述 加 法 ， 乘 法 的 定义 后 称 为 群 代数 。 
应 用 交换 群 的 基本 结构 定理 2， 有 限 交换 群 G 一 定 同 构 于 特 
环 群 的 唯一 直 和 ， 
k 
G=Zs, B DZn, [| N =N (2.1) 
i=1 
于 是 ，G 可 以 表 为 个 分 量 的 矢量 集合 ， 
451, tts sx) 0 SN} 
它 是 mod( 和 VN.…，NVt) 的 加 法 群 。 如 令 u 是 分 解 式 〈2.1) 中 循 
环 群 的 生成 元 (0，…，1,…0), (i 分 量 为 1)， 则 G 的 元 是 
矢量 


k 
S= У se  0<s<N: 
i=l 


RCGI=1 È s r (S) : SIr (S)ER) 


定义 2” 令 G 是 一 有 限 交 换 群 ， 尺 是 含 1 的 交换 A, РЕР 
的 乘法 半 群 ， 则 所 有 同 态 т. GR* 的 集合 显然 形 成 一 个 交换 群 ， 
RAF Hom(G, №) WE. EEr 是 在 下 述 意 义 下 成 群 ， 

& (т, 9) 表示 r 在 9 会 G 上 取 的 值 ， 定 义 乘 法 (为 与 卷 
积 乘法 区 别 ， 这 乘法 称 为 点 乘 ) 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 Е 
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(тот, 9)=(r, 9) - (т, 9) 
Gr, 9)=(т, 97) 
(1, 9)=1 
Hom(G · R*) 在 这 乘法 下 成 群 。 
我 们 可 以 证 明 ， 
IHom(G,R*N=IGI=NEDR* GAP mkA ERAR) (2.2) 


这 里 结 沪 表示 等 价 ，m 是 G 的 指数 《或 称 阶 数 ), 也 就 是 说 ，m 是 
对 每 个 9 皇 G 使 9 "一 1 的 最 小 正 整 数 。 

一 个 R* 中 的 了 次 本 原单 位 根 , 必然 可 作为 ?阶乘 法 循环 群 的 
生成 元 ， 当 R* 中 包含 轧 次 本 原单 位 根 时 ， 我 们 用 记号 Z А 
表示 。 

如 果 每 个 分 量变 换 具有 形式 


u:RCG)>R: f> 23 f (S) Cr, 8)&}(т) 
ЄС 


(对 r EHom(G，R")) 则 -线性 映 象 U，RCG) 一 RN 是 一 个 代 
数 同 态 。 

为 了 建立 上 述 同 态 的 逆 , 引入 直 交 关系 ， 令 G 为 m 阶 有 限 群 ， 
且 设 Zm >R*， 熟 知 : 


IGI=N Шг=1 
Ус, s -| 
Ec 0 否则 
IHom(G，R91=N 如 果 S= 0 


(r, S)= | 
rEHom(G, R*) 0 否则 


如 果 |Hom《(G，R"*)| 二 和 NN， 我 们 可 以 定义 变换 ， 
U: RIG)>R": f >} 
这 里 ， 


条 Hom (С, R')+Rirj(r)= У) f(S)Cr,S) (2.3) 
SEG 
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可 证 这 个 变换 是 同 态 ， 其 逆 变 换 为 ， 
К{‹К*->р(С}:]}> f 


жи, fiGæRiSæ TE Di PONES) (2.4) 
rEHom(G, R*) 


于 是 可 证 如 下 定理 

定理 2.1 令 G 是 指数 为 m 的 N 元 有 限 交换 群 , R 是 一 个 交换 

1 
整 区 ， 且 含 N° 则 
РСС) = “27,0, Р* 

这 里 同 构 由 正 ， 逆 变换 式 (2.3)，(2.4) 定义 。 而 任 一 这 样 的 同 
构 我 们 称 它 为 广义 有 限 傅 里 叶 变 换 。 

下 面 我 们 来 看 定理 2.1 的 几 个 重要 特例 。 

(1) 有 限 沃 尔 什 变换 。 愉 为 复数 域 ，R* 即 丸 中 去 掉 零 元 后 
的 复数 乘法 群 ，G 为 有 限 并 矢 群 : 其 2" 个 元 可 以 用 m 维 矢量 9 会 
Cas Oy On ËR, KE а= 0 或 1。 设 1(9) 是 G 上 的 复 值 函 


数 。RCG) 就 是 
[Zro o} 
gEG 


一 个 1 (9 )，( 也 就 是 一 组 采样 值 ) 对 应 于 尺 CG] 中 一 个 元 了 元 
之 间 的 乘法 由 并 矢 卷 积 ， 


(fxh)(9)= Уу (1) воет) 
tEG 


定义 。 

易 证 ， 同 态 rs。G 一 R* 就 是 离散 沃 尔 什 函 RW, i) AAA 
限 并 矢 群 的 指数 是 2， 而 R* 中 又 包含 了 二 次 本 原单 位 根 : 十 1 和 
一 1， 所 以 同 态 rs 共有 2" 个 ， 这 2" 个 同 态 就 是 2" 个 离散 沃 尔 什 
HAWN, 1), п=0, 1, 2,2—1, AX 2,08%, R 


包含 ў 所 以 定理 2.1 ЖЕЕ, СС) R2”， 也 就 是 群 代 
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ARCOM 2" 维 复 矢量 空间 同 构 ， 这 时 式 (2.3) 定义 的 正 变换 


1 1 
?= Dee D) ала WALu(t, i) 
= 0 


т- 1 

| i 2а] À, maia/2 
ЛЕ vi ене: 1€ 
0=1 

式 中 mens do ы жей 的 二 进 制 表示 。 这 就 是 有 限 沃 

尔 什 -了 哈达 玛 变换 。 

(2) 有 限 傅 里 叶 变换 。 玉 为 复数 域 , R* 为 非 零 复数 乘法 群 ， 
G 为 二 次 循环 群 ，{0，1，2，… n=- Df EGERN 
函数 。 


ксс)= (У) /1(9)9)，RCG] 中 二 个 元 ВЖ 


JEG 


义 为 循环 (mod n ) 卷 积 ， 
(1Xh)(9)= У /(1)в(а—1) 
tEG 


ЯЛЕ, йты GRRE е7", RE А 808, 1140,1, 
nn 一 1， 六 在 复数 域 尺 中 的 取 值 就 是 ?个 单位 根 。 因 为 G 指数 为 
n，R* 中 又 包含 了 + 次 本 原单 位 根 €, БҮР И] Ж ra 共有 + 个， 


mere, 60, 1, 2,п—1„1ЖЮ@——, ZN А, 


所 以 定理 2.1 RERE, RCGISR, RAR (2.3) 定义 的 正 
变换 为 ， 


1 
+= 2 Ре?" 


i=0 
这 就 是 有 限 傅 里 时 变换 。 
(3) WRAK, СУЖА, 则 Hom(G, R*) 会 


r 
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G* 就 是 G ЖЕНЕ, ВСС", HA, HE (т, 6) 
在 复数 域 里 存在 入 ;个 解 ， 即 

(т, є) = e?r 0 <п;< №, 
TE, ВРУЧЕНИЯ k ERE (m, m4) 一 一 对 应 ， 由 的 定 
义 , 式 (2.3) 变 成 


k 
2л} У nsi/ Ni 
Ni- i=l 


„= УНА Ж Дз» € (2.5) 


а=0о m=0 


这 个 式 子 包含 了 有 限 沃 尔 什 变换 ， 有 限 傅 里 叶 变 换 ， 推 广 的 有 限 
沃 尔 什 变换 为 其 特殊 情况 。 因 为 在 RCGJ 中 乘法 定义 为 郑 积 ， 而 
在 К" 中 乘法 是 尺 中 的 普通 乘法 (AR), MA BREM, W 
即 “ 变 换 卷 积 同 构 于 点 乘 ” 是 有 限 傅 里 叶 变 换 的 特点 。 

(4) 设 R 是 特征 为 素数 的 有 限 域 ( 记 为 Z/pZ)， 这 个 域 
的 乘法 群 必 是 循环 的 且 次 数 为 了 一 1， 定理 2.1 指出 如 ml(p 一 
1)， 则 《2Z/pZ)CG) 上 可 以 进行 传 里 叶 分 析 ， 这 里 m 是 G 的 指 
数 。 如 果 我 们 要 计算 4 жо, ии, оп ЕШ, T 
设 了 是 一 个 足够 大 的 素数 ，n 12 一 1，w x 0 的 每 个 分 量 都 小 于 
旋 ， 则 卷 积 计算 可 以 嵌入 Z/p2 中 进行 ， 这 时 可 以 使 用 有 限 域 上 
的 傅 里 叶 变换 来 算 卷 积 ， 并 采用 72/р7 循环 群 的 生成 元 (是 整数 ) 
来 计算 。 算 法 的 全 部 计算 在 整数 mod 少 上 进行 。 注 意 ， 这 儿 叙 述 
的 特例 《4 ) 与 后 来 发 展 起 来 的 数论 变换 在 某 种 意义 上 有 一 定 
联系 。 

定理 2.1 给 出 了 广义 有 限 傅 里 叶 变 换 存在 的 充 要 条 件 ， 下 面 
我 们 在 这 基础 上 来 讨论 广义 有 限 健 里 叶 变 换 的 快速 算法 。 快 速算 
法 之 所 以 能 快速 ， 本 质 上 是 因为 变换 阵 U 能 因 式 分 解 为 低 维 变换 
阵 的 克 罗 内 克 乘 积 。 

定义 3 令 x 和 ?是 带 有 基 (u,e, Un) 和 (v1,…,vm) 的 
Е-КЖ, ВПК х@ужп.т#р-%, Li 

{ио i 二 1,…，#，j 二 1,…，m} 作 为 基 


rr 一 一 一 
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基 的 乘法 由 x A УШ ЖЕН, Eh. 
(и, @ю,). (и,@ю,„) = (и;-и,)@(0,+9,) 
-5 9: 9 Ў В.о, = 5 Ў 9, аВ, dos 
t=1 =1 t=1 
ХШ (а, 和 po 是 代数 xx 和 > 的 结构 常数 。 以 下 我 们 总 设 Zas 
R, N'ER, RÉXBER, Bih, $ zÆ R* 中 的 一 个 入 次 本 
原单 位 根 。 普 通 的 有 限 全 里 叶 变换 就 是 ， 
N-t 
Ux f >f, p= У Р" (2.6) 
i=0 
Ж ола» ЕШ (Сай o ES), FA UATE 
它 对 应 
o(r)=s 
o(r)&s 
这 里 {P(o)},, 表 示 和 矩阵 PC(o) Шут frs 列 元 素 , ИЛЕ. 


1 
PC] 
0 


= 
Unw(o) 会 P(a)Uw ә} У рә" (2.7) 
i=0 


也 是 一 个 代数 同 构 ， 并 可 代替 式 (2.6), 

WMRNSN Ny Ni 是 NN 的 任 一 因子 分 解 ， 我 们 可 以 证 明 
以 下 变换 ; 

Озх,(о,)@--@х,(о,)+ RCZ DDR Zn) 
RQQR" 
对 每 个 选 定 的 置换 ,ESw， 是 代数 张 量 积 的 一 个 同 构 。 在 上 式 
中 ， 同 构 和 矩阵 可 以 写 为 ， 
(Р(о.)®--Ф@Р(о„))- (Un DBU n) 
定理 2.2 令 入 是 一 给 定 的 非 素 整数 ，N 一 NN,…NV4 是 NN 


的 任 一 因子 分 解 ，R 是 含 一 个 次 本 原单 位 根 和 - 汶 - 的 整 区 , о, 
Y, т Ss 中 的 任意 置换 。 则 存在 一 个 唯一 的 慷 - 代 数 同 构 
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lo, Y, т, Naes NoD:RCZN 
ROZ) GR (Zn) 
对 它 ， 下 面 的 图 是 可 交换 的 。 


А P(Y) (Un QQUN) 
Rs QED С) Р RQ QR 


DCI, Y, T, Nye, Na) | | РС) 
В (20) po; — + À" 
由 定理 2.2 可 得 ， 
Un= РС). (Un 0,):Ф(ну Nite, Na) (2.8) 
这 就 是 变换 矩阵 的 因子 分 解 式 。 
定义 线性 变换 Fi Rn ORZ >R ORNE 
其 矩阵 表达 式 为 ; 
Fi=lm@ QU ®Q Qi i=1,2,k (2.9) 
HA (2.8) 可 得 : 
UN 一 已 (LDPE 中 (Rh Nites Na) (2.10) 
在 许多 情况 下 同 构 矩 阵 了 和 Un 差不多 一 样 称 密 , 这 种 分 解 对 快速 
计算 没有 用 处 。 但 是 ， 我 们 可 以 证 明 适 当选 择 置换 4，o ESw 
总 有 下 式 成 立 : 
Us= PCE): FL AL Erdene А.Е P(o) (2.11) 
这 里 A 是 对 角形 阵 。 这 样 ， 变 换 的 计算 就 从 原来 W: 次 运算 减少 
到 运算 次 数 约 为 NlogN 数 量 级 。 
引 理 2.1 NSN Ne М, ЫЖ, W 
ZnZn SEAT 
定理 2.3 £SN=N, NoNe NAWEEK, WEEE KE 
EPC) ЖР(и), 
Ux= P (U): (Un: л). P(o) 
=рР(ҥ).Ехм "Ек, P(o) (2.12) 
这 个 定理 说 明 当 N, 两 两 互 素 时 , (2.11) 中 的 А, 可 以 取 为 单位 
阵 ， 这 就 是 FFT 古 德 算法 的 推广 。 如 果 (М, N)>1, H3 
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理 2.1 可 证 明 ， 使 式 (2.12) 成 立 的 置换 0o， 上 不 存在 ， 所 以 定 
理 的 条 件 是 充 要 的 。 

当 №, 间 不 两 两 互 素 时 ， 我 们 能 得 到 КЕТ 库 利 - 图 基 算 法 的 
H. АБА ЖЕ = 2 时 的 结果 ， 对 一 般 的 类 似 结果 就 是 式 
(2.11)， 不 再 重 述 。 ` 

定理 2.4 &у=М,.М,„, (NN) 1 则 按 适当 方法 我 们 一 
定 能 找到 置换 上 ，o ESw， 使 

Un= P(H)(Un@lr:) À (Im Un) P (0) 


这 里 人 是 某 对 角形 阵 
M (Л, М.) = 1 时 ， 由 定理 2.3， 人 可 以 为 Ix。 定理 2.4 


PERH, o 的 具体 求法 见 参考 资料 [12]。 
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明 移 植 到 鞭 论 中 来 ， 就 完成 了 这 个 证 明 。 离 散 参 数 情形 的 推 证 在 
ш. 23 节 。 


20. 约 化 的 计算 


例 (а) 设 4 是 一 细 开 ( 见 第 16 节 ) 的 随机 区 间 15, ТЇ, 


SS<T， 则 [由 第 18 节 《b》 自 知 ] 拟 处 处 有 Rio 一 Ré. 如 果 


DC) 是 几乎 必然 右 连续 的 正 上 鞭 , 在 4 上 有 (0) < уб), W 
在 所 有 过 程 在 参数 值 十 co 处 为 0 这 一 约定 之 下 有 
убо) > E{y(S)1F D} > Е(2(5) 1.9 (0)} (20.1) 
在 {5> 0 上 几乎 必然 成 立 。 令 
E{z(S)| F (1)}， 若 :过 5， 
-| FST, 
0, Ж 十 co >> Т, 
则 适当 地 选取 条 件 期 望 (定理 2) 可 使 过 程 zC) 成 为 右 连续 正 上 
ЖЕЕ 4 上 等 于 z(*)， 并 且 拟 处 处 不 大 于 yC). WE se) 
是 Ris 的 一 个 版 本 。 

A b) 若 4 同 例 (a) п Èm 15,Т1, 则 任何 在 В 上 不 
小 于 z(,) MASTER УС) 拟 处 处 不 小 于 R44.),, 且 有 (20.1) 
在 {S>:} 上 几乎 必然 成 立 、 此 外 ,对 s > 0, 过 程 y(,.)Lo rre 
也 是 在 В 上 不 小 于 C) 的 右 连续 正 上 著 ， 于 是 拟 处 处 有 


Е{#(5)|.#()}, #r<s, 
RM) 一 zC), #S<I<T, 1< +оо, 
0, Ж 十 oo >:>T, 


及 
Rice -3 Ris 
而 且 在 [T1 这 个 半 极 僻 上 有 Re < Ris 


A (с) Жо<а<ь, 上 且 设 as 一 0 时 和 多 (0),a>0 时 
AEUca F Ce). И 
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[ay 在 A 上 ， b, 在 4 上 ， 
= ж л E, =. EN E, 
Д] [a,b] X 4 一 [5,TI、 于 是 例 《b》 中 对 约 化 进行 的 计算 仍然 
适用 。 
EE BE (0,7,7 (C), P) 具有 这 样 的 性 质 : 其 上 一 
切 几 乎 必然 右 连续 上 商都 是 几乎 必然 下 半 连 续 的 。 再 设 C) 是 
一 个 几乎 必然 连续 的 正 上 鞭 ， 对 可 料 集 À, ТИТ 表示 АП 
[十 co1 的 进入 [命中 ] 时 间 , 则 对 每 个 上 > 0 # 
Rice) = E{z(T) IF C} a.s. (20.2) 
Rio) = E{z(T)|.F (1)} a.s. (20.27) 


因为 若 对 Z* 中 的 n, (20.2) 与 (20.2) 对 2С.) An 成 立 , 则 
对 а(-) 也 成 立 ,所 以 只 需 对 有 界 的 zC) 证 明 本 定理 。 再 者 , 借 
助 如 下 推 证 可 知 ， 若 (20.2) 成 立 则 (20.2 ) 也 成 立 ; 因为 Ri Ж 


RA .的 平滑 , 则 存在 R+ 的 可 数 子 集 , 使 对 此 集 外 的 :+， 忽 略 一 个 
与 + 有 关 的 零售 有 ROO 一 RO. RAGE Т. ЖТ 的 


PR, T,= Бъ, , ,7’, 从 而 存在 Rt 的 可 数 子 集 ,使 对 不 在 此 集 上 
的 4, 忽略 一 个 与 + 有 关 的 零 集 有 7, 一 7;。 于 是 , 如 果 (20.2) 成 
立 , 则 对 某 个 可 数 集 之 外 的 + 有 (20.2') 成 立 。 最 后 , 若 ›>0, H 
在 例外 的 可 数 集 之 外 取 :序列 式 地 下 降 赵 于 :s， 则 由 (20.2) 可 得 
(20.2) 对 。 成 立 ， 这 只 需 注意 到 左边 是 几乎 必然 右 连续 的 并 对 和 
边 运用 条 件 期 望 的 控制 收敛 定理 。 

现在 着 手 对 有 界 的 20) 证 明 (20.2)。 设 А. 是 使 (20.2) 成 
立 的 集 列 ,为 证 (20.2) 对 任意 的 可 料 集 4 成 立 ， 我们 只 需 证 明 如 
下 两 个 命题 : 


G) 着 ACC EU å = À, WOORI 


GD 着 ADAD- \) 4 一 4, 并 且 每 个 d, RFT 
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测 集 , 它 对 固定 的 w 有 紧 的 : 截 口 , 则 (20.2) 成 立 。 

事实 上 , 若 以 TP ФИ) (с) 中 所 考虑 的 那 种 集合 的 有 限 并 
组 成 的 类 , 则 由 Gi) 可 知 (20.2) 对 Г, 中 集 的 可 数 交 成 立 ， 因 而 
联合 G) 及 第 18 节 的 (ш) 可 推出 〈20.2) 对 每 个 可 料 集 4 成 
立 . 下 证 (i) 与 (ii). 设 5,, 是 集合 А. ПЕТ, оо ААН. 
在 命题 G) 中 有 Su > Su 三 ……, 且 impensa = Ti 一 方面 由 
第 18 节 Ch) 知 拟 处 处 有 Ба. Кая 一 R4.， 另 一 方面 用 条 件 
期 望 的 控制 收敛 定理 知 

lim E{z($,)1F (D)} = (аСТ) FC)} аз. (20.3) 

在 对 À, 成 立 的 (20.2) 中 令 * 一 co 便 得 到 (20.2) 对 À RE. Ж 
命题 Gi) 中 有 5656-55, E lim-Sw = Т. 一 方面 由 
《18.7”) 知 im 。--R2 一 R4(.), 男 一 方面 (20.3) 成 立 ， 从 而 再 在 
对 À, 成 立 的 (20.2) 中 令 ”一 oo 便 得 证 (20.2) 对 À HR. 

附注 约 化 R4.， 在 (20.2) 中 只 是 被 确定 到 标准 修正 。 但 是 
事实 上 我 们 已 经 在 忽略 不 足 道 集 意义 下 唯一 地 把 R4 .定义 为 一 
个 极为 特殊 的 标准 修正 。 


21. ЕЙУНЕ 


140) FC) 是 一 个 几乎 必然 右 连 续 的 L! 有 界 可 料 
增 过 程 ， 它 生成 几乎 必然 右 连 续 上 黄 位 势 C) 7 CD}, 对照 
测度 的 能 的 经 典 定义 〈 见 1.XVIL. 2 节 ), 将 AC) 的 能 定义 为 


[слао 是 自然 的 ,但 是 其 更 有 用 的 标准 定义 是 
IC 一 二 | CO + A) AD Ола) 


而 且 我 们 现 将 证 明 , 如 果 E{4( 二 oo) < 十 co， 则 按照 这 个 定 “ 
便 有 


С = Э E{A(+o0)!}, (212: 
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Ж AC) 是 有 界 的 。 选 取 条 件 期 望 y(p) = Е{ (+оо) 19 ()} 
使 得 DC) FZO ЖЕ. WA 
Frazao Е ESIZ O) = Faea. 


(21.3) 
因 AO {ЯЯ C) 5 у(-) 也 是 有 界 的 ,从 而 (由 定理 7) 
可 得 
E [GEAG } ~ Ety(+oo)4(+eo)) 
= EACH}, ол) 
对 乘积 测度 dA) хао) 用 Fubini 定理 便 导出 
Е [асалод] 


1 a Li = 
-4e facto) + 1 (таб) ложа}, 


从 而 得 证 (21.2)。 如 果 Ato) 不 是 有 界 的 , 按 第 7 节 ) 取 5.0 
有 限 可 选 时 的 增 序列 ,使 得 lim ,~-S。 一 十 oo 而 且 对 每 个 wm 4(5,) 
有 界 , 对 ACSA) 这 个 增 过 程 有 (21.2) 成 立 , В п 一 co 可 得 对 
AC) 的 (21.2)。 


22. ЕФТ HERI HERR 


Dre), F G), E КЕ п АОЛ EERE ER ЕЁ. 
假定 2 (0) 包含 所 有 零 集 并 定 义 3 (+оо) = Yer 2 (0). 
据 Ш. 15 节 知 随机 变量 x( 十 co) 一 іт, хо) ERDE B À 
右 闭 元 在 以 下 的 讨论 中 我 总 是 以 FC) 为 参考 过 滤 ， 但 不 是 
处 处 明确 地 指出 来 。 过 程 的 几乎 所 有 祥 本 函数 x(') 在 每 一 个 严 
格 正 的 参数 值 上 必定 有 左 极限 , 故 可 定义 左 极限 过 程 x(* 一 ): 它 
在 0 处 取 x(0), 在 左 极限 不 存在 的 其 它 正 参数 值 上 可 任 取 , 设 T 
为 可 料 可 选 时 并 定义 
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(Т—)—х(Т), # {Т < +оо} Б, 
0, 在 {Т - +оо} Е. 
对 zE R*, Ж уб) 一 Лато (EE {Т = to} 这 个 集合 上 为 
0)。 如 果 Т. 是 预报 人 的 可 选 时 序列 , 则 有 
ба) HE x*(') +70) 是 几乎 必然 右 连续 的 上 R, ТЕ 
Тон 处 几乎 必然 连续 , 它 有 右 闭 元 x( 十 0) 十 J, 而 且 E{J} 
< E{x(0) — x(+%)}. 
事实 上 ,根据 第 3 节 (扩张 的 定理 3) 知 ，x*(T 一 ) 可 积 且 如 下 
Ежа: 
Е{х(+оо)} < Е{х(Т)} < Е{х(Т—)} < Е{х(0)}. 
(22.1) 
因而 /是 可 积 的 ,并 且 E{J} 满足 所 要 的 不 等 式 。 下 证 хо) + 
VC) ЖЕЙ. ЕЖА yC) 适应 于 FC), C) +С.) 满足 
EURER OS s+: 有 
Е{х(0) + Лот FN} < a(s) © аз. (22.2) 
СТ.М) Лг 是 可 选 时 的 递增 序列 , 它 以 《TV sz 为 极限 。 定 义 
# = Ба, „аСТ, Мз) Лг). HR 3 节 ( 扩 张 的 定理 3) 可 得 ， 有 序 
三 元 素 


FON [ГҮ FT уол], 


[х((Т У) Л), Z С(Т VSN) 
Е, Ме 
a(s) > Eft, (5) > Е{х((Т VONDA (s)} 


> Efa) F (s)} a.s. (22.3) 
至 此 可 得 
Е{#— х((Т\з)улг)|# (з)} < (s) — Ех) FC} 
а.з. (22.4) 


因为 几乎 必然 有 #—х+((Т\зуЛу— Jlucrens KARSA 
〈22.4) 可 推出 (22.2)， 就 是 说 C) 十 X(*) ЖЕЙ. ЗЛО 
计算 可 证 明 这 个 上 园 右 闭 于 随机 变量 (оо) 一 Jl, AMEA 
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ИТ КЁР (+оо) +J. 
最 后 我 们 证 明 


O) жт 是 \Y FT.) 可 测 的 ,例如 ( 见 IL. З), 


x(*) 是 几乎 可 料 的 ,那么 几乎 必然 有 120, 并且 y) 也 是 几 
乎 可 料 过程 ， 

在 几乎 必然 成 立 的 不 等 式 E{x(T)IF CT,)} <T.) 中 令 
?一 co, 就 得 到 x(T) < x(T 一 ) 几乎 必然 成 立 , 就 是 说 几乎 必然 
有 4>0. 为 证 УС.) 是 几乎 可 料 的 ,考虑 由 

y) = rT—)rens y= аСТ) (22.5) 
定义 的 过 程 Y(') 5 yC) (在 {T = +оо} 上 取 为 0). 因 为 由 
у.б) == CT liens AOL E{x(T)| FT, )}lirsen 

(22.6) 
所 定义 的 过 程 y,(*) 5 уи) 是 左 连 续 的 适应 过 程 ， 从 而 它们 
是 几乎 可 料 的 。 注 意 到 у Со) 是 y,(*) 的 几乎 必然 极限 ,y”(*》 
是 у,С-) 的 几乎 必然 极限 (п > оо), k ye) 5 yC) ЁЛ. 
TA. HE УС) УС) — y" TA УС) 是 几乎 可 料 
过 程 ,这 正 是 要 证 明 的 . 


23. 上 坝 的 分 解 与 间断 


本 节 中 所 有 的 过 程 都 以 R* 为 参数 集 ， 而 且 象 第 22 节 那 样 ， 
Л.Ә КА Ж ЕЙ х(-) 的 左 极限 过 程 用 x(* 一 》 表示。 回忆 
aC) 的 几乎 必然 下 半 连 续 性 意味 着 x(: 一 ) > x(:) 同时 对 所 有 
的 + 几乎 必然 成 立 . 

定理 设 #(-) 是 某 个 概率 空间 上 的 右 连 续 过 滤 ， 并 假定 
FO) 包含 所 有 零 集 。 则 有 

(а) 几乎 可 料 的 几乎 必然 右 连 续 上 拷 {х(-), FC 一 定 

是 几乎 必然 下 半 连 续 的 。 若 хе) ZER, ДЕЛ 
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СЬ) # (а) 中 的 C) 是 右 闭 的 ， 则 它 可 写 为 几乎 可 料 的 
多 (') 适应 过 程 之 差 x**《*) r (C), 使 得 

(ы) x(*) 的 几乎 所 有 样本 函数 是 单调 增 的 ,并 且 它 在 x(*) 

的 样本 沪 数 的 晃 跃 点 之 外 取 常 值 , x(0) = 0; 

《b2) x”《，) 是 一 个 几乎 必然 连续 的 可 右 闭 上 菊 。 

(с) 如 果 每 个 FC) 可 选 时 都 是 可 料 的 且 多 (') 可 料 , 那 

么 每 个 几乎 必然 右 连续 上 苇 C), FC) 必 为 几乎 
可 料 的 ， 从 而 是 几乎 必然 下 半 连 续 的 ， 如 果 此 过 程 还 是 
鞭 , 则 它 几乎 必然 连续 。 

(а) 的 证 明 。 因为 只 需 对 一 切 # > 0 证 明 (а) 对 于 过 程 > 
CAn) 成 立 , 故 可 设 C) ТАИ ЕВ. CARR, 4A ER 
HEAR IE O) FCO 是 几乎 必然 左 连续 的 ,因而 
是 几乎 可 料 的 ,于 是 C) ‹(-—),# CII 是 几乎 可 料 过 程 . 
由 此 可 推出 当 。 > 0 时 ,集合 

Н, = {1,0): x(1,0) — x(1—,0) > с} 
是 几乎 可 料 集 。 此 外 ,在 忽略 不 足 道 集 意义 下 有 ， 百 。 的 进入 时 间 
了 的 图 在 Н, 之 中 , 因而 (由 П. 9 知 》 了 是 几乎 可 料 时 .根据 第 
22 节 的 (b) TALE T < 十 co 上 几乎 处 处 有 х(Т—) > (Т). 
但 除非 几乎 必然 有 T 一 十 co, 上 式 是 不 能 成 立 的 。 至 此 我 们 证 明 
T (а) FERLERN. £C) ECAD KERER 
用 于 x(*) 与 —х(-) 便 可 得 证 〈a》 HARRE. 

在 证 明 (b) 之 前 先 证 〈c) 较为 方便 。 

(с) 的 证 明 。 先 假定 1) 作为 一 个 上 轴 是 可 右 闭 的 。 Ж 
пє2'і REZ ,定义 Tu 一 0, 而 如 果 Toi 已 定义 , 则 取 
T [е ж Tsi +оо, 

ане Tena: 20 lel) — х0) < 209}, E. 
Ta 为 可 选 时 ,因而 由 假设 知 它 是 可 料 的 。 再 由 第 22 节 的 〈b) 可 
%,7п> 08 Т, < +оо 时 有 (Т) > (Т). Тас 
十 co 时 到 Ja х(Т.4—) = x(T。k), 否 则 取 Jamo, 并 通过 对 
ЄК 
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(0, 当 Т. = +оо, 
出 

而 定义 一 个 右 连续 过 程 mC) AA x(*) 是 可 右 闭 的 , 它 的 右 闭 
元 lim,er(e) 用 (+0) 来 表示 。 根 据 第 22 节 可 知 , 几 乎 必然 
有 Ja 20 且 过 程 xu(*》 是 几乎 可 料 的 [这 里 及 今后 ,参考 过 
滤 都 是 多 (.)]， 过 程 rC) + xw(*) 是 几乎 必然 右 连续 可 右 
PER, HATA (+0) + Jas MEA E{Ju}) < E{x(0) 
一 (+0)}, зж ВЕ АКН Да] CZE HEX 
Je Elna 及 00) 一 x4(t)( 求 和 是 取 遍 所 有 的 * 及 《)， 那 
АЖ E{J} < E{x(0) 一 x*( 十 00)}。 由 此 可 推出 J 与 (о) 都 是 
几乎 必然 有 限 的 。 过 程 rC) 是 几乎 可 料 的 , 它 的 几乎 所 有 样本 
函数 都 是 右 连 续 , 只 是 在 Tu 处 有 正 的 跃 度 Ja 过程 С) = 
CHC) 是 几乎 必然 连续 的 ,从 而 是 几乎 可 料 的 ， 至 此 我 们 
在 可 右 闭 假定 之 下 证 明了 20) LETS. Б x*”(，) 可 右 闭 于 
(+оо) 十 J)， 去 掉 可 右 闭 的 假设 ,将 上 面 结 果 对 一 切 严 格 正 数 % 
用 于 过 程 (An) EE (Лт) 的 几乎 可 料 性 ， 因 此 r(e) JL 
乎 可 料 。 

(b) 的 证 明 。 在 《c》 的 证 明 中 我 们 已 经 得 到 C) 的 满足 
(ы) 5 (b2) 的 分 解 式 , 但 需 假 定 x(*) 是 可 右 闭 的 几乎 必然 连 
续 鼎 且 满 足 加 在 参考 过 滤 FC) 上 的 一 定 条 件 。 大 致 看 一 下 
这 个 证 明 便 得 知 , 凡 是 用 到 加 在 FC) 上 的 这 些 条 件 的 地 方 ,有 
aCe) 的 几乎 可 料 性 就 够 用 了 ， 


#153. 


第 V 鲁 ”随机 过 程 的 格 与 相关 的 类 


І. 惯例 ,本 性 序 


在 这 一 章 里 ， 我 们 将 讨论 从 款 论 中 自然 地 提出 的 一 些 特定 的 
随机 过 程 类 。 这 些 过 程 类 ， 以 及 它们 与 1. IX 章 中 具有 同样 名 称 
的 类 之 间 的 关系 将 在 后 面 的 几 章 里 研究 。 用 到 的 格 论 知识 参见 附 
录 Ш, 

本 章 中 所 有 的 随机 过 程 概念 部 是 祖 对 于 某 个 指定 的 滤 过 概率 
空间 (0, F, Р; FC), 161) 而 言 的 .除非 指明 进一步 的 限 
制 ,这 里 的 了 总 是 任意 的 线性 序 集 ， 象 通常 一 样 ,总 设 概率 测度 是 
完全 的 , 且 假 定 每 一 o RAF) 包含 所 有 零 集 。 所 讨论 的 随机 
过 程 是 适应 于 FC) MED (R,ZR)) 为 其 状态 空间 . 

回忆 1.8 节 , 我 们 把 互 为 标准 修正 的 过 程 视 为 等 价 过 程 , 从 而 
把 随机 过 程 按 本 性 序 分 为 若干 个 等 价 类 。 如 果 有 

P{y(Cr) > х(:)} = 1, 161, 
则 称 过 程 у(-) 为 C) 的 本 性 序 强 函 数 。 进 一 步 回忆 随机 过 程 
族 T 的 本 性 序 下 确 界 ess inf Г, BT фо КОЖЕ ВЕТ 
界 , 它 可 以 按 如 下 方式 得 到 : 如 果 以 ET 表示 包含 x(*) 的 
等 价 类 在 了 中 ,或 者 说 x(*) 是 T 中 某 个 等 价 类 的 一 个 版 本 (关于 
这 种 记号 的 弊病 参见 L.1 节 的 注 记 ), 那 么 ess infr 就 是 所 有 形 如 
{ess inf x(),1€1} 


的 版 本 组 成 的 等 价 类 。 回 忆 随 机 变量 族 的 本 性 下 确 界 是 概率 1 确 
定 的 。 随 机 过 程 类 按 其 本 性 序 组 成 一 个 完备 格 ， 这 一 事实 对 单 点 
集 了 成立 从 而 对 任意 的 1 也 成 立 ， 

连续 参数 情形 
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当 1 一 R+ 时 ,约定 FC) 右 连续 , 多 (0) 包 含 所 有 委 集 ， 
并 且 所 讨论 的 过 程 都 是 几乎 必然 右 连续 的 。 回忆 参数 集 为 R+* 时 ， 
丙 个 互 为 标准 修正 的 几乎 必然 右 连续 过 程 是 无 区 别 的 ,就 是 说 , 它 
П кх 2 上 拟 处 处 祖 等 。 


2. Ей (6) 7 (-)} 的 LMx(:) 


《本 节 对 应 于 位 势 论 中 的 1.1X.2 #5.) 

Ж UC), FCO 是 一 下 鞭 , 其 参数 集 了 是 有 首 元 的 任意 线 
ВЛЕ. WRS 与 了 是 可 数值 可 选 时 ,在 1 中 有 上 界 且 SET, 
则 按 本 性 序 有 x(*) <тух(.) << rral) 根据 11.20 节 “ 特 殊 情 
形 ” 一 段 的 结果 (对 偶 到 下 缺 情形 ), 楼 么 C) BE AE LAURE 
ЮЖН. Бъ, ,Е{х(5)) = +0; ЖА x(+) 有 一 个 本 性 序 上 黄强 
函数 , 则 LMx(*) 存在 , 过 程 {LMx(*), 多 (.)} 是 鞭 , 且 在 标准 
修正 意义 下 有 

LMx(e) 一 esslim Tix(。) 一 esslim Е{х(з)|\ #(>)}, (2.1) 
而 且 

Е{1,Мх(‹)} = їт,,Е{х(;)} 一 supE{x(s)}, (2.19) 


(通常 我 们 把 [LMx《(*)](:) 写作 LMa(e).) HE FSU RAGE 
理 ( 定 理 11.7) 的 一 种 形式 知 ,上 确 界 与 有 向 极限 


sup{E{x《S)}:5 为 有 界 的 可 数值 可 选 时 } (2.2) 
就 等 于 (2.1') 式 中 的 上 确 界 。 于 是 当 且 仅 当 随机 变量 族 
{x(5):5 为 有 界 的 可 数值 可 选 时 } (2.3) 


的 期 望 有 界 时 LMx(*) FE. 

E UC), FC) ЖЕК, M LMzx(') 的 存在 性 等 价 于 
随 册 变量 族 (2.3) 的 1! 有 界 性 ,而 且 经 平凡 的 推 证 可 得 知 ，(2.3) 
中 的 3 不 需要 要 求 在 1 中 有 界 。 此外， 了 有 首 元 这 一 假设 也 可 以 
去 掉 ,这 是 因为 ,无 论 如 何 过 程 总 可 由 随机 变量 0 连同 平凡 v 代数 
(2,0) 为 自 左 封闭 。 特 别 地 ,假定 这 个 正 下 款 一 致 可 积 ,就 是 说 ， 
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ВРЕ ЪФ Ф, (8 
sup Е{Ф[2(2)1) < +, (24) 


则 此 时 LM (e) MEE, HIR {Ф[х(-)], FC EEFE, 
故 当 且 仅 当 LM@[x(。)] 存在 时 (2.4) 式 成 立 。 现 在 我 们 来 证 明 
LMO[ILMx(*)] 也 存在 ,而 且 在 标准 修正 意义 下 有 
LMO[LMzx(°)] = LMO[zx(*)], (2.5) 
为 此 我 们 指出 ,在 标准 修正 意义 下 有 
Е{4 [LMzx(s)]| F Се) 
= Е{Ф [ess lim E{x (JF OFC 
< Е{езз іп Е(ФГ С) С) F(°)} 
= Е{1М@Ф[х(+)1|.# (-)}. 
Es 递增 取 本 性 极限 就 会 得 到 (2.5) 式 的 左边 是 其 右边 的 一 个 本 
性 序 弱 函数 。 祖 反 的 序 关 系 是 平凡 的 。 
连续 参数 情形 
回忆 ТУ.14 节 , 在 ( 按 1 节 定 义 的 ) 连 续 参 数 情形 ,如 果 {z(*)， 
多 (')} 是 几乎 必然 右 连续 下 蒜 , H LMx(。) FE, 则 这 个 黄强 
肾 数 可 以 取 为 几乎 必然 右 连 续 的 。 记 号 LMC) 将 总 是 代表 它 
的 某 个 几乎 必然 右 连 续 版 本 。 此 外 , 若 CZ C) 是 正 的 几 
平 必然 右 连续 下 摧 ,那么 不 仅 象 在 一 般 情 形 已 经 叙述 的 LMx(e) 
的 存在 性 等 价 于 
зир{Е{х($)}:$ 为 有 限 的 可 数值 可 选 时 } (2.6) 
的 有 限 性 ,而 且 (2.6) 中 5 为 可 数值 这 一 限制 出 可 以 去 掉 , 事实 上 ， 
若 (2.6) 中 上 确 界 等 于 <， 则 对 任何 有 限 可 选 时 T(<+o), #3 
1.2 WAO) 的 方法 定义 [T], MAH Fatou 引 理 可 得 
E{x(T)} < liminfE{x([T],)} е, 
如 果 这 个 下 质 以 某 个 可 积 随机 变量 *( 十 co ) 为 右 闭 元 ,( 对 一 致 可 
积 下 鞭 这 一 点 是 成 立 的 [ 见 Ш.3 节 (e)].) 则 上 述 论 证 对 任意 的 
可 选 时 T < 十 oo 成 立 ,从 而 此 时 (2.6) 式 中 对 可 选 时 5 的 限制 可 
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以 完全 去 掉 ， 
3. 一 致 可 积 正 下 款 


在 1.IX.3 节 , 我 们 定义 了 R” 的 某 个 Green 子 集 上 的 一 个 
函数 类 (аъ), MEH 1.1X.3 讨论 了 DCj%_) 中 的 函数 u. 所 
考虑 的 应 用 是 用 于 正 的 4 次 调和 函数 与 调和 函数 。 指定 集合 
ERAR Dluh) 的 概率 论 对 丫 物 是 如 11.11 节 所 定义 的 , 某 概 
率 空间 上 相对 于 给 定 参 数 集 与 过 于 的 类 了 随机 过 程 。 如 下 定理 是 
定理 1.IX.3 在 概率 论 方面 的 对 照 物 ,所 考虑 的 应 用 是 用 于 正人 下 舟 
和 款 。 在 这 个 定理 中 ,所 有 的 随机 过 程 是 定义 于 同一 滤 过 的 概率 
空间 上 的 。 

定理 Hie), ZO EUR, 多 (及 )) 为 状态 空间 的 一 
个 随机 过 程 ,其 参数 集 为 任意 的 线性 序 集 . ШЖ {lx(')| ,多 (.)} 
是 一 下 款 , 则 如 下 命题 是 等 价 的 : 

(a) x(*)eD. 

Cb) «(-) 一 致 可 积 。 

(с) 存在 一 致 可 积 检验 函数 @， 使 得 下 款 {o[lx(*)11， 

FC) 有 款 本 性 序 强 函数 ， | 
(9) E {C FO ER) C) = aC) 206), 其 
中 {х(+),#(-)} 是 类 D 正轨 ,从 而 是 一 致 可 积 的 . 

Ce) FË {Cl Z (e) 是 可 右 闭 的 。 

ЖУ, ШЖ С) 满足 (a) 与 《b), Н © JE (с), А 
{LMIz(*)1, 多 (.)} 是 一 致 可 积 的 ,而 且 在 标准 修正 意义 下 有 

LMO[ILMI:(+)|]1 一 LMO[lz(*)|1]， (3.1) 
进一步 者 CZ) ER, MULLER (а) 中 的 每 个 过 程 
xi(。) 使 得 下 寺 {olxC)1, FC) 有 圾 本 性 序 强 函数 。 

如 果 这 里 的 |x(*)| 与 HIL2 节 及 第 2 节 中 的 C) 相同 ， 那 
么 本 定理 成 立 ， 如 果 {fz("), 多 (*)} ER, ДУ 

(+) = 1,М|х(+)] ОМС) — х(-)1 (3.2) 
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REA (о) 及 本 定理 的 最 后 论断 所 述 的 性 质 ( 参 见 定理 LIX.3 证 
明 中 的 祖 应 讨论 )。 

定理 3 与 定理 11Х.3 的 对 照 

人 们 已 经 察觉 到 定理 (e) 还 没有 位 势 理 论 对 照 物 , 除 此 之 
外 ,两 六 定理 之 闻 的 平行 关系 是 明显 的 。 为 找到 (e) 的 对 照 物 , 假 
E |н] 是 定理 1.1X.3 中 的 、R” 的 某 连 通 Green 子 集 D 上 的 类 
Dh) 的 天 次 调和 函数 ， 并 定义 v 一 LMS|x| ， 据 那个 定理 知 
v 是 一 个 类 DC-》 的 上 调和 函数 。 因 为 

СМ” — |#|у—»—1,МЬ|е| 一 0， 

故 函 数 "一 [и] TN h iR Mit CHE 1.ХП.18 知 ) 函 数 
v— |u| 在 Martin 边界 OD 上 以 0 为 其 ub 几乎 处 处 最 小 细 
边界 极限 。 根 据 定理 1.XIL19，D 上 的 某 个 拟 有 界 h 调和 函数 是 
对 于 oD 上 的 某 一 4 可 解 边界 函数 的 PWB 解 Н}, ME 
Нн} 以 f 为 其 uh 几乎 处 处 最 小 细 Martin 边界 极限 函数 ， 此 外 
我 们 将 证 明 (定理 3.1.5)， 为 要 DD 上 某 个 h 调 和 函数 是 拟 有 界 的 ， 
必须 而 且 只 需 它 在 类 Dluh) 之 中 。 因 此 ,存在 др 上 的 一 个 
h TRAR f， 它 同时 是 v 5 lul 的 дь 几乎 处 处 的 最 小 细 边 界 
极限 函数 ， 而 且 lul <H 一 v。 满 足 h > f ub 可 测 且 可 积 
的 Martin 边界 函数 f BI В AAA Martin 边界 函数 Л, 就 
是 定理 3 (е) Ей {lx(*)| ,多 (.)} 的 右 闭 随机 变量 的 位 势 
论 对 照 物 。 

连续 参数 情形 

正如 第 2 节 已 经 指出 的 ，、 此 时 若 假定 定理 3 中 x(*) 是 几乎 
必然 右 连 续 的 ， 则 可 以 认为 定理 中 所 有 最 小 强 函 数 是 几乎 必然 右 
连续 的 ,而 且 据 (3.2) 式 可 知 , 定理 3 (е) 中 每 个 过 程 nC) 可 以 
取 为 几乎 必然 右 连 续 的 并 满足 定理 的 最 后 一 个 论断 。 


4 Z 有 界 随机 过 程 (> 1) 


如 下 定理 是 定理 3 ARR, MAMP> 上 时 ， 它 只 不 过 是 定 
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理 3 的 特例 . 回忆 称 过 程 (А00), iE 1} 是 L* 有 界 的 ， 如果 
SUP: er E{ | e)l} < +оо, 

定理 设 GC), F(C)} 是 以 (R, 多 (R)) 为 状态 空间 且 
以 任意 的 线性 序 集 为 参数 集 的 随机 过 程 .假定 p> шж 
{lx(*)| ,多 (*)} 是 一 下 黄 , 则 如 下 的 条 件 是 等 价 的 : 

(а) aC) 是 Le 有 界 的 。 

O) FER {lC FC 有 一 个 蒜 本 性 序 强 函数 。 

(с) (E COFCO) EER, ) C) (0) le), R 

中 {rC FCO 是 正 的 L' ARR. 
(d) (E p>1,) БЕ {lz(*)| SCD} 以 L* 中 某 个 随 
机 变量 自 右 封闭 . 
此 外 , ЖЯР>1 Н C) 满足 (a) 5 (b), Wë {LMIx(-)|, 
FOIE L 有 界 的 ,并 且 在 标准 修正 意义 下 有 
LM[LCLM|xC°)1)?] = LMC] x(+)1?), (4.1) 

ШЖ {х«(-),# (C) ER, 则 可 以 选取 (с) 中 的 每 个 过 程 C) 
КЕЙ {х!С-),.# C) FARAH A. 

本 定理 的 证 明 要 么 已 经 包含 在 定理 3 的 p(s) = e 情形 之 
中 ,要 么 很 容易 地 从 第 2 节 的 讨论 中 推出 ,我 们 把 它 留 给 读者 ， 注 
意 这 个 定理 的 命题 C) 之 ?>> 1 情形 比 定理 3(d) 的 Фб) 20 
情形 稍微 强 一 些 ， 事 实 上 ， 在 定理 3(d) 中 没有 断言 当 2С) = 
aC) aC) Н ФЇх+,(-)1 RARER RAA, OLC) 
也 有 坝 本 性 序 强 函数 .但 是 ,对 于 ФО) 一 s? k pl, 因为 

С) С) + Сои S27 x) + 0066), 
故 上 述 论断 是 正确 的 。 

连续 参数 情形 

在 这 种 情形 中 ( 见 上 节 祖 应 的 注 记 ) ,如果 (С), СОР Л, 
平 必然 右 连 续 ， 则 我 们 可 以 假定 定理 4 中 涉及 的 所 有 过 程 都 是 几 
平 必然 右 连 续 的 。 

附注 

《回忆 IL 节 Lr? 的 定义 ) 易 见 ,类 Lr? 中 的 过 程 是 L 有 
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界 的 ， 反 之 (定理 4 的 续 ), 若 C) 是 L? ARE, Р> 1， 而 且 
ОСС) 是 一 个 下 拷 ， 则 可 以 推出 (eL, PRE, 
我 们 只 需 证 明 当 了 是 只 取 有 限 多 个 值 的 可 选 时 时 有 Е{|х(Т)|”} 
和 sup,erE{lx(Co)1*}， 但 是 上 述 不 等 式 是 成 立 的 ， 这 是 因为 , Ж 
依 参数 集 了 工 中 的 序 工 有 最 大 值 S, 则 Е{|х(Т)|*} < E{la(s)l?}. 


5. Ж CS*,<),(S*,<),(S*,<),(5*,<) 


(位 势 理论 中 相应 的 格 参 见 1.1X.5 节 .) 

格 (5#,<) 

如 同 第 1 节 所 述 ， 我 们 假定 有 一 个 以 某 个 任意 的 线 伯 序 集 为 
参数 集 的 指定 的 证 过 概率 空间 。 以 〈'S+ ,和 ) 表示 在 标准 修正 意 
义 下 随机 过 程 等 价 类 依 本 性 序 所 组 成 的 格 ， 每 一 等 价 类 包含 着 具 
有 正 上 扶 本 性 序 强 函数 的 上 扶 . 回 忆 本 性 序 记 号 过 ,之 ,一 ,V ,人 . 
设 T 是 'S* 的 一 个 子 集 。 如 果 由 T 的 各 等 价 类 中 上 骨 组 成 的 集 
AT, E'S 中 有 一 个 本 性 序 弱 函 数 ， 则 《由 Ш.5 节 知 ) 包含 
essinfr。 的 版 本 的 等 价 类 便 是 AT。 由 此 可 知 ('S+, 生 ) 是 一 个 条 
件 完备 格 , 但 务 请 注意 , ШЖ St 的 某 子 集 了 在 “S* 中 有 本 性 序 
强 函数 , 则 VT ARR BST ZEMA A HAE EF 
界 的 等 价 类 ,而 是 T 的 本 性 序 St 强 函数 的 类 之 本 性 序 下 确 界 。 

上 面 所 采用 的 谨 怖 的 语言 是 准确 的 ,但 是 不 够 方便 ,我 们 将 经 
常 遵 从 方便 的 但 不 太 准 确 的 语言 习惯 。 例如， 把 上 述 Г, 与 了 等 
同 起 来 ,而 且 尽管 了 不 是 过 程 的 集 而 是 等 价 类 的 集 , 尽 管 ess infr, 
不 是 等 价 类 而 是 一 个 过 程 ,我 们 还 是 认为 上 述 Аг 是 了 的 本 性 下 
确 界 。 

шж rcst Аг 'S* 中 有 一 个 本 性 序 弱 函 数 , 则 (由 11.5 
节 知 ) 存 在 了 的 某 个 可 数 子 集 Г, 使 AT 一 人 ATi 如 果 ГсС'$* 
яг '8+ 中 有 一 个 本 性 序 强 函 数 , 则 对 工 的 某 个 可 数 子 集 P, 有 
VY 一 YT. 事实 上 ,如 果 T 按 本 性 序 上 有 向 , 则 VT=ess supT， 
并 且 此 断言 在 Ш.5 节 中 已 对 本 性 上 确 界 证 明 过 ， 如 果 I 不 是 上 
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有 向 的 , 可 对 工 的 有 限 子 集 在 St 中 的 上 确 界 所 组 成 的 集合 运用 
有 向 情形 的 上 述 结果 . 

今后 ,如 果 V 与 和 是 祖 对 于 St 而 言 的 ,我 们 将 提前 申明 。 

ж (5*,<) 
С$#,<) 的 子 格 CSH) 是 由 St 中 包含 正 上 摧 的 等 价 类 
组 成 。 ^ 

连续 参数 情形 : (5+,<) 5 (5*,<) 

我 们 首先 指出 , M / 一 R+ h, St 中 包含 某 几 乎 必然 右 连 
续 上 坝 的 等 价 类 必 包 含 一 个 右 连续 上 铀 ， 且 同一 个 等 价 类 中 的 两 
个 几乎 必然 右 连续 上 黑 是 无 区 别 的 , 即 二 者 在 R+ x 9 上 拟 处 处 
相等 ,或 者 用 另 一 套 术语 来 说 ,在 不 计 此 乘积 空间 的 不 足 道 集 差异 
意义 下 二 者 是 相等 的 ， 若 x(*)e 'S*， 我 们 定义 

хб) 一 liminfz(r) C 为 有 理 数 )。 (5.1) 


则 (由 IV.1 节 知 ) 过 程 x(。) 是 一 个 几乎 必然 右 连 续 上 加 , 而 且 至 


多 可 能 除去 : 的 可 数 多 个 值 之 外 有 
P{x(r) == х()} = 1, 


此 外 ,对 每 个 (5.1) 式 中 的 下 极限 就 是 几乎 必然 极限 。 设 S* 表 
示 由 几乎 必然 右 连续 上 默 在 无 区 别 关 系 下 的 等 价 类 组 成 的 集 。 那 
么 (在 现在 的 连续 参数 场合 ) 可 按 明显 的 方式 将 S* КД 'S* 之 
中 。 对 于 S* 的 子 集 了 ， 如 果 我 们 用 “T 表示 由 包含 T 中 等 价 类 
的 'S* 之 等 价 类 组 成 的 “S* 的 子 集 , 那 么 正如 上 面 已 经 指出 的 ， 
Ж NT 存在 ， 则 必 存 在 工 中 的 序列 {x,(*), лє Zt) 使 得 过 程 
aCe) 一 inf,>ors(*) 决定 了 AT. 过程 C) 是 几乎 必然 右上 
半 连 续 的 ,从 而 按 本 性 序 有 zx(*) < x(")， 而 且 可 能 取 严格 不 等 号 


过 程 5*) 在 工 的 最 大 本 性 序 S 弱 函 数 等 价 类 之 中 。 因此， 如果 


把 依 本 性 序 的 集 St 表 为 《S+, 入 )， 则 这 个 集 变 成 一 个 条 件 完 
备 格 ,这 里 我 们 仍 采 用 序 符 号 <, >,V, N, 但 是 St 的 序 下 确 界 
及 序 上 确 界 不 是 从 自然 嵌入 于 ('S*, <) 之 中 而 继承 下 来 的 。 刚 
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刚 给 出 的 论证 连同 对 (С8#,<) 的 分 析 表 明 、 如果 rcst, ЙГ 
的 (8*,<) 下 (上 ) 确 容 。 如 果 它 存在 的 话 , 必 定 是 了 的 某 一 可 数 
子 集 的 下 (上 ) 确 界 .。 若 工 可 数 且 从 了 的 每 一 等 价 类 中 取出 一 个 成 
ДЖЕ а re， 则 等 价 类 VT ЦГА РИ z(e) 
所 对 应 的 过 程 С.) 作为 其 一 个 成 员 ,而 且 ( 由 定理 IV.4 ADM Г 


上 有 向 且 在 ($8',<) 中 上 有 界 时 ， 等 价 类 VT D r 的 逐 点 上 
确 界 作为 其 一 个 成 员 。 

格 (S+,<) 

在 连续 参数 场合 ，(S*,<) ШЕРИ (8',<) 是 由 包含 右 连 
BRIE ЕЙ нд St 等 价 类 组 成 。 

连续 参数 情形 的 自然 分 解 

在 连续 参数 场合 ,自然 分 解 定理 ( 见 IIL19 节 ) 成 立 ， 此 时 定 
理 中 上 炊 痢 是 几乎 必然 右 连 续 的 .事实 上 ,如 果 zx(,) Со) ао) 
是 几乎 必然 右 侨 续 的 正 上 软 ， 而 且 在 不 计 不 足 道 集 差异 时 有 
aC) а) + ао) ВНЕ Ш.19 节 的 自然 分 解 定理 知 ， 存 在 
EER zi(*)sxt(*)， 使 在 标准 修正 意义 下 有 

COLTON OLEOLE OF 
从 而 由 此 推出 
OCTO OLE OEEO) qe. 


6. Hi (S,<)5(S,<) 


(位 势 理论 中 祖 应 的 向 量 格 参见 LIX.6 #5.) 

向 量 格 《S, <) 

集合 St 是 附录 Ш.з 所 定义 的 锥 ,因而 在 此 集 上 定义 了 一 个 
特殊 序 , 我 们 采用 序 记 号 < , > ,Y, 人 并 把 依 特殊 序 的 集合 Stig 
ACSH, <). EX 3 一 S+ 一 'S+, 使 得 '8 中 每 一 元 素 可 以 与 两 个 
ІЕ ЕЈ aC) 一 xx(*) 所 在 的 等 价 类 等 同 起 来 。 除 了 使 (о 
与 хб) 同 取 无 穷 的 零 饶 集 之 外 ,随机 交 量 (0) 一 00) 是 有 定 
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义 的 。 将 S 赋予 联系 正 锥 'S+ 的 特殊 序 ， 我 们 就 得 到 一 个 偏 序 
向 量 空 间 (S,<)。 

定理 (а) 空间 (У,<) 是 一 个 条 件 完备 向 量 格 。 
LÆ Cb), (с), (d) 中 , TE 'S 的 某 个 具有 特殊 序 强 函 数 的 子 
集 .] 

Фф) YT 是 的 某 个 可 数 子 集 的 特殊 序 上 确 界 。 

QG) # Г 是 了 的 特殊 序 强 函数 组 成 的 类 , 则 VTT, 

(d) 若 了 依 特殊 序 上 有 向 , 则 үт = уг. 

在 (b), (с), (4) 中 ,将 T 换 为 一 【就 可 得 到 关于 下 确 界 的 
对 偶 结果 。 由 于 (с) 中 的 Tr” 依 特殊 序 是 下 有 向 的 , 故 由 (4d) 的 
对 偶 结果 可 推出 Аг Аг = үг. 

读者 应 当 看 出 ， 这 个 定理 与 定理 1.1X.6 的 叙述 方式 完全 相 
A, 尽量 那个 定理 中 的 S 与 这 里 的 S 含义 不 相同 。 关 键 是 两 个 
定理 的 由 来 虽 完 全 不 同 ,但 二 者 的 序 性 质 是 一 样 的 .将 定理 1.1X.6 
的 证 明 简 单 地 翻译 到 现在 的 场合 便 得 到 定理 6 的 证 明 , 例 如， 要 . 
证 当 Tc'S+ 时 有 AT дг’ үг, яи LIX.6 
节 中 这 个 断言 的 证 明 , 就 是 说 ,只 需 把 那 一 节 中 S+,T, Г" 的 元 素 
#›ә,ф, + MERELE, MEIEN R? 解释 为 推广 了 的 概率 约 
化 , BD Ce) 的 下 上岗 本 性 强 函 数 集合 的 本 性 下 确 界 所 在 的 等 价 
类 。 翻 译 这 个 证 明 的 细节 留 给 读者 。 

连续 参数 情形 ; 向 量 格 (S, <) 

集合 S+ 是 -一 个 锥 ,因而 在 此 集 上 定义 了 一 个 特殊 序 ,这 里 我 
们 采用 序 记号 < ,> , Y. 人 .集合 S+ 赋 予 特殊 序 则 记 为 CS+,< )。 
假定 x*(*) 与 y(*) 是 几乎 必然 右 连续 正 上 轴 ,我们 称 x(*) 是 IC) 
的 特殊 序 弱 函 数 ,并 记 为 x《(*)<y(*)， 这 意味 着 在 过 程 所 决定 的 
两 个 等 价 类 之 闻 存 在 这 种 序 关系 ,对 于 x(*)YY7(*) 和 其 它 涉及 
到 过 程 与 等 价 类 的 合 混 的 记号 ,其 相应 的 含义 也 应 这 样 理解 。 

定义 3 一 S+ 一 S+, 并 以 (S,<) 来 表示 以 联系 正 锥 $+ 的 
特殊 序 而 排序 的 向 量 空 间 。 则 S 可 视 为 与 'S 的 某 个 子 集 恒 等 .此 
外 在 С8,<) 5 (S+,<) 之 间 成 立 着 如 下 关系 : 


+163» 


G1) ж C) 5 yC) Æ St 中 , 则 在 (S',<) 中 x《*)< 
УС) MATE (8,<) 中 x(*)<7*)， 事 实 上 ， 由 假设 知 存在 
St 中 的 eCe) 使 得 x*(*) 十 x(*) 是 y(*) 的 标准 修正 ， 因 此 
FORT z(*) 是 уб) 的 标准 修正 (事实 上 二 者 是 无 区 别 的 )， 从 
而 在 (S$, < ) 中 有 KORTON 


(су жа) БУС) Æ St 中 , 则 在 (S,<) 中 x(*)< 
УС) 当 且 仅 当 在 〈S,<) 中 «(-)<у(-). 事实 上 “ 当 ” 是 平凡 
的 ,“ 仅 当 "可 自 (ri) 推出 ， 

(зу Eae 'S 且 式 *) 是 几乎 必然 连续 的 , 则 zx(")e 8, 
这 是 因为 ,由 假设 知 在 标准 修正 意义 下 有 о) = me) 一 ma( 
其 中 mC) E St, A CNES 有 zx(") = ne) — б). 

ж res, 我 们 可 将 了 与 'S+ 的 某 一 子 集 T 等 同 起 来 。 若 
0) 是 等 价 类 全 的 一 元 , 则 由 Cr1) 知 在 C'S,<) 中 有 x(*)< 
“т. ВБ, # aC) 在 St 中 且 在 《S,<) 中 有 aC)<T, #8 
么 在 ('S,<) MH ACT, 故 在 (5, DH (о) ао), 
由 此 可 知 企 《S，<) 中 有 am(*)<x(,)。 至 此 得 到 АГ 存在 而 
BER S 中 包含 《(*) -ASIR Ke, (St, <) 是 条 件 


完备 向 量 格 。 我 们 留 给 读者 去 验证 定理 6 的 (b) Æ (4) # (S, <) 
成 立 。 

S 的 本 质 定义 

在 第 13 节 我 们 将 证 明 ， 不 借助 上 圾 就 能 刻 刘 S 中 的 随机 过 
程 。 


7. 向 量 格 Sm) 5 (Sm) 


《位 势 理论 中 相应 的 向 量 格 参见 1.1X.7 5.) 
向 量 格 CS.,<) 
DA BA ACER ER RSA LAS A, QT REA 
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成 的 集 且 `\WT 一 (е), x(.) 是 了 中 每 个 元 的 特殊 序 强 函 数 ,从 
而 C) Ж#—1ЕЕЙй, XA GMC) BET 的 一 个 特殊 序 强 函 
数 ， 由 此 可 推出 rC) 一 GMzx(')， 从 而 这 个 过 程 是 蒜 。 因 此 (由 
附录 шв 知 ), 如 果 “S 中 的 锥 'S:， 它 的 等 价 类 包含 正 钠 , 则 集 
合 '8„—'5, 一 'S; E CS,<) 中 的 一 个 带 , 局 限于 'S;， 本 性 序 
与 特殊 序 重合 。 若 TC'S., NRA LM 与 GM 的 习惯 记号 ,我 
们 有 


Үг—мг, _ Дг—смг, 


上 式 的 含义 是 当 等 号 的 一 边 存在 时 另 一 边 也 存在 且 二 者 要 等 ， 据 
第 4 节 可 知 ,一 个 黄 属 于 Sn 中 的 某 个 等 价 类 当 且 仅 当 此 英 是 L 
有 界 的 。 

连续 参数 情形 : 向 量 格 (Sn <) 

在 (S,<) 场合 ,以 几乎 必然 右 连 续 观 为 其 特殊 序 强 函数 的 
几乎 必然 右 连续 上 炽 本 身 是 一 个 凌 ， 如 果 工 是 由 几乎 必然 右 连续 


Ева, Үг =), WALTA *(*) а, ВН, 


着 S 中 的 锥 S;， 它 的 等 价 类 包含 正 圣 ， 则 集合 S。 一 S: 一 S; 
是 (S, <) 中 的 一 个 带 ， 它 本 身 就 是 〈S, <) 的 一 个 条 件 完备 子 
#. 

我 们 指出 ， 在 连续 参数 场合 ， 如 果 C) Ж L 有 界 的 几乎 
ПАНЕВ, W x(*)e S。， 这 是 因为 ， 在 标准 修正 意义 下 有 
а) 一 a(*) aC), С) ES， 从 而 在 不 计 不 足 道 集 意 
XFA а) а) – а), Кта) 682, i 


8. 向 量 格 (S,<) 5 (S,<) 


《位 势 理 论 中 相应 的 向 量 格 参见 1.1X.8 #5.) 
向 量 格 (S,, <) 
回忆 ш.21 节 ， 我 们 把 上 坝 位 势 定 义 为 这 样 的 一 个 正 上 炽 


16, 


(ао) FC}, BE infa Ef) 一 0， 或 等 价 地 ,在 标准 
修正 意义 下 有 GMx(，) 一 0。 以 上 蒜 位 势 为 其 特殊 序 强 函 数 的 于 
BASE Б ШЕ ГЕН ЕВ V г = 
aCe), W C) 必定 是 正 上 婴 并 且 х0) — GM) 也 是 T 的 特 
殊 序 强 函数 ,因而 它 必定 也 是 \YT 的 一 个 版 本 , 故 GMxr(。) = 0, 
这 表明 C) 是 一 位 势 。 由 此 推出 , 若 以 S) 表示 'S 中 的 一 个 
锥 ,其 等 价 类 包含 上 献 位 势 , 则 集合 S, —°5; 一 5; 是 (8,<) 
中 的 一 个 带 ， 从 而 S, 本 身 是 〈'S, <) 的 一 个 条 件 完备 向 量子 
ж. 

连续 参数 情形 ;向 量 格 (S,,<) 

此 时 我 们 会 看 到 ,着 *(*) 是 一 上 坎 位 势 , 则 z) HEER 


位 势 ， 反 之 亦 然 。 将 上 面 所 用 的 推理 经 明显 的 修改 到 S 的 情形 可 
得 证 , 若 以 5; 表示 S hé, HERO A HE RATE, NU 
集合 S 一 一 S; 是 〈S,<) 中 的 一 个 带 且 S, 本 身 是 (S, < ) 
的 一 个 条 件 完备 向 量子 格 。 

定理 S,—'S;, 而 S, = Si. 

这 些 关系 式 在 位 势 理论 场合 的 证 明 ( 见 1. IX.8 节 ) 适用 于 现 
在 的 场合 。 


9. 向量 格 (5) 与 (S<) 


《相应 的 位 势 理论 向 量 格 参见 1. IX.9 节 .) 

向 量 格 С5,,,<) 

St 的 子 集 Sh 定义 为 包含 拟 有 界 正 上 默 的 等 价 类 所 组 成 的 
集 ,这 就 是 说 ( 见 IV.6 节 ), 包 含 满足 如 下 等 价 条件 的 上 革 x Ce) 的 
等 价 类 所 成 的 集 : 〈 下 面 的 所 有 的 过 程 适应 于 同一 指定 的 过 滤 .) 

(а) 过 程 CO) 是 有 界 正 土 鞍 集 合 的 特殊 序 本 性 上 确 界 。 

O) ”过程 x(*) 是 某 个 依 特殊 序 递增 的 有 界 正 上 黄 序 列 的 
BR BEH, C) ERARE RRIK. 
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类 'S;, 是 一 个 锥 , 它 满足 的 条 件 ( 见 附录 HORA Ж 'З„= 
Si — 753, 是 CS,<) 中 的 一 个 带 , 且 Sou 本 身 是 条 件 完备 的 向 
量 格 ， 这 个 带 中 的 等 价 类 以 及 作为 类 中 元 素 的 随机 过 程 都 称 作 拟 
有 界 的 。 我 们 指出 , 若 在 上 述 (а) 与 (b) 中 的 x(*) ER, А 
(а) 5 b) 中 的 有 界 正 上 鞠 必 定 也 是 持 ， 这 是 因为 它们 是 (e) 
的 特殊 序 弱 函数 ， 


E Smo = SaN Sa 5 Spa = S, N So 


据 第 8 节 可 知 ,这 两 个 带 是 相互 正 交 的 , 而且 “Sys 一 Snot 
Sp 带 Sno 是 由 所 有 随机 变量 恒 等 于 1 的 随机 过 程 的 等 价 类 
在 'S 中 所 生成 的 。 根 据 定理 IV.10 知 ,如 果 参 数 集 有 首 元 而 没有 
末 元 的 话 , 则 So 一 SnD. 

连续 参数 情形 : АЖ (S,,, <) 

此 时 ,作为 有 界 正 上 挝 级 数 的 和 > х„С-) 的 几乎 必然 右 连续 的 


拟 有 界 正 上 匠 x(*)， 是 某 个 几乎 必然 右 连续 的 有 界 正 上 坎 的 级 
数 和 ， 事 实 上 ， 几 乎 必然 右 连续 有 界 正 上 稻 的 和 DU х, Со) ЖЛ, 


乎 必然 右 连续 的 ( 见 定理 1V.4), 并 且 除 去 菜 可 数 个 参数 :之 外 有 
р |) = У co | 一 因此 ， 用 几乎 必然 连续 仁 可 得 ,在 不 


DENT TA FO ONCE ET 


本 节 开 始 所 作 的 推 证 经 明显 的 修改 到 S 的 情形 ,就 得 证 如 下 结论 : 
E S 中 的 锥 55, 其 等 价 类 包含 满足 上 述 等 价 条 件 G) 与 (b) 
的 上 黄 ， 并 且 所 涉及 的 所 有 有 界 正 上 坝 都 假定 是 几乎 必然 右 连 续 
的 , 则 集合 Su 一 Si Sh 是 S 中 的 一 个 带 , 并 且 Se 本 身 是 S 
的 一 个 条 件 完备 向 量子 格 ， 定义 Snp 一 Sp NS 5 Sp = 5,7 
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S,， 就 得 到 两 个 正 交 的 带 ， 其 向 量 和 为 S,,。 再 据 定理 1V.11 可 
得 S, 一 SnD. 

在 如 下 的 定理 中 UI 表示 所 给 场合 中 的 一 致 可 积 过程 类 ,或 
者 按 通 常 的 含糊 语言 , 也 表示 'S R S 中 的 以 一 致 可 积 过 程 为 元 
素 的 等 价 类 的 集合 。 

定理 Su 5.10 Я Sap = SNUL 

我 们 只 需 证 明 第 一 个 等 式 ， 而 且 [ 由 定理 3(d) 知 ] 只 要 证 明 
Sie = SINUI 就 足够 了 。 此 时 , 若 C) 是 一 致 可 积 的 正 鞭 ， 
[由 Ш.3 节 (е) 可 知 ] 它 以 某 个 随机 变量 х 为 右 闭 元 , 从 而 几乎 
必然 有 ха) = Е{х| TG} 以 xlt) 一 E{z* 人 zj 多 (oO} 定义 
ЖУ re), W lim...r(r), 1ER, ENTE C) 的 等 价 
类 中 的 一 个 缺 ,从 而 *(*) 是 拟 有 界 的 。 反 过 来 说 , 若 x(*) 是 一 
个 所 有 界 鞭 , 则 存在 某 个 有 界 鞭 序列 (9.0) nE Zt}, 使 得 x(*) 一 


У ，(,)。y(,) 是 可 右 闭 的 , 比如 说 以 随机 变量 y。 为 其 右 闭 元 ， 


那么 кожи Dy 为 其 右 闭 元 ,从 而 x《*) 一 致 可 积 。 


10. 向 量 格 (CS,<) 5 (8„<) 


《相应 的 位 势 理论 中 的 向 量 格 参 见 1.1X.10 #5.) 

相对 于 《'S, < ) EX'S, — 'S%， 并 定义 8; 一 'S.n'S+。 相 
对 于 (S,<) 定义 S, 一 Sh, #EX 5: 一 SnS+. 带 'S, 58, 
中 的 等 价 类 以 及 它们 所 包含 的 过 程 都 称 为 奇异 的 。'S+[S+] 中 的 
过 程 为 奇异 的 ， 当 且 仅 当 此 过 程 的 每 一 个 有 界 的 'S+[S+] 特殊 序 
弱 函 数 与 恒 为 0 的 过 程 互 为 标准 修正 [无 区 别 ]. 在 连续 参数 场合 ， 
若 x(*) 是 几乎 必然 右 连续 上 扶 , 则 x(*)e SHARH) S, 
而 x(*)€'S, 当 且 仅 当 x(*)e S,, 这 个 事实 留 给 读者 去 验证 。 因 
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此 ,在 连续 参数 情形 ,我 们 可 以 把 S;[S,] 中 的 等 价 类 与 包含 几乎 
必然 右 连续 过 程 的 STS] 中 的 等 价 类 等 同 起 来 。 

我 们 将 用 Sa 与 Su 分 别 代表 它们 各 自 向 量 格 中 的 奇异 鞭 
组 成 的 带 “S。N'S, 5 SANS, 奇异 上 寺 位 势 组 成 的 带 'S， ES, 
可 相应 地 定义 。 至 此 我 们 有 了 把 格 S 与 S 都 分 解 为 四 个 带 的 正 
交 分 解 式 : 

8 — '5„,, + Sn +З, + Sous 
S 一 S- + Su + Sens + See 


(10.1) 
П. EXD '5,='5,+'5,, 与 
Su =S 95 + Sons 


本 节 我 们 局 限于 讨论 连续 参数 情形 ， 只 是 在 最 后 -一段 来 说 明 
如 何 才能 把 这 些 工作 进行 修改 以 适用 于 〈'S,< ) 的 场合 ， 我 们 候 
定 (连续 参数 场合 ) x(*) 是 一 个 几乎 必然 右 连 续 的 正 鞭 ， 就 是 说 
x《*)ESs。 MICH Ш.13 节 知 ) Баа, (0) = (+00) 几乎 必 
REE. 

情形 《a): x(*)e UI。 此 时 可 等 价 地 说 x(*)e D (定理 З), 
或 等 价 地 说 x(*)e S,。( 定 理 9)， 这 个 鞭 以 随机 变量 x( 十 oo) 为 
其 右 闭 元 (参见 IN.14 节 ), 就 是 说 x() — (Соо) (2)} 几 
平 必然 成 立 。 因 此 在 不 计 不 足 道 集 差异 意义 下 (+0) 决定 了 
ae). 

情形 б): 我 们 来 证 明 z(*)e Su 的 充 要 条 件 是 几乎 必然 有 
(+90) = 0, Ж (+0) 一 0 几乎 必然 成 立 ， 则 aC) 在 S 
中 的 每 一 个 有 界 的 特殊 序 弱 函数 在 十 co 处 以 0 为 几乎 必然 极限 ， 
MERWE G) 知 这 个 弱 函 数 与 恒 取 0 的 过 程 无 区 别 , 因此 
有 
ACESI. RH, 车 x(*) eS:,， 则 对 一 切 正 的 常数 。 有 

ЕФ (+оо) Л el (C-)} = lim (ЛС) Ў 

<) as. 
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Еа RU, БШ ЕБ 0 的 过 程 无 区 别 ， 由 此 
可 知 对 一 切 C 有 E{x( 十 co) 人 C} 一 0, 因此 几乎 必然 有 x( 十 co ) 
一 0。 

HÆ (с): 一 般 情 形 。 不 管 哪 种 情形 我 们 总 可 以 把 r) 5 
为 
ale) = E{x(+o0)|F()} + lC) — Efx(+o)|Z (e) 

(11.1) 

的 形式 ,而 且 可 按照 这 样 的 方式 选取 条 件 期 望 ( 见 IV.1 节 ), 使 得 
Е{х(+оо) |270.) 是 一 个 几乎 必然 右 连续 轴 。 这 个 条 件 期 望 鞭 
属于 情形 〈a)， 而 (11.1) 式 方 括号 内 的 差 是 一 个 在 十 co 处 以 0 为 
几乎 必然 极限 的 鞭 , 它 属于 情形 〈b)。 至 此 知 (11.1) 式 把 x(*) Ж 
开 为 它 的 所 有 界 分 量 与 奇异 分 量 的 和 的 形式 。 

Ж x《*)€'S%， 则 (由 Ш.13 节 知 ) esslimx(r) 存在 , 因而 
象 连续 参数 情形 一 样 ,对 情形 a) E (с) 的 讨论 全 可 以 通过 。 


12. HAS (SS) 中 的 奇异 上 款 位 势 


局 部 歉 (连续 参数 情形 ) 

在 这 里 ,我 们 称 过 程 x(*) 是 一 局 部 鞭 , 如 果 存 在 以 十 co 为 几 
乎 必然 极限 的 有 限 可 选 时 的 递增 序列 {T。}， 使 得 每 一 个 过 程 

{CT NE), Z Ce), tE R+} (12.1) 

ИТ 例如 《〈 取 Т, = x)， 每 个 几乎 必然 右 连续 
ВАЛОА, RATE WRA T An 代替 (12.1) 式 中 的 T,, 就 
是 说 ,如 果 几 乎 必然 右 连 续 黄 (12.1) 在 г 一 ”处 被 停止 , 则 这 个 被 
停止 的 过 程 是 一 个 黄 ( 参 见 1V.3 节 )， 又 因为 它 以 x(T, 人 x) 为 
右 闭 元 故 是 一 致 可 积 的 。 这样 一 来 , 如 果 我 们 假定 (12.1) 中 的 Т, 
是 有 界 的 ,并 且 假 定 (12.1) 是 一 致 可 积 鞭 , 就 不 算 对 局 部 钠 概 念 增 
添 什么 限制 。 

(借助 计算 期 望 或 利用 S, 1S。 这 一 事实 ) 容 易 看 到 ， 本 身 是 
摧 的 几乎 必然 右 连 续 上 拷 位 势 与 恒 取 0 的 过 程 无 区 别 。 如 下 定理 
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FA, AR EX н ВА" [дїй ARE, 

定理 5; 中 的 过 程 (C) 是 奇异 的 ， 当 且 仅 当 它 是 局 部 蒜 ， 

Ж х(-)є5, Н 6Z+， 定 义 

T,。 一 ?Ainf{fteRt+:r(GD) >n}, yC) = xC) — тт„х(+). 
因为 几乎 必然 右 连 续 上 团 的 几乎 每 一 个 样本 函数 在 紧 区 间 上 有 
界 , 故 а. Т, = +0, 注意 到 тт,х(:)65* HH < 了 ,时 
тт„х(@) < п; у(-)є8° Нут Т, y< an, H ST, 
y(t) = 0. Н УС) <) Н y(*) 有 界 , 于 是 拟 处 处 有 
УС) 一 0， 就 是 说 ,在 集合 {Т. > +} 上 几乎 处 处 有 

(T, Nt) = ха) = Е{х(Т„)|.#()}. (12.2) 

上 式 第 一 项 与 第 三 项 在 集合 {T, <1} 上 显然 是 几乎 处 处 相等 的 
[因为 集 {T<} 在 #() 中 而 函数 x CT, As) 为 FC) п] 
测 ], 过 程 (12.1) ER, IN C) 是 局 部 持 。 反 过 来 说 ， 假 定 
*С+)є 8; Н xC) 是 局 部 拷 , 则 存在 以 十 00 为 几乎 必然 极限 的 有 
限 可 选 时 增 序列 T.， 使 得 每 个 过 程 (12.1) ft, 如果 St 中 的 
z(*) 是 x(*) 的 有 界 的 特殊 序 弱 函数 ， 则 СТ.Л е) «аСТ, Л), 
 2(T Ne) ЕНУ о ÆXAR. ERER E{:0)}= 
E{z(T。 人 z)} 中 取 极 限 便 得 到 E{z(0)} = Е{«()}, 因而 有 
#(-)є 5. HT x(')eS;， 于 是 拟 处 处 有 z(*) 一 0， 从 而 x《(*) 
是 奇异 的 ,这 就 证 明了 所 要 的 结论 。 еб 

参数 集 为 Zt 的 情形 

在 给 出 参数 集 为 Zt 的 局 部 珊 的 明显 的 定义 之 后 ， 上面 的 证 
明 经 简单 的 修改 就 表明 ,定理 12 在 参数 集 为 Z+ 情形 的 对 应 结果 
也 成 立 。 1 


13. 拟 著 (连续 参数 情形 ) 


在 连续 参数 场合 , 拟 拷 已 经 有 了 几 种 不 同 的 定义 ( 见 第 1 节 ). 
我 们 将 把 一 个 几乎 必然 右 连 续 的 适应 过 程 {x(*), 多 (*)} 称 作 拟 
R, жже L 有 界 的 ， 并 且 存 在 某 个 常数 <， 使 得 对 一 切 
+11: 


0 一 4 过 二 … 一 十 0 有 
D ELEC аа) EC 031) 


我 们 指出 ,对 于 给 定 的 概率 空间 与 过 滤 , 拟 革 类 是 线性 的 并 且 包含 
着 几乎 必然 右 连 续 的 L ARRO “ 一 0) 与 几乎 必然 右 连 续 的 
Е БЖС < 一 E{x(0)})。 因 此 S 中 的 元 是 拟 蒜 。 如 下 定理 表 
明 , 逆 命题 也 成 立 ， 

定理 ”几乎 必然 右 连 续 的 L 有 界 适应 过 程 {x《*), 7 C) 
是 拟 扶 的 充分 必要 条 件 是 , 它 是 两 个 几乎 必然 右 连续 正 点 之 其 ， 
即 х(.)5, 

我 们 已 经 指出 8 的 元 是 拟 鞠 。 反 过 来 说 ,假定 {xC*),. 多 (+)} 
是 满足 (13.1) 的 拟 鞭 。 用 重 条 件 期 望 的 简单 推 证 可 得 , 若 К>), 
(13.1) 式 中 第 《项 是 把 这 一 项 中 多 (i) 换 为 FC) 所 得 项 的 
强 函数 。 因 而 定义 


xs) 一 ZE) = жин) DD} (132) 


是 有 意义 的 , Н. E{y(0)} < с, ЖИЛ ЗРК H. L'i. 
此 外 ,这 个 级 数 的 L! 收敛 性 蕴含 L! 极 限 lim о. ЕКС) F 0р) 
FE. 因为 这 一 点 对 所 有 的 i 成立 , 故 可 取 # 为 R+ 中 的 任何 数 . 
又 因为 两 个 序列 .可 以 合并 为 一 个 ， 所 以 从 这 一 L! 极限 性 质 可 
推 知 ,对 一 切 +, 
L' lim EL) F ()} |= tals) 
存在 。 再 者 , 因 多 (0) 包含 所 有 零 集 , 故 rn(*) 是 FC) 可 测 
的 ， 由 于 
Е{|х„()|} = E{IL' lim БОЛОН 
< Ша Е(ТЕ{ (0) 1.9 (з)}|} (13.3) 
< sup Е{|х()\} < +оо, 


故 过 程 «„(-) 是 L 有 界 的 。 注意 到 当 a <s H AEF) 
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时 ,我 们 有 
|, Сда = | Lilim Eil F CaP 


= im | ELF САМАР ~ lim | EOF Са) АР 


- LE: lim Е{х(0 1.9 ()}4Р — | edP, 
于 是 (x), (т.)} 是 摧 , 以 8 表示 正 的 二 进位 有 理 数 集 ， 根 据 
1V.1 节 可 知 由 


Xni) 一 im х„(3) 
кш 


所 定义 的 右 极 限 过 程 {z。(o, FU) ER} 是 一 个 几乎 必然 右 
连续 扶 ,[ 当 上 式 右 方 极限 不 存在 时 xs+(t) 可 任意 定义 . ] 而 且 它 
显然 是 L 有 界 的 。 再 者 ,( 由 第 4 节 知 ) 过 程 rC) 是 两 个 几乎 
必然 右 连 续 的 正 坝 之美。 以 换 C) A (0—6) 为 代价 
[这 样 做 不 改变 (13.1) 式 中 的 和 及 (13.2) 式 中 的 yC5)], 今后 可 以 
假定 C lim, ЦАС) C)} 一 0。 如 果 去 掉 (13.2) 式 中 绝对 值 
符号 , 则 此 和 变 为 
a(i) — L lim {RG IT Gi} = aCi), аз. 


因此 有 
P{yG)> х(0)} = 1, гє, (13.4) 
进一步 地 , 若 i > i， 运 用 条 件 期 望 的 运算 可 得 


50) = EDIFI G) 
> DEC) — zd GI sr 
ksi 


> E{x(1) — i) F (1)} a.s. 


据 (13.5) 可 知 ,过 程 {y(z-) 一 0G), Z G) Е. НЕЕ 
DODF (з.)}, (УС) — хб.),#(-)} 
ЖЕЙ. ЖЭПЕ ИШ E{y(0)} < <， 读 者 可 毫 无 困难 地 验证 ， 
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前 面 在 5 上 添加 一 些 点 之 后 所 得 的 过 程 是 原 有 序列 А 上 yC) 
ЕВЕ. x ne Z*, Д {y,G27), F (2°*)у,ує Zt} 表示 
Ms, eZ} 时 yC) 的 一 个 版 本 、 对 于 和 中 的 : 和 使 
DC) 有 定义 的 充分 大 的 n, H n BR y) 几乎 必然 递增 ， 令 
z《*) 一 lim 。-- у„(-) И ЖИЛЕ ЕЁ 
(2с), 多 (0), 260}, (260) — e, F G) EQ} 

再 次 运用 1V.1 节 的 结果 会 发 现 ， 在 参数 集 R 上 的 正 的 右 极限 
过 程 C) 5 zO) aO) 关于 FC) 是 几乎 必然 右 连续 的 


ERARE x(*) 的 表示 式 是 x(*) 一 zC) = LC) — C), 


附注 жиз, WMA C) 有 表示 式 (C) = nC) 
ma(*)， 其 中 nC) EPA ERKELA, -DEERE 
间 题 是 20) 5C) 的 极 小 化 。 可 采用 这 样 一 个 间接 的 但 很 有 
BODE: 注意 到 符合 所 述 要 求 的 对 子 〈zx(*),z(*)) 所 组 成 的 
类 有 如 下 性 质 , 若 CCLEC 5 С), TO) 部 在 这 个 类 
中 ， 则 《xiC*) 信 x(*)，zs《*) 信 区 (*)) 也 在 这 个 类 中 ， 因 此 第 一 
个 分 盟 组 成 的 集 与 第 二 个 分 最 组 成 的 集 都 是 下 有 向 的 .不 难 验 证 ， 
这 师 个 集 的 本 性 下 确 界 组 成 的 过 程 对 子 经 适当 地 平滑 所 得 的 版 
本 就 是 所 机 的 极 小 对 子 、 受 有 关 有 界 变 差 函数 的 正 变 差 与 负 变 差 
的 经 典 讨论 的 启发 ， 寻 求 极 少 化 的 一 个 较 直接 的 方法 是 ， 将 对 由 
(13.2) 所 定义 yC) 的 讨论 对 由 用 如 下 二 级 数 


У) (Е{х() — хн) 1.270) }М01, 


42} 


= D TED md) 970090) 
所 定义 的 过 程 代替 来 进行 讨论 ， 
参数 集 为 Z+ 的 情形 
DE {х(л),.# 《n),n& Zt) 称 为 拟 鞭 ,如 果 它 是 L 有 界 的 
并 且 满足 
+174. 


Ў ЕЕ — «+ DIF OH} < +оо, 


— Азак БЛИН ЖЕ РИТЕ Е RZ. 
其 证 明 可 将 话 续 参数 情形 的 证 明 经 明显 的 简化 而 得 到 。 
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第 УІ Ж Markov 过 程 
1. Markov Ж 


设 (C), FO) 是 某 个 滤 过 的 概率 空间 (О, Z, Р; 
Fier) HAX, 27) 为 状态 空间 的 随机 过 程 . 如 果 当 * < 
1 且 46. 有 时 总 有 

Р{х()є A|F(s)} = Pix(r) € Alx(s)} a.s. (1.1) 
则 称 此 过 程 为 Markov 过 程 。 定 义 多 (*) = #{х(т)у,г > s}. 
TEKER, ODAH LI 多 (*) 可 测 的 实 值 函 数 z， 
RE * 可 积 或 只 取 正 值 , 则 有 
E{z| F (1)} = E{z|x(s)} a.s. ал) 
зг Ае Ж, = око 可 知 (1.1) 列 含 (1.1)。 通 常 
称 (1.1) 或 与 之 等 价 的 (1.1 ) 为 Markov 性 . 下 证 在 (1.1) REF 
《1.) 成 立 。 按 照 通常 的 逼近 程序 ， 只 需 对 多 (*) 中 集 的 示 性 函 
数 z 证 明 (1.1) RL. 对 于 s 一 二 … <? 及 46 用 , 形 如 
{aC E Aii п) 的 集 的 有 限 不 交 并 组 成 的 类 是 产生 多 (*) 的 代 
数 ， 所 以 只 要 对 z = zoez, EBA (1.17), 其 中 zi = pi[x(#)]， 
而 Ф; ЖА (Х,.27) Я (К, 22(К)) 中 的 有 界 可 测 函数 。 当 л = 
0 时 等 式 (1.1 ) 是 平凡 的 。 当 二 一 工时 有 
E{zuzv|. 多 (5))} = zoE{z (FB (s)} а.з. (1.2) 
而 当 z 一 14[x(a)] 时 ,运用 (1.1) 知 (1.2) 的 右 方 变 为 
2,Р{х(п) Є AI FB(s)} = Р{х()є Alx(s)} 
一 Elzozi|xCs)} a.s. (1.3) 
于 是 当 z， 有 此 特殊 形式 时 (1.1') 对 z 一 гол, 成 立 。 再 用 通常 的 
逼近 程序 知 (1.1 ?对 а, 一 lra) 也 成 立 。 现 用 归纳 法 , 若 对 某 
DRSI RER = << 及 函数 Фо, bas CL) 对 
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oz; 成 立 , 则 
E{zo ~ zit F (s)} 
一 zoE{E{z ul AF CG) 
= 2E{E{2,- “ztHilxCrD)} FAO) 
一 zoE{fEfzi -zin] rn)}| (0) 
= zBE{E{z ul (щ)}|х()} 
= Efzo--2gnla(s)} as 
这 正 是 要 证 明 的 ， 
如 果 过 程 的 参数 集 是 相继 的 整数 集 ， 则 利用 条 件 概 率 的 运算 
可 以 证 明 . 车 对 + = 十 1(1.1) 式 成 立 , 则 对 一 般 的 + 它 也 成 
立 。 这 一 点 留 给 读者 。 
也 可 以 这 样 叙 述 Markov 性 : {x(.), 多 (*)} 是 Markov 过 
程 , 当 且 仅 当 给 定 现在 ,过 去 与 将 来 是 独立 的 , 它 的 严格 含义 是 ,车 
AEF) 而 MES(s), W 
P{ANMIx(s)} = Р{Л|х()}Р{М|х()} a.s. (1.5) 
RESME, EIE 多 (з) 可 测 而 z 为 SC) 可 测 ,并 且 二 者 或 
同 为 正 的 ,或 同时 有 界 , 则 有 
E{yz|x(s)} 一 E{y|xCs)}E{z|x(s)} a.s. (1.5) 
下 证 Markov 性 可 导出 (1.5)。 设 》 与 * 有 所 要 的 可 测 性 ,并 且 它 
们 是 有 界 的 ,运用 (1.1') 可 得 
E{yz| F (s)} = yE{z| F (s)} = yE{z|x(s)} as. (1.6) 
对 上 式 的 左右 两 端 再 取 条 件 期 望 Е{—|х()} ESH (15). 反 
过 来 说 ,在 (1.5') 之 下 有 


(1.4) 


E{yz|x(s)} = E{yE{z|x(s)}|x(s)} a.s. (1.7) 
从 而 
E{yz} = E{yE{z|x(s)}}. (1.8) 
现 取 y 为 F) 中 集合 4 的 示 性 函数 , 则 (1.8) 式 变 为 
[, zdP 一 IRAGEOILE (1.9) 
这 就 是 (1.1 7) 的 积分 形式 ， 
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由 (1.5 7) 的 对 称 性 可 见 ， 如 果 {х(-),.# С) 是 Markov 过 
E, 则 把 参数 集 的 序 逆转 后 ，{x(*), 儿 (*)} 也 是 Markov YE, 
粗略 地 说, 时 间 逆 转 后 的 Markov 过 程 仍 为 Markov 过 程 。 
具有 拓扑 状态 空间 过 程 的 Markov 性 
根据 本 节 的 讨论 , 可 将 Markov 性 叙述 为 如 下 的 形式 适应 
过 程 {x(*)， 多 (〈《*)} 是 Markov 的 , 当 且 仅 当 对 *， 一 + 及 状态 空 
间 上 的 任意 有 界 实 值 可 测 函数 f 有 
E{flxG@)1| 7 (s)} 一 Е{(х()1]1|х(з)} a.s- (1.10) 
我 们 留 给 读者 去 验证 ， 如 果 状 态 空间 是 一 Polish 空间 连同 它 的 
Borel 集 类 ,那么 过 程 有 Markov 性 当 且 仅 当 (1.10) 对 一 切 有 界 连 
续 函 数 了 成 立 ， 特 别 地 , 当 状 态 空间 是 局 部 紧 的 第 二 可 数 空间 , 则 
只 需要 求 (1.10) 对 具有 紧 支 集 的 连续 函数 f 成 立 。 
Markov 过 程 的 初始 分 布 与 转移 函数 
设 {FGE 是 具有 可 测 状态 空间 (X, A) 的 
Markov 过 程 。 如 果 工 有 首 元 a， 则 称 x(m) 的 分 布 为 过 程 的 初 
始 分 布 。 如 果 存 在 参数 集 为 工 的 随机 转移 函数 9 〈 见 附录 VL3), 
使 得 对 工 中 的 * 5 8, s+ 及 .2 中 的 4 有 
Р{х(«ує ALF (ғ)) = 4д(з,х();, A) a.s. (1.11) 
则 称 (о) 有 转移 函数 9， 将 这 个 等 式 两 边 取 条 件 期 望 E{ 一 |x 
(9} 可 推出 ，(1.11) RHAD Р(х) є 41zx(s)} 几 平 必 然 祖 
等 。 就 是 说 (1.11) 列 含 {z(*), 多 (*)} Markov 过 程 .回忆 由 参 
数 集 为 工 的 转移 函数 的 定义 可 推出 它 满足 Chapman-Kolmogorov 
方程 
оби) = | ясли, нб dn), (<< и), 
(112) 
我 们 指出 , 据 (1.1') 知 ,如 下 重 条件 期 望 等 式 ( 见 1.4 节 ) 
Р{х(и) є A) F ()} = Е{Р{х(и) € AF OIF (s)} 
as. (,<:< и) (1.13) 
中 的 条 件 FCO) 与 F(t)， 可 分 别 地 用 1) 与 0) 代替 , 改 
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动 后 的 (1.13) 可 以 写 为 


(26), A) 一 EEEO a.s. (1.14) 


的 形式 ,这 正 是 精确 到 “a.s.” 意 义 下 的 (1.12)。 因 此 , Chapman- 
Kolmogorov 方程 只 不 过 福 当 于 条 件 期 望 的 一 个 性 质 与 Markov 
性 的 结合 . 

Markov 过 程 的 绝对 概率 函数 

设 4 是 以 了 为 参数 集 的 随机 转移 函数 ， 其 状态 空间 是 〈X， 
A), ELH IXA 到 [0,1] 中 的 函数 (1,4) ult, A), 使 
p(t,*) 是 概率 测度 , 且 有 


иб, A) 一 10227707) (<t), (1.15) 


则 称 此 & 为 相对 于 9 的 绝对 概率 函数 。 如 果 C) F CO 是 以 
7 为 参数 集 且 以 4 为 其 转移 函数 的 Markov 过 程 , 则 由 

ult, A) = Р{а(0) є A} [G,A)EI X 27] (1.16) 
ВЕ АОК (2, 4A) u, A) 是 一 个 相对 于 4 НЕЕ РА 
Ж, 我 们 称 它 为 这 个 Markov 过 程 的 绝对 概率 法 数 。 这 个 绝对 概 
率 函 数 与 转移 函数 一 起 决定 了 此 过 程 的 有 限 维 分 布 : 若 n <<. 
<, 是 任意 的 参数 值 , 则 

P{fx(i)e Ai, i< п} 


= |, AO) [г (1,815,081) 


| CCRAPREAT DE (1.17) 


特别 地 , 当 工 有 首 元 n kh a) 的 分 布 是 >， 则 有 

uG, A) = Ї[х4бю›&;1,4)>(4Е) (1> һ). (18) 
回忆 1.10 节 , 如 果 给 定 的 状态 空间 满足 某 个 较 弱 的 条 件 《 例 如 ,如 
果 状 态 空间 是 Polish 空间 连同 它 的 Borel ЖЖ), 那么 对 于 给 定 
的 有 穷 维 分 布 (要 求 它 是 相 容 的 )， 也 有 某 个 随机 过 程 以 它 有 有 穷 
维 分 布 。 因 此 ,如 果 状 态 空间 满足 上 述 条 件 ， 并 且 工 有 首 元 , 则 对 
应 于 指定 的 初始 分 布 和 以 工 为 参数 集 的 随机 转移 函数 ， 必 有 某 个 
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Markov 过 程 具 硒 所 给 的 初始 分 布 与 转移 函数 , 如 果 工 没有 首 元 ， 
对 每 个 随机 转移 函数 9 及 相对 于 4 的 绝对 概率 函数 ， 则 存在 一 个 
Markov 过 程 , 它 具有 所 给 的 转移 函数 及 绝对 概率 函数 ,此 过 程 的 
有 穷 维 分 布 由 (1.17) 式 所 确定 ,而 当 工 有 首 元 时 ,绝对 概率 函数 由 
初始 分 布 决定 . 

在 关 初 始 分 布 的 记号 

当 工 有 首 元 且 我 们 对 Markov 过 程 的 讨论 需要 标明 其 初始 分 
布 时 ， 人 们 将 采用 两 套 记 号 。 有 时 把 初始 分 布 为 > 时 的 概率 与 期 
望 分 别 写 为 Р, 与 En AH oA {5} 为 其 支撑 时 写作 Ps 与 
Es, 在 后 一 种 场合 我 们 称 过 程 有 出 发 点 或 过 程 自 $ 出 发 . 另 一 方 
面 ,可 仍 用 P 与 表示 概率 与 期 望 ,但 是 通过 在 过 程 上 附加 符号 的 
方法 标明 初始 分 布 : 以 x,(*) 表示 初始 分 布 为 的 过 程 ,特别 地 
aC) 表示 过 程 以 § 为 其 出 发 点 。 

平稳 情形 

当 1 一 2% 时 , 如果 存在 随机 核 (5 ,4) к> р(Е, 4) 使 得 

ssis + 1,4) = pl,4) (62), 
则 对 于 一 切 + 一 1,2,'…， 转 移 函 数 pCs,655 + 1,4) 的 值 不 依 
HTF *， 事 实 上 根据 Chapman-Kolmogorov HÆ M, (7,4) > 
qls,5;s 十 1,A4) 只 是 pee) 的 第 + 个 登 代 式 ， 在 这 种 情形 我 们 
称 过 程 有 平稳 转移 概率 且 转 移 函数 为 p。 当 【一 R+ 时 ,如果 4 
是 平稳 的 《附录 V1.3)， 就 是 说 ， 存 在 一 个 平稳 的 连续 参数 转移 
KACE, A) PGE, A), 使 得 
gGsE;s + 1,A) = pr,E, À) (sE R*t,0 <:ER*), 

则 称 (С), FCO) 有 平稳 转移 概率 且 有 平稳 转移 函数 p。 此 时 
Chapman-Kolmogorov 方程 变 为 

ро) | plo 4)PG,8,dn) (0 < 55), (19) 
而 联系 绝对 概率 函数 与 转移 函数 的 (1.15) 式 变 为 


uls +i, A) — | GE, иб ,дЕ) (s> 0,570), (120) 
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到 :一 0 便 得 到 现在 场合 下 的 (1.18), 因为 и(0,,) 是 初始 分 布 . 
2. 过 滤 的 选取 


设 (5С), 9706) } 是 一 Markov 过 程 ,其 参数 集 是 任意 的 线 
性 序 集 ， 取 
Ft = F {xls), s S t}, 
70) 一 由 PF) 添加 零 集 生成 的 代数， 
F,= NT), 
多 "一 由 FC) 未 加 零 集 生 成 的 5 代数 。 
对 于 较 大 的 o 代数 组 成 的 过 滤 FC) 来 断言 C), ZC 有 
Markov 性 是 更 有 意义 的 使 Се) 为 适应 的 最 小 过 滤 是 .多 Ce), 
在 (1.1) 式 两 边 取 条 件 期 望 EIFC) 可 知 {C ZC) 
是 Markov 过 程 。 另 一 方面 ,显然 {z(*), 多 '(")} 是 Markov 过 
程 。 因 此 有 
Ol («ус U), FCF (0), (2.1) 
HENE FC), FC), FC), Z Ce) (它们 可 能 有 相同 的 ) 
部 使 C) RA Markov 过 程 。 如 下 引 理 将 在 第 7 节 用 到 。 
引 理 ” 若 对 某 个 参数 值 : 有 2 (0с, W 
EMOIS (0). 
为 证 明 这 个 引 理 ,考虑 使 
Ely F O} 一 E{y| 多 :Da.s. (2.2) 
成 立 的 有 界 随机 变量 》 组 成 的 类 Г. шй у 是 有 界 FC) 可 
测 ,而 у. 是 有 界 的 且 关 于 多 {x(s)，,s 二 匡 与 零 集 产 生 的 5 代数 
FT, NE 
Eyy) FO} = у,Е{у;| FD)} = y Eyle} 
Еу. F E) = Е{ уу, FA)} as. 
(2.3) 
可 知 ner. РГ АРАЛ ЗРАКА, 
所 以 IT 包含 关于 FN" 可 测 的 有 界 随机 变量 ,就 是 说 T 包 
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Ж 多 。 可 测 的 有 界 随 机 变量 .特别 取 》 为 有 界 且 F'O A, 
则 (2.2) 式 左边 几乎 必然 等 于 y， 故 由 (2.2) 可 推出 》 是 Zi) 可 
测 的 。 这 就 是 阅 ， 多 “e)C 多 0， 正 是 我 们 要 证 明 的 。 


3. 有 平稳 转移 概率 的 整 参 数 Markov 过 程 


M OA) 是 一 可 济 空 间 , Me A ЕМИЕ. RE 
GD PEA) ЖД (XA) 为 状态 空间 的 随机 核 ( 见 附录 
У!.1). 设 {х(л),.# (п), ne Zt} 是 有 平稳 转移 概率 的 Markov 
过 程 , 其 初 给 分 布 为 & 而 转移 函数 是 2《( 见 第 1 节 )。 那 么 有 

Р{х(0)є A} = (л), 

P{x(n + 1)є AI Fn)} == p(x(n), A), a.s. (3.1) 

рда) € Ain} 

| Gr) Раво [Рав G2) 
特别 有 
PAG) є di а) = ШЕЮ], PEED |, рал, 2 
(3.2) 
从 现在 起 我 们 把 这 样 的 Markov 过 程 说 成 具有 平稳 转 移 概率 P 的 
Markov 过 程 (这 一 说 法 有 些 游 用 术语 )， 表 达 式 (3.2) 决 定 了 过 程 
的 有 穷 维 分 布 ,从 而 决定 了 Fa), ne Z+} БЮ Pu 后 者 办 
为 = 代数 多 ACn) neZ) 是 由 代数 【j Film), < n} Fe 
生 的 。 反 之 ,正如 第 1 节 已 指出 的 ,对 指定 的 可 测 状 态 空 间 ， 指 定 
的 初始 分 布 和 棱 移 函数 ， 只 要 对 状态 空间 稍 加 限制 ， 就 存在 一 个 


Markov 过 程 (4m), none Z+}， 它 具有 给 定 的 初始 分 布 与 
转移 函数 。 这 里 过 程 的 随机 变量 被 定义 在 自 Z* 到 X 中 的 函数 空 


间 0 Е, п) 是 这 个 函数 在 ”处 的 值 , 而 (3.2) 是 P 的 定义 。 因 
为 参数 空间 是 Z+ ， 据 Kolmogorov 扩张 定理 的 Tulcea 推广 可 
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知 ， 不 需要 对 可 测 状态 空间 添加 任何 限制 。 现 扼要 地 给 出 这 个 过 
_ 程 的 构造 。2 的 每 个 点 是 X 中 点 的 一 个 序列 (606 +2), Жл, 
YY 
Losne 27), EAP LEN PUG) € Aj < n) 


为 (3.2) 式 的 右 方 ,然后 将 此 测度 扩张 到 多 上 就 得 到 了 FE 
测度 B,。( 此 扩张 存在 性 的 Tulcea 证 明 略 去 . ) 这 样 的 构造 有 如 


FÜR: 空间 (9 ,多 ) 的 定义 不 依赖 于 4 与 p。 体 现 此 优点 的 一 
个 事实 是 ,如 果 . 和 -包含 所 有 单 点 集 , 则 对 多 HEN A RN E 
BCA) 是 -可 测 的 ,并 且 对 任意 的 上 有 

PCA) (нса), (3.3) 


这 是 因为 上 述 论断 对 有 穷 维 乘积 集 4 是 成 立 的 。 

如 果 (9С), 3 (-)} 是 概率 空间 (0,7 ,P,) 上 的 整 参 数 ` 
Markov 过 程 ,具有 上 述 的 状态 空间 及 转移 函数 , 则 映射 :or > 
[zx(0,o),z(l,o),…] Ж (0,7) 到 (0,9) 可 测 的 ,而 且 
有 PP。 一 o), REH, oF (п) = 420), і арс 
FCn), GNF )=F (G) EZF, BA ACT 有 
PADCA) = В, (л). 基于 这 些 事实 ， 人 们 为 了 方便 通常 把 对 
于 离散 参数 Markov 过 程 证 明 的 定理 , 改 为 对 在 (0, F) EN 
定义 的 过 程 来 证 明 。 

任意 初始 测度 

我 们 指出 ,如 果 pCX) + 1， 这 蕴含 PC9) sx 1， 上述 讨 论 仍 
然 成 立 。 为 训 免 麻烦 ,人 们 总 是 假定 # 是 有 限 测度 序列 的 和 ,但 允 
Р 取 无 穷 值 ， 需 要 人 们 接受 的 是 这 样 一 个 思想 :在 概率 论 中 定 
义 随机 变量 的 空间 上 的 测度 不 一 定 是 概率 测度 ,就 是 说 PC) 不 
一 定 是 1 。 但 是 每 当 P 不 是 概率 测度 时 ， 我 们 总 是 明确 指出 这 个 
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EX. 

次 随机 转移 函数 

如 果 P 是 次 随机 的 ， 可 将 状态 空间 (X, 27) FK WARR 
V1.1)， 添 加 一 个 吸收 状态 6 (一 个 “陷阱 ”) 而 组 成 状态 空间 (X?， 
A), E X, A) 上 扩张 的 ? 便 是 随机 转移 函数 。 附 加 的 点 
9 是 吸收 的 ,就 是 说 ,如 果 样 本 函数 到 达 这 个 点 ， 那 么 此 后 就 永远 
留 在 这 里 了 。 首 次 到 达 8 的 时 间 了 是 可 选 时 , 即 过 程 的 “寿命 ,对 
总 不 到 达 д 的 轨道 而 言 了 等 于 十 cp。 如 果 方 便 的 话 ， 可 把 状态 8 
丢弃 ,于 是 对 应 于 任意 的 初始 分 布 ,存在 过 程 C), E 

Pix(n) 有 定义 } 一 P{x(z)《X} < 1. 

在 讨论 有 次 随机 转移 函数 的 过 程 时 ,总 是 理解 为 陷阱 点 已 经 丢弃 ， 
并 且 有 这 样 一 条 不 成 文 的 惯例 : 我 们 将 局 限于 *(*) 有 定义 而 且 
n 比 过 程 的 寿命 严格 地 小 的 集合 上 讨论 问题 

定理 (离散 参数 情形 的 强 Markov 性 ) 设 {х(л),.# (л), 
пє7*} 是 具有 平稳 转移 函数 ?的 Markov 过 程 ， 而 $ 是 一 有 限 
值 可 选 时 。 А) {x(S + п), FS + я), 262+} 仍 是 以 P 为 转移 
函数 的 Markov 过 程 ,其 初始 分 布 是 *(5》 的 分 布 。 


因为 4 十 ”与 3 一样 是 可 选 的 , 所 以 我 们 只 需 证 明 , ж 

ле, W 

P{x(s + 1)€ A| F (S)} == р(х($),А) a.s. (3.4) 
由 于 {S = п) 6.3 (5), 在 {5 = п} 上 (3.4) 式 的 左边 几乎 处 处 
等 于 Р{х(л +1) є А|х(»)}, WAAS Palan), A) ЛН 
等 ,问题 于 是 得 证 。 

如 果 (3.4) 中 的 5 恒 为 常数 , 这 个 等 式 就 是 用 转移 函数 叙述 的 
{х(+),# CIF Markov 性 。 当 5 为 可 选 时 时 这 个 关系 式 成 立 
这 一 事实 , 称 之 为 强 Markov #, 

定理 3 的 扩张 

注意 到 (3.4) 的 证 明 适 用 于 更 一 般 的 情形 , WR 3 不 -- 定 只 取 
有 限 值 ， 那 么 在 集合 {5 < оо} 上 《3.4) 仍 然 几 乎 处 处 成 立 , 这 
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就 得 到 了 (3.4) 的 稍微 一 般 些 的 形式 。 更 一 般 地 说 , mE Р ERS 
HAI, C) A#M S, 取 46 家 上 且 SSS 几乎 必然 成 立 , 则 
(3.4) 的 证 明 表 明 ， 这 个 关系 式 在 {5 <S} 上 几乎 处 处 成 立定 
理 3 还 有 一 种 更 一 般 的 形式 ,就 是 把 (3.4) 式 中 的 5 + 1 换 为 某 个 
关于 多 (5) 可 测 的 随机 变量 。 这 种 形式 在 连续 参数 情形 是 有 用 
的 ， 并 将 在 第 9 节 中 证 明 。 我 们 请 读者 写 出 并 证 明定 理 9 在 离散 
参数 情形 的 对 应 命题 ， 


4. 鞭 论 在 离散 参数 Markov 过 程 中 的 应 用 


R (Х,7) 是 一 可 测 状态 空间 ， 并 设 {х(я),лє Zt} 是 以 
它 为 状态 空间 且 从 X 中 某 点 出 发 的 Markov 过 程 。 假 定 此 过 程 具 
有 平稳 转移 概率 ,其 转移 函数 为 P. 我们 称 自 X 到 R 中 的 函数 ， 
为 相对 于 p 上 调和 的 《调和 的 ;次 调和 的 )， 如 果 w TIME, 
PC, ul) < +оо, ЗЕН РС, н) <u [相应 地 ,pC*,w) = u; 
Р(+,и) >и]. 定义 多 (п) = F (500), ++, х(л)}. ШЖ 
是 上 调和 (调和 ;次 调和 ) 的 ,简单 的 计算 可 知 ， 只 要 对 nk, 
Е{|#[х(з)]|} < +оо, ДЯ {15 (я)1, n>k} 相对 
FF (C) Ж-Е CAB, Юй; FR). 我 们 指出 ， 若 在 过 
程 的 出 发 点 上 * 有 限 , 则 当 * = 0 时 期 望 BE{1x[x(z)]1} 有 限 ,再 
者 ， 由 假设 知 * 一 1 时 这 个 期 望 有 限 、 从 而 当 * 是 正 上 调和 函数 
时 ， 这 个 期 望 对 > 1 有限。 根据 鞭 论 的 收敛 定理 Ш.13, 我们 
就 得 到 当 и 正 上 调和 时 lim ,~-*[x*(z*)] 几乎 必然 存在 且 有 限 。 

例 ( 位 势 理论 中 的 边界 极限 定理 ) 设 了 是 R 的 Green F 
子 集 ,对 于 DD 中 的 点 上， 以 DE) 表示 包含 § 的 D 的 相对 紧 开 子 
Ж. 定义 

Р(Е, À) = up.eE ,A). 
这 里 иро 是 调和 测度 ,从 而 以 ODE) 为 其 支撑 。 我 们 假定 DE) 
对 二 的 依赖 表现 为 这 样 的 形式 : 当 4 是 了 的 Borel 子 集 时 pC, 
A) 是 Borel 可 测 的 。 经 典 的 上 调和 ,调和 ,次 调和 函数 正好 分 别 
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RAR Fix HS НО ERA, ISA, KAMAR. (ЕРИ 
位 势 理 论 方面 进行 同样 的 讨论 可 知 ， 上 抛物 型 ， 抛 物 À, КИ 
物 型 函数 正好 分 别 是 相对 于 以 抛物 型 测度 定义 的 转移 函数 的 上 调 
和 ,调和 ,次 调和 函数 。 注 意 在 这 种 情形 样本 序列 是 沿 下 降 坐 标 值 
的 方向 运动 的 。 

我 们 回 到 经 典 情形 ， 并 为 简化 讨论 假定 D 是 有 界 的 。 我 们 将 
用 两 种 方法 选取 DE). 首先 设 D. 是 刀 的 祖 对 紧 开 子 集 的 一 个 增 
序列 ， 使 得 其 并 为 了 且 万 ,CD。:。 对 于 《一 min{r:£ € D,} 取 
DCE) 一 Di:， 则 按 上 面 定义 的 ?是 一 随机 转移 函数 ， 而 且 祖 对 应 
的 自己 中 点 (0) 出 发 的 Markov 过 程 rC) 的 样本 函数 接连 地 
F D. 的 边界 而 趋向 OD. 此 外 ，R* 的 每 个 坐标 函数 x 是 在 了 
内 调和 且 有 界 的 ,于 是 x[x(')] EE Й, Mi lim 。--x[x(n)] 
几乎 必然 存在 。 至 此 知 Him ,~。x(z*) 几 乎 必然 存在 ,就 是 说 , C) 
的 几乎 每 个 轨道 序列 收敛 于 忆 的 边界 点 ， 下 面 我 们 运用 这 一 技巧 
于 DE) 的 另 一 种 不 同 的 取 法 .这 一 次 设 в 是 一 个 严格 正 数 ,并 取 
D(E)= ВСЕ, NCE 一 0D1/2)), 使 得 PS，…) 一 “oo(G)， 就 是 
HPCE.) 是 ODE) 上 的 均匀 概率 分 布 .为 证 明 这 种 取 法 具有 性 
Bi: 当 4 是 D 的 Borel 子 集 时 p(。,4) 是 Borel 可 测 的 ,我 们 只 
需 证 明 , 当 f 在 D 上 有 界 连续 时 p(*,f) 是 连续 的 。 因 为 PE, f) 
是 了 在 ODE) 上 的 不 加 权 的 平均 而 且 DC5) 的 半径 随 § 连续 地 
变化 ,所 以 PCO, Р 具有 上 述 连续 性 。 按 DE) 的 这 种 选择 ， 与 
前 面 一 样 可 证 明 lim ,~-x(Cz*) 一 х(00) 几乎 必然 存在 ， 而 且 因为 

[аба + i) (н) = en l2) = 21 а 

故 这 个 极限 必定 在 OD Б. а(оо) 的 分 布 是 9D 上 的 某 个 测度 
4p[x*(0),*]。 后 面 将 要 证 明 ， 对 DE) 的 两 种 选择 ， 这 个 测度 
都 是 调和 测度 wo[*(0),*]， 而且 事实 上 我 们 证 得 的 东西 比 这 还 要 
多 ,但 是 我 们 现在 仅 对 规则 的 Әр 验证 这 一 论断 。 设 由 是 自 Әр 
到 R 中 的 连续 函数 。 那 么 He 是 刀 上 的 有 界 调和 函数 且 以 由 为 
其 边界 极限 函数 ,从 而 Hslx《(，)] HR, CHAT (EE 
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ш.14) 其 几乎 必然 极限 Н[хбсо)]. RAEE 
up[x(0), 由 ] 一 Е{фЇх(соу]} = Be[x(0)] = ар[х(0),Ф1, 
由 由 的 任意 人 性 可 得 ps 一 ao， 论断 得 证 ， 

对 DCE) 的 两 种 选择 ,如 果 * 是 D 上 的 正 上 调和 函数 , 则 复合 
过 程 wx[x(*)] 是 一 正 上 拷 , 只 是 当 и[х(0)] = 十 co 时 参数 值 0 应 
除外 。 于 是 根据 黄 论 收敛 定 理 II.13， 在 几乎 所 有 的 趋 于 边界 的 
(C) 轨道 上 ， 正 上 调和 函数 有 有 穷 的 极限 。 这 是 一 个 Fatou 型 
边界 极限 定理 。 注 意 到 对 DCE) 的 第 二 种 选择 , 当 s 很 小 时 Се) 
的 轨道 序列 中 相继 的 点 是 紧 挨 在 一 起 的 ， 这 个 事实 暗示 普 如 果 将 
序列 轨道 换 为 适当 的 连续 轨道 上 述 结果 仍然 成 立 .这 确实 是 真 的 ， 
当 我 们 适当 地 翻译 为 自己 中 某 点 出 发 趋 于 边界 的 Brown 运动 的 
连续 轨道 时 ,刚才 证 明 的 结果 仍然 成 立 。 事 实 上 ,对 DCE) 的 上 述 
两 种 选择 ，*(*) 的 序列 可 以 与 沿 着 Brown 运动 轨道 趋 于 忆 的 边 
界 点 的 某 个 序列 等 同 起 来 。 调 和 测度 可 通过 概率 方法 作为 Brown 
运动 的 命中 分 布 而 算出 。 正 上 调和 函数 的 边界 极限 定理 及 正 上 调 
和 函数 与 Brown 运动 的 复合 是 上 扶 是 定理 1Х.7 的 部 分 结论 . 调 
和 测度 与 Brown 运动 的 命中 分 布 重合 将 在 定理 IX.13(a) 中 证 明 ， 
二 者 的 重合 本 身 剖 含 着 ODE) 上 的 命中 分 布 是 DE») 这 一 
事实 ,由 此 又 可 推 知 ,对 于 DE) 的 上 述 每 一 种 选择 , 可 以 按 下 述 
方式 得 到 具有 给 定 分 布 的 序列 (e): WA +(0) 出 发 的 Brown 
运动 轨道 首次 命中 ODO) 的 位 置 为 x(1)， 再 取 此 后 首次 命 
中 6D(x(1)) 的 位 置 为 x(2)， 如 此 继续 。 

在 抛物 型 情形 ， 所 进行 的 讨论 只 需 作 如 下 改变 ; 将 “调和 ” 换 
为 “抛物 型 ”将 “Brown 运动 ” 换 为 “ 空 时 Brown 运动 .” 如 果 
ВА] 是 一 个 严格 正 的 调和 [ 摔 物 型 ] 函 数 ,那么 把 整个 讨论 中 的 调 
和 [抛物 型 ] 测 度 改 为 h 调 和 ГА 抛物 型 ] 测 度 , 可 以 在 有 关 方 面 导 
出 相应 的 结果 。 使 这 些 结 果 仍 然 成 立 的 连续 轨道 过 程 是 条 件 [时 
Ж] Brown 运动 ,我 们 将 在 第 X 章 讨论 ,并 证 明 与 经 典 情形 相对 应 
的 结果 ， 
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5. 具有 平稳 转移 概率 的 连续 参数 Markov 过 程 


A X, ) 是 一 可 测 空 间 , к ER 上 的 概率 测度 ,再 设 (1,8， 
А) р(г,Е, 4) 是 连续 参数 的 随机 转移 函数 ( 见 附录 V1.3)。 假 
E (200), 多 G) ER) 是 以 4 为 初始 分 布 且 有 平稳 转移 概率 的 
Markov 过 程 ,以 为 其 转移 函数 (第 1 节 ), 使 得 P JE Chapman- 
Kolmogorov 方程 ; 对 于 46 27, > 0,2 0 


кек, 4) | pins AGE rd) (50) 
MAX s>0:>0 有 
Р{+(0)є A} = aCA) TR 


Р„{х(з + 1)€ AIF (ғ) } = р(т,х(з), A) a.s. 
从 现在 起 我 们 把 这 样 的 Markov 过 程 说 成 具有 平稳 转移 函数 之 的 
Markov 过 程 . 若 0 一 np<…: <1,, H AER 
Padi) E 4,1 < n} 
"= Ж „(48,) | PCs Eos dE): * „ге. — 1,0,81,4,), 
(5.3) 
特别 有 
Pe{x(1)€ Aii <n} 
一 (GD |, pOur] pOur de) (53) 


表达 式 (5.3) 决定 了 х(+) 的 有 穷 维 分 布 ， 从 而 决定 了 Fr), 
тєв) 上 的 Pu。 注 意 (5.3) 式 的 左边 确定 了 上 的 一 个 2 可 测 函 
数 , 它 关 于 4 的 积分 就 是 (5.3) 的 左边 。 

在 本 节 的 所 余部 分 中 可 测 状态 空间 总 是 Polish 空间 连同 它 
的 Borel 子 集 类 .给 定 一 个 Polish RAZE, A), 27 上 的 一 
个 概率 测度 上 和 一 个 (Х, .用 ) 上 的 随机 转移 函数 p, 存 在 一 个 以 
(х, К ) 为 状态 空间 的 正则 Markov 过 程 , 它 以 “为 初始 分 布 , 以 
р 为 转移 函数 。 我 们 扼要 地 给 出 此 过 程 的 定义 (参见 1.10 节 )。 空 
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间 9 取 为 自 R 到 X 中 的 函数 w 的 空间 , 41,0) 是 o HEI iè 
RE. ELF U 一 多 00), 61}, # = V7 C. 取 
B ARCE 4, i< a} % (5.3) 的 右 方 ,并 运用 Kolmogorov Ж 


жыр 张 到 多 上 去 ， 于 是 就 在 安 上 确定 了 测度 À. FT 
RÉF, Né Ё, 为 完备 的 .最 后 再 定义 F OA FO 与 
全 体 В, 零 集 产生 的 0 代数， 过程 UC), SC) 就 是 概率 空 
间 (9, 少 ,,p,) 上 所 要 的 正则 过 程 .我 们 指出 ,如 果 {x("),.F (-)} 
是 概率 空间 (0。, F ,，P。) 上 的 一 个 Markov 过 程 ， 它 以 这 个 
(Хх „К ) 为 状态 空间 ,并 有 转移 函数 p, 取 О, 到 中 的 变换 四 为 
4(o) 一 ш rC, о), 那么 根据 我 们 有 关 过 程 的 概率 测度 是 完 
备 的 这 一 惯例 可 得 
DNF DCF, (FCF), 


而 且 当 ZO 包含 P。 零 集 时 有 EF OCT. 此 外 
有 


PAG A) = BANA E F p). (5.4) 
这 些 关系 式 都 可 以 从 下 述 事 实 推出 : 对 于 上 面 的 +. 与 A, # 
AGRE 4,1 <}, ШЇ $A)E (1,), 而 且 (5.4) 对 这 个 
RA йл, 
HAT, BK Et ACER TE, FI Borel 可 测 ， 
而 县 由 (5.3) 对 Ё, RZA 
BAC) = | Pe) nds) (55) 


对 F {#(ц)у,} < п} 中 的 A 成 立 ,因此 (5.5) 对 代数 UF (20). 
ji < я} (这 里 求 和 是 取 饥 所 有 有 限 参 数 集 ) 中 的 4， 进而 对 宵 中 
HARE. ARE (附录 V1.2) 我 们 得 知 ,如 果 对 每 个 ,将 
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测度 Ё, BREST Батрак 20037) 之 上 ,或 者 局 限 
РЕГ ХЕ UKF) 上 , 这 里 UAF) ERI EI 
HET XF ERBE (EA) BCD 的 普遍 可 测 集 类 , 则 函数 
2.(4) 是 X 上 普遍 可 测 的 ,而 且 (5.5) 仍 然 成 立 ， 用 期 望 的 语言 来 
叙述 ,倘若 # 是 FIAT) ын, N Ê. {i} Ж 
ALLAN 可 测 函 数 ,再 用 通常 的 逼近 程序 知 ШЖ # 是 
FA NF уу 可 测 的 , 则 当 # 是 正 的 或 关于 六。 绝对 可 积 时 ， 
ROSE 212 (多 )] 可 测 的 且 有 


йд} = |, BARH), (5.6) 
注意 现在 可 将 (5.4) 解 释 为 
РДАСА) ECO} = Ё (A) аз. 
AEF )) (5.7) 


ЛАЗ, А011 ,) ару Ёа) 的 形式 . 
根据 (5.4) 及 其 相应 的 期 望 等 式 知 , 关系 式 (5.5) 与 (5.6) 可 以 
应 用 于 非 正 则 过 程 ,从 而 导出 


PASA = [ PAS CAGE), 


А (5.8) 
EASO} = | БФС} иав), 


其 中 4 与 同上 ,而 G) 一 中 8)， 这 里 概率 测度 Р, 及 对 应 
的 期 望 算 子 E。 是 相对 于 概率 空间 (OF ePi) 上 (注意 集 © 
可 能 因而 异 ) 任 意 的 以 〈X，. 有 2-) 为 状态 空间 、? 为 转移 函数 且 
为 其 出 发 点 的 任意 Markov 过 程 而 言 的 。 


6. 右 连 续 过 程 的 特性 


进一步 设 上 节 的 转移 函数 上 有 这 样 的 性 质 :对 Polish 状态 空 
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间 X 中 的 每 一 点 5, FEREZ (О, F ePi) 及 其 上 右 连 续 
Markov JE, CA E 出 发 且 以 2 为 其 转移 函数 ， 于 是 我 们 可 以 定 


义 与 之 相 联系 的 右 连续 过 程 ,其 中 总 是 自 R+ 到 X 中 的 右 连 续 函 
BE, AG FFC) 及 加 (在 改变 为 这 样 的 9 之 后 相应 地 ) 按 
第 5 PEN, HN я 定义 АСА) 为 

PAAL = РАФА). (вл) 


жуз Fa ME р. 是 完备 的 ,由 À 的 这 个 定义 可 推出 
Б, 满足 (5.2)( 理 解 那个 等 式 中 的 上 以 {4} 为 支撑 )， 从 而 象 上 节 
一 样 可 得 当 4e 多 时 函数 上 F-> (А) 是 有- 可 测 的 。 按 (5.4) 
ELF LNWR PAEH), F OOMEN P HI A A P 
为 转移 函数 的 右 连续 Markov 过 得。 至 此 我 们 已 证 明了 对 每 一 个 
4 这 样 的 过 程 存在 ， 现 在 容易 看 出 ,第 5 节 的 所 有 结论 对 于 现在 
这 种 2 的 元 素 右 连续 的 场合 仍然 成 立 . 新 东西 是 正则 过 程 为 右 连 
续 的 ， 这 个 事实 可 导出 过 程 的 一 些 新 性 质 ， 我 们 将 在 这 种 场合 导 
出 解析 集 的 命中 性质 , 仍 沿用 上 地 的 记号 ,但 需 运 用 正则 过 程 必定 
循序 可 测 这 一 事实 。 
假定 4 是 X 的 一 个 解析 子 集 。 在 1.9 节 已 经 证 明 ， 
4 一 {o:iro)e AMEN s SET 00). (6.2) 
现 从 (5.4) 可 以 推 知 , 对 任意 的 概率 空间 (0,7 ,P) 上 的 几 
平 必然 右 连 续 Markov 过 程 *('), REED (X, Ж) AREZ 
闻 , 有 初始 分 布 上 及 转移 概率 p CERNS: 的 时 刻 命中 4 的 概 
率 ， 就 是 说 ，4 的 命中 时 T 不 大 于 :的 概率 ,满足 PT <} 


Bu{ $A)}， 从 而 此 概率 与 概率 空间 的 取 法 无 关 ， 如 果 & 以 48) 
为 支撑 ,上 述 概率 是 БФС), 而 且 它 作为 § 的 函数 是 普遍 可 
测 的 .最 后 ,对 一 般 的 ,上 述 概率 等 于 积分 | Bd CAGE). 
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相应 的 结论 对 于 命中 与 进 人 分 布 也 或 立 。 我 们 可 以 得 知 如 下 定义 
的 概率 与 期 望 是 初始 点 的 普遍 可 测 函数 : 
(а) 对 某 个 区 间 工 及 自 X 到 R 中 的 Borel 可 测 函数 u, ME 
率 Pifsupemlx()] > с}; 
СЬ) 对 (а) ФГ u, 期望 Esfsupielw[x(o]}, 这 里 要 
Ж x 过 0， 或 者 将 此 期 望 中 x RA l ARNA E SA 
PR; 
(с) 对 (а) 中 的 zx 及 xCe) 命中 X 的 某 个 解析 子 集 的 时 间 
Т, Ж Pe{limsup,; ru[ X(t)] > c}; 
(9) X (c) 中 的 x 及 Т, WA Esflimsup,:ralx(e)]}, 这 
里 要 求 x > 0 或 将 此 期 望 中 x 换 为 |#| 后 对 所 有 5 均 
AR. 
如 果 对 于 这 个 状态 空间 中 每 一 点 上 ， 存 在 一 个 从 5 出 发 且 有 
给 定 的 转移 函数 的 连续 随机 过 程 ,那么 对 于 R+ 到 X 中 的 连续 函 


效 空间 9， 本 节 所 有 的 讨论 都 仍然 成 立 ， 
ғ, 型 集 的 命中 
现 改变 刚才 讨论 的 右 连 续 情形 中 的 某 些 记号 ， 设 4 是 X 的 某 
个 解析 子 集 ,以 7 表示 某 个 紧 的 参 履 区 间 , 并 设 С) RARE ЕШ 
发 且 有 给 定 转移 函数 请 的 右 连续 Markov 过 程 ， 回 忆 定义 (+) 
的 概率 空间 可 能 与 有 关 。 考 虑 函数 
E> PfxsCD)e A, IRRA г). (6.3) 
按照 我 们 已 进行 的 讨论 ,函数 (6.3) 是 普遍 可 测 的 。 现 在 我 们 将 证 
H, 在 4 及 转移 函数 上 添加 进一步 的 便 设 ， 函 数 (6.3) 甚 至 可 以 是 
Borel 可 测 的 ， 而 且 这 种 Borel 可 测 性 的 证 明 不 需要 解析 集 的 理 
论 。 这 一 事实 意味 着 本 书后 面 的 某 些 结果 可 以 不 求助 于 解析 集 而 
得 到 ( 某 些 读者 可 能 不 熟悉 解析 集 理论 )。 但 是 吉 开 解析 集 理论 会 
使 随机 过 程 论 大 为 失色 并 变 得 很 不 完善 注意 对 如 上 的 aC) 及 
参数 值 的 可 数 子 集 /， 函 数 
E Pir) E А, ЯГ 中 某 个 二 (6.4) 


6192. 


是 Borel 可 测 的 ， 特 别 当 4 是 开 集 时 , 取 了 为 包含 1 的 两 个 端点 
且 在 7 中 稠密 的 可 数 子 集 ,那么 由 (6.3) 与 (6.4) 所 确定 的 函数 恒 等 
可 知 (6.3) 是 Borel 可 测 函 数 。 现 假定 对 每 个 5， 可 取 过 程 хае, 
为 连续 的 , 我 们 来 证 明 当 4 为 F, 型 集 时 函数 (6.3) 是 Borel 可 测 
的 。 这 又 只 需 证 明 当 4 是 闭 集 时 有 这 种 Borel 可 测 性 . 对 ”之 1， 


以 8。 表 示 到 4 的 虐 离 < 二 的 点 构成 的 开 集 , 则 在 参数 区 间 [中 


А C) 命中 当 且 仅 当 对 一 切 *# 在 参数 区 间 I 中 В, Ж xs(*) 
命中 。 因 此 函数 (6.3) 是 (6.3) 中 将 4 换 为 B8。 后 所 得 函数 列 当 
nn 0 时 的 极限 ,从 而 它 是 Borel 5] 180. 

我 们 指出 , 倘若 只 假定 上 述 хе) 是 几乎 必然 右 连续 而 不 是 
右 连 续 ,或 只 假定 它 几 乎 必然 连续 而 不 是 连续 ,那么 相应 的 结论 仍 
然 成 立 , 而 且 除 了 需 承认 有 一 个 例外 的 零 集 之 外 ,论证 过 程 也 无 需 
ЖЖ, 


7. 连续 参数 Markov 过 程 : 寿命 与 灭绝 点 


回忆 在 可 测 空间 的 某 个 子 集 4 上 定义 的 函数 ,如 果 4 可 测 ,而 
且 此 函数 关于 4 的 可 测 子 集 组 成 的 类 可 测 , 则 称 此 函数 可 测 . 

设 (2,2,4) > POE, AEX, 27) 为 状态 空间 的 次 随机 
平稳 转移 函数 。 由 Chapman-Kolmogorov 方程 可 知 , 对 一 切 &, 
函数 гэ р (2, EX) 在 10, 十 co[ 上 是 单调 下 降 的 。 在 整个 讨论 
中 我 们 总 假定 limp, X) 一 1， 由 此 可 推出 ,对 一 切 § 函数 
рб, Е, X) 在 1]0, 十 co[ 上 右 连续 。 将 第 5 节 稍 加 推广 ， 定 义 以 
A) 为 状态 空间 ,R+ 为 参数 集 , и 为 初始 概率 分 布 且 有 次 随 
机 平稳 转移 函数 的 Markov 过 程 为 满足 如 下 条 件 的 适应 过 程 
00), F (0) ЄВ: Жо < KR AER À 

P{x(0)€ A} = „(4), 
Px) 6 ALF (ғ) } = P(t — ғ,а(ғ), A) a.s. 
此 过 程 的 随机 变量 不 需要 定义 在 整个 空间 上 ，、 因 而 “a.s.” 意 味 着 
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(7.1) 


“在 x(*) 有 定义 的 集 上 几乎 处 处 . "在 有 关 这 个 过 程 的 随机 变量 的 
任何 表达 式 中 部 理解 为 需 附加 随机 变量 有 定义 这 一 条 件 ， 这 一 点 
有 时 将 明确 地 写 出 .于 是 集合 {z(2)e Х} Ж хт) 的 定义 域 .在 这 个 
约定 之 下 (5.3) 仍然 成 立 ， 根 据 (7.1) 与 Chapman-Kolmogorov 
方程 ,随机 变量 x(0) 是 几乎 处 处 有 定义 的 ,而且 函数 


5 Ра) сх}, Эң :> 0 时 它 等 于 |: рРЇа,Е,Х)н(4Е), 是 单 


调 下 降 的 且 在 R EAER, WR 0<s < 4， 因 为 
Pix(s)€ X,xG) ЄХ} 


= | KUE) | PO — tyn, Xss dy) 
¿X x 


= | POE X uE) = Ра) єх), 0.2) 


所 以 在 XGz》 有 定义 的 集合 上 旺 机 变 昌 x(s) 几乎 处 处 有 定义 , 倘 
若 存 在 一 个 正 的 随机 变量 5( < 十 co )， 使 得 хб) 有 定义 当 且 仅 
当 :< S$， 则 称 随机 变量 5 为 此 过 程 的 寿命 。 整 参数 过 程 的 洗 命 
已 在 第 3 节 讨 论 过 。 过 程 的 寿命 存在 并 不 是 很 大 的 局 限 ,事实 上 ， 
没有 过 程 的 寿命 存在 这 一 假定 ,可 令 

SCo) = sup{rir MAMA, 2xCr)E X} 
而 定义 S, ES 是 几乎 必然 严格 正 的 而 且 

Р{х() ЄХ} = P{S >з} = P{S> 1}, 
在 集合 {5 >} [B5 10) 的 定义 域 只 相差 零 集 ] 上 定义 уб): 
Ж х@) 存在 则 取 убт) 一 хш); 否则 уб) 可 任 取 ， 则 过 程 C), 
多 《〈")} 是 一 Markov 过 程 ， 其 转移 函数 为 p， 初 始 分 布 为 и, 
寿命 为 $S， 而 且 它 是 C) ZCO) 的 标准 修正 ， 

如 果 C) ZC) 是 具有 次 随机 转移 函数 ?与 寿命 了 的 
Markov 过 程 ,添加 单 点 6 而 扩大 其 状态 空间 , 并 在 这 个 扩大 的 空 
间 上 扩张 ?使 之 成 为 随机 的 ， 且 使 6 为 吸收 点 (附录 VL3), 如果 
HIST EX ха) A 0, 则 扩张 后 的 过 程 是 以 扩张 后 的 ?为 其 
转移 函数 的 Markov 过 程 。 于 是 ,对 带 有 随 仙 转 移 函 数 的 Markov 
过 程 得 到 的 结果 可 以 适用 于 次 随机 转移 函数 的 情形 。 
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从 另 一 个 方向 来 说 ,如 果 Р Æ Polish 状态 空间 X 上 的 次 随机 
转移 函数 ， 而 上 是 此 状态 空间 上 的 一 个 概率 分 布 ， 由 如 下 论证 可 
知 ,存在 一 个 以 为 转移 函数 , 以 上 为 初始 分 布 的 Markov 过 程 : 
ОЛЖА о Рх XUA 的 孤立 点 , 并 扩张 ”使 8 为 一 个 


吸收 点 ， 于 是 存在 一 个 Markov 过 程 C), 7 C), 它 有 扩张 
的 状态 空间 ， 扩 张 的 转移 范 数 以 及 给 定 的 初始 分 布 《 以 X 为 其 支 
集 )， 将 O 换 为 它 在 集合 (80) eX} 上 的 局 限 xD， 则 (60), 


FO} 这 个 过 程 具备 本 节 开头 所 述 的 性 质 ,而 且 ,如 有 必要 ,可 象 
上 面 讨论 的 那样 修改 成 为 具有 洗 命 的 . 

几乎 必然 连续 Markov 过 程 的 一 个 o 代数 等 式 

我 们 将 用 到 如 下 直观 上 很 明显 的 事实 。 设 C) ЖЁҢдЕШ 
发 的 几乎 必然 连续 的 Markov 过 程 。 假 定 其 状态 空间 是 局 部 紧 的 
但 不 是 紧 的 Polish 空间 。 设 5 是 过 程 的 寿命 。 如 上 所 述 添 加 一 
个 灭绝 点 ， 此 添加 点 5 正 是 状态 空间 按 Alexandrov 意义 下 单 点 
紧 化 点 。 再 假定 几乎 必然 有 x(5 一 ) 一 上。 对 zk Rt, 令 8 (1) 为 
x(*) 概率 空间 中 的 零 集 与 #С{х(з), s <1) 所 产生 的 c 代数 ， 
并 定义 多 一 Yies+ 多 (GD)。 设 了 .是 包含 所 的 状态 空间 的 相对 
紧 开 子 集 递增 序列 ， 使 其 并 为 状态 空间 。 再 设 5, 是 xC) 命中 
OB, 的 时 间 ， 则 几乎 必然 有 lim, = 5, 定义 多 一 Vert 
多 (3.)， 我 们 来 证 明 多 一 多 .由 1.12 节 已 得 包含 关系 多 CF . 
为 证 相反 的 包含 关系 ,我 们 对 每 个 证明 x(:) 是 多 可 测 的 。 在 做 
这 件 事情 时 假定 过 程 的 灭绝 点 就 是 5 并 不 失 一 般 性 。 那 么 我 们 只 
需要 指出 GNS) 是 FONS)CF(S,)CS 可 测 的 ,而 且 几 
平 必然 有 1C) = lim rGAS,) 就 足够 了 。 


8. Markov 过 程 过 溃 的 右 连 续 性 ,一 个 0-1 律 


在 某 些 场合 ，Markov 过 程 过 滤 的 值得 向 往 的 右 连续 性 其 实 
是 固有 的 ,这 由 如 下 定理 可 看 出 。 
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定理 设 {х(-), 9 (-)} 是 具有 Polish 状态 空间 的 几乎 必 
然 右 连续 Markov 过 程 ， 其 转移 函数 为 p。 假 定 对 于 一 切 *> 0 
及 状态 空间 上 的 有 界 连 续 函 数 Р, 函数 ре, Р) 是 连续 的 ,或 者 
至 少 过 程 p,e) f) 是 几乎 必然 右 连 续 的 。 那 么 

Са) 过 程 OZIO) 是 具有 转移 函数 ?的 Markov 

O) 如 果 对 一 切 >20, FU 是 零 集 与 F {xls Li} 

所 产生 的 代数 , 则 ZHAO = FCE) 

附注 “如果 状态 空间 是 局 部 紧 且 第 二 可 数 的 ， 则 由 定理 的 证 
明 容易 看 出 ,加 在 i 上 的 假设 只 需要 是 有 紧 支 撑 的 连续 函数 。 

REME P 是 次 随机 的 ,定理 及 如 下 的 证 明 仍然 成 立 . 

对 于 定理 中 的 1， 由 形 如 
E{flx(s HDIF (s)} = plt,x(s),f) as (т> 0) (8.1) 
的 Markov ВЕ, 并 根据 定理 的 侵 设 及 条 件 期 望 的 控制 收敛 定理 可 
推出 , 当 序列 式 地 下 降 趋 于 * > 0 时 有 

E{f[zxCs + DIF +Cs)} = pli,x(s),f) a.s. (8.2) 
于 是 (а) 成立， 在 《b) 中 附加 的 假设 下 , 由 引 理 1 便 得 到 
FACT U), 相反 的 包含 关系 是 平凡 的 ,从 而 《b》 得 证 。 

一 个 0-1 律 

在 定理 中 (b) 的 假设 下 ,进一步 设 Markov 过 程 是 从 一 个 点 
出 发 的 ,此 时 代数 多 (0) 一 多 (0 十 ) 是 由 零 集 及 其 余 集 组 成 . 
用 直观 的 表达 方式 来 说 , ZO+) 的 这 一 构造 说 明 当 参 数值 趋 于 
0 时 样本 函数 的 渐 近 性 质 要 么 几乎 必然 成 立 , 要 么 概率 1 不 成 立 . 
Pin, MATE C) 命中 状态 空间 某 解析 子 集 的 时 间 ， 那 么 
P{T 一 0} 必 为 0 或 1。 这 个 0-1 律 及 其 在 Brown 运动 中 的 应 用 
的 讨论 参见 УП.6 +. 


9. 强 Markov 性 


强 Markov 性 的 如 下 连续 参数 形式 叙述 得 比 第 3 节 中 的 离散 
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参数 形式 可 能 强 一 些 , 但 是 我 们 将 不 需要 这 么 强 的 形式 .回忆 11.1 
节 与 п.2 节 ， 设 了 关于 过 滤 FC) 可 选 , 则 有 FZT) 
F(T), HAS 为 FT) 可 测 随 机 变量 且 有 S>T hj, $ 
也 是 可 选 时 。 再 回忆 对 于 以 R+ 为 参数 集 ， 广 义 实数 为 状态 空间 
过 程 rC), 如果 0<5 < 十 co ， 则 记号 х($) 表示 这 样 定 义 的 
ЮЖ: 在 {5 < +оо} 上 它 等 于 x(S)， 其 余地 方 取 为 0, 我 们 还 
采用 这 样 的 约定 : 如 果 P 是 连续 参数 转移 函数 ， 则 对 状态 空间 的 
可 测 子 集 4 有 2(0,.,4) 14 
定理 设 P 是 具有 Polish 状态 空间 的 连续 参数 次 随机 转移 
函数 ,并 假定 有 如 下 人 性质 : 
(а) 对 状态 空间 中 每 一 点 所 FEAE 出 发 且 以 为 转移 医 
数 的 右 连续 Markov 过 程 r(e). 
СЬ) 若 f 是 状态 空间 上 的 有 界 连续 函数 ( 当 状 态 空间 是 局 部 
紧 的 第 二 可 数 空间 时 只 要 求 f 是 有 紧 支 撑 的 连续 函 
ЖЮ), Hr>0, 则 函数 p(1,*,f) 是 连续 的 ， 或 者 至 少 
是 对 (a) 中 每 一 过 程 (+), DE {pO ls), Р), 
ЄК} 几乎 必然 右 连续 。 
那么 ,倘若 Со), С) 是 以 ?为 转移 函数 的 右 连续 Markov 
AE, HS 与 了 是 满足 3 之 7 HER, S% FT) 可 测 的 ， 
则 对 状态 空间 的 任何 Borel 子 集 4 有 
Р{х(5)є А. (Т+)) = р($— T,x(T),A) 
在 {S< 十 co} 上 а.е. (9.1) 
特别 对 某 个 正常 数 由 W SeT, WE 
Р{х(Т + ()є ALF (Т+)} = pli,x(T), 4) 
在 {Т < +оо} 上 а.е. (9.2) 
附注 (1) 由 条 件 〈a) 可 推出 ,对 Cb) 中 的 Р, RRC EF) 
在 R” 上 右 连 续 。 这 是 因为 当 xs(*) 是 (a) 中 选取 的 过 程 时 , 函 
Z ri pG,6,1) = Е{{{х,()1} 是 右 连 续 的 。 
附注 (2) 取 Fr = (Тн), 则 定理 表明 过 程 
{x《T + e), Z iC) 是 定义 于 {T < +оо) 上 以 ?为 转移 函数 
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EU (T 的 分 布 为 初始 分 布 的 Markov 过 程 。 为 说 明 这 一 点 
我 们 首先 指出 , 因为 ( 见 1.3 节 ) 函 数 (T +) 是 FT +5) 
可 测 的 , 故 所 考虑 的 过 程 是 适应 的 。 其 次 ,对 220, ж (9.2) À 
中 的 工 与 了 十 ;分别 换 为 工 十 为 与 Тт te, 那么 (9.2) 就 变 
为 平移 后 过 程 的 Markov 性 ， 就 是 说 ,在 {Т < +оо} 上 几乎 处 
处 有 
P{x(T utie AFE) = pa, (T + un), A}. (9.3) 
附注 (3) 着 对 严格 正常 数 + 取 5 = гут, 则 由 (9.1) 可 导出 
在 {т<} 上 几乎 处 处 有 
Р{х(«)є AlFUT+)} = plt — Т,х(Т), 4). (9.4) 
附注 (4) ”如 果 在 (a) 中 只 假定 存在 几乎 必然 右 连续 的 x +), 
那么 假设 (a) 事实 上 没有 被 减弱 ,这 是 因为 还 存在 右 连 续 过 程 具 
有 其 余 所 述 的 性 质 ， 可 按 同样 的 语气 令 述 此 定理 的 另 一 个 结论 如 
F: 倘若 (Со), Z CO) 是 以 2 为 转移 函数 的 几乎 必然 右 连 续 
Markov 过 程 ， 多 (0) 包含 所 有 堆 集 , 且 5 与 7 是 满足 S$ 宇 T 的 
可 选 时 , 5 为 FT) 可 测 的 ， 则 对 于 状态 空间 的 任何 Borel F 
集 4 有 (9.1) 在 {S < оо} 上 几乎 处 处 成 立 。 事 实 上 在 这 些 假设 下 
过 程 LC) FC) 与 某 个 右 连 续 的 多 (*) 适应 过 程 无 区 别 ， 
而 定理 的 结论 适用 于 后 一 过 程 。 

在 定理 的 证 明 中 ， 假 定 Р 是 随机 的 不 是 本 质 的 局 限 ( 见 第 7 
节 )。 而且, 因为 必要 的 话 可 将 ZC) 扩张 ( 见 I.8 节 )， 故 假定 
# (0) 包含 所 有 零 集 也 不 失 一 般 性 。 再 者 ， 因 为 《由 定理 8 A) 
Се) С) 是 以 2 为 转移 函数 的 Markov 过 程 ,所 以 可 以 假 
ж FC) 是 右 连续 的 ， 

为 方便 起 见 , 我 们 证 明 (9.1) 的 等 价 形式 : 对 СЬ) 中 所 措 述 的 
IE 


E{fLx(S)117 (T)} = pS — T,x(T),f) 
在 {S< +o} 上 а.е. (9.5) 
我 们 分 如 下 几 步 证 明 本 定理 。 
特殊 情形 (9.2) 
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若 5 一 T 十 1， 为 证 (9.2) 式 我 们 先 证 
E{ TID + OI FTI)} = РС, CT], i) 
在 (Т1, < +0} Е а.е (9.6) 
就 是 说 ,要 证 对 ZATI) 中 的 4 有 


IATP + DJdp 一 | СТОР, 
(9.6) 


这 又 只 需 将 积分 区 域 换 为 FG) 中 的 集 АПЕТ, = ји} 
来 证 (9.6”), 此 时 被 积 函数 中 [T]。 可 以 用 72 ”代替 ,从 而 (9.6) 
变 成 *(*) 的 Markov 性 的 一 个 明显 的 推论 .特别 地 ,对 多 (7T) 
中 的 A 人 (9.6) 仍 成 立 , 再 令 п-> оо 便 得 到 (9.2) 的 积分 形式 ， 

特殊 情形 T 一 0 

如 果 2, 表示 集合 {151,— 127") 的 示 性 函数 , 则 在 {5 < 
+оо} 上 几乎 处 处 有 


аа 


EURO) = 7 (04027919 (0)) 


= p([5],,x(0),f). (9.7) 

令 п» оо, 由 C) 右 连续 知 ，(9.7) 的 左边 几乎 必然 变 为 
E{f[x(S)]1 久 (0)}, 而 据 附 注 (1) 知 右边 有 几乎 必然 极限 РС5, 
х(0),/). = ДИЗ Т 一 0 时 (9.5) 成 立 ， 

一 般 情形 

运用 第 一 个 特殊 情形 可 知 ， 过程 {x(T t eFC 是 
{T < +оо} 上 的 具有 转移 函数 ?的 右 连 续 Markov 过 程 。 我 们 
再 运用 第 二 个 特殊 情形 。 如 果 T 了 是 有 穷 值 的 ， 则 由 8 与 了 关于 
多 〈') 可 选 便 得 到 3 一 了 是 关于 #ү(-)= #7 (TH) 可 选 的 
[根据 1.2 节 (л), 但 这 里 所 用 的 记号 不 同 ]。 因为 5 一 了 是 
327100) 可 测 的 ， 对 可 选 时 对 (0，$ — Т) 运用 第 二 种 特殊 情形 
于 {x*(T 十 *), 多 rz(，)} 便 得 证 (9.5) 成 立 。 如 果 了 不 一 定 只 取 有 
穷 值 ,注意 到 对 一 切 n, SAn 是 #(Т/\л) 可 测 的 ,对 可 选 时 对 
5Ла. TAn 运用 (9.5) 就 会 得 到 当 4€ (Т) 时 有 


QUE 


А, = AN{S <n} 
= ANT <n}N{S<n}e F(n)NFUT) = (Т Ла), 


|, IUP = |, CS — Tate), аР, 
R 4 一 0， 后 一 等 式 就 变 为 (9.5) 的 积分 形式 。 


10. 概率 位 势 理论 ,过 分 函数 


设 ? 是 以 CX, 多- ) 为 可 测 状态 空间 的 连续 参数 次 随机 转移 函 
Ж, С. А. Hunt 已 经 指出 ,怎样 和 借助 ?所 定义 的 经 典 情形 的 类 似 
概念 便 能 得 到 经 典 位 势 理论 的 一 个 意义 深远 的 推广 。 在 他 的 理论 
中 ， 正 上 调和 函数 的 作用 被 = 过 分 函数 所 取代 。 这 里 “ 是 一 个 正 
的 参数 ,而 a 过 分 函数 4 定义 为 满足 

(а) “pCt, u) Su, 

Cb) lim,.op(t,*,u) = u, 
的 自 X 到 R+ 中 的 可 测 函数 。 运 用 Chapman-Kolmogorov 方程 
可 证 明 ， 由 (10.1а) 自己 就 可 推出 函数 1 егер, е.) 是 单 
调 下 降 的 ， 从 而 易 见 极限 函数 impl, e, u) 必 是 “过 分 的 。 

A 对 一 切 “ 而 言 ， 恒 为 0 的 函数 是 a 过 分 的 。 正 常数 函数 
u с 对 一 切 a 满足 (10.1a)。 因 此 ,对 “二 0 与 0<c < +оо, 
函数 为 a 过 分 的 ， 当 且 仅 当 im,np(t…,X) 一 1. 而 当 “一 
十 co 时 ,此 函数 # 为 a 过 分 的 , 当 且 仅 当 limp, X) > 0。 如 
ЖР Ж R 的 某 个 连通 Green 子 集 中 Brown 运动 的 转移 函数 ， 
我 们 将 (在 1X.6 节 与 1X.8 节 ) 证 明 、 正 函数 是 0 过 分 的 ， 当 且 
仅 当 它 要 么 恒 取 十 co ,要 么 是 上 调和 的 。 对 а 过 分 函数 (a > 0) 
的 相应 的 结果 将 在 IX.16 WER. 

Hunt 的 理论 已 经 表现 出 不 同 程度 上 的 广泛 性 ， 例 如 ,添加 如 
下 假设 后 ,这 一 -理论 包含 了 Вч 中 具有 规则 边界 的 Green FRE 
的 经 典 位 势 理论 。 

ні 状态 空间 是 满足 第 二 可 分 条 件 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 
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(10.1) 


连同 它 的 Borel 集 类 (有 时 为 了 有 足够 的 一 般 性 ,假定 
HE Borel 集 类 上 的 普遍 可 测 集 类 )。 

H2 变换 f p(1,*,f) 取 为 X 上 有 紧 支 换 的 连续 函数 # 
组 成 的 Banach 空间 到 它 自身 的 变换 ,而 且 当 “一 0 时 
这 个 变换 以 恒 等 变换 为 其 强 极限 。 

下 面 我 们 将 讨论 Hunt 理论 的 几 个 必需 的 方面 。0 过 分 函数 
简称 为 过 分 的 。 E 8 > c， 则 c- 过 分 函数 也 是 8 过 分 的 。 如 果 
取 ps(1,",*) m ep), WBA ps 是 一 个 次 随机 连续 参数 转 
BAM. 而 且 函 数 关 于 р, № ё 过 分 当 且 仅 当 此 函数 关于 Р 是 
(a 十 8) 过分， 如 果 某 函数 “关于 次 随机 转移 函数 乡 是 过 分 的 ， 
我 们 按 第 7 节 所 述 ， 在 状态 空间 上 附加 一 个 灭绝 点 使 ?成 为 随机 
的 , 则 相应 地 在 灭绝 点 上 取 w 为 0 后 ,w 仍然 是 关于 ?为 «过 分 函 
数 。 简 单 的 论证 可 得 知 ,a 过 分 函数 增 序列 的 极限 仍 是 “过 分 的 。 

如 果 假 定 对 每 个 如 ?中 的 ApCs, A) 是 BRY х HT 
WA, MESA a， 通 过 


GEA) = eps Ud) 002) 
FEA XA) 为 其 状态 空间 的 核 G4 正好 取代 Green 函 
数 的 作用 。 对 X 上 的 正 可 测 函 数 f, 
бй, = Гено д) (10.3) 
EAO X EAST ERA Ра 位 势 。 因 为 
рро.) = (Тетир, 06а) < GEF), 
(10.4) 
且 令 :一 0 取 极 限时 上 式 等 号 成 立 , 因 以 = 位 势 是 = 过 分 函数 。 
在 1X.17 节 中 我 们 将 证 明 ,如 果 状态 空间 是 R* 的 某 个 Green 
子 集 刀 连同 它 的 Borel FRX, 而 且 P 是 DD 中 Brown 运动 的 转 
вз, 


СЕ, dn) = сопѕ:Сь(Е,я)1 (4). 
因此 ， 函 数 了 的 Hunt ЗЕ ТВ fdlx 的 经 典 位 势 与 某 个 
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常数 之 积 。 与 时 空 Brown 运动 相 联系 的 有 关 抛 物 型 理论 的 相应 
结果 也 将 得 以 证 明 。 

相对 于 转移 函数 ?的 a 过 分 函数 与 a 位 势 的 分 析 与 相对 于 转 
FAX р, 的 过 分 函数 与 0- 位 势 的 分 析 是 相同 的 。 

不 变 过 分 函数 

如 果 # ЖИ а 过 分 的 ,而 且 对 一 切 上 之 0 有 

e "pt,° u) = и, (10.5) 
ижа а. ш, He 是 过 分 的 ， 则 函数 
Етп, „е “p(t,*,v) 是 不 变 a- 过 分 的 如果 w 是 a 过 分 的 , 只 要 
对 其 个 严格 正 数 上 有 (10.5) 成 立 , W # 是 不 变 “ 过 分 的 。 事实 上 ， 
一 方面 若 (10.5) 对 + 为 真 , 则 有 
ра (21, eu) 一 р„(т,* ,р„бт,,*,м)) = р„(т,*,м) == и, 

即 (10.5) 对 2z 也 成 立 。 另 一 方面 ,由 函数 pC Esu) 的 单调 性 知 ， 
落 (10.5) 对 * 成立, 则 它 对 一 切 + 过: 成立。 

“过 分 函数 的 概念 把 Hunt 位 势 理论 与 拷 论 联系 起 来 , 事实 
上 对 于 以 ?为 转移 函数 的 Markov 过 程 {z(.),. 多 (.)} 而 言 ,条 
件 (10.1a) 恰好 是 使 过 程 {eull A (т) ,te R+} 在 使 其 随机 
变量 有 有 限 的 期 望 值 的 参数 集 上 成 为 一 个 上 坝 的 条 件 。 而 不 变 e 
过 分 函数 x HIRE (10.5) 是 此 上 款 在 这 个 参数 集 上 成 为 黄 的 条 
#. 

如 下 引 理 将 是 有 用 的 .。 

引 理 如果” 是 “过 分 的 而 且 有 


и, 一 п eh п)1.(45),пє2*, 


则 序列 м. PARA 过 分 函数 的 一 个 递增 序列 ， 并 且 它 以 4 为 极 
FR, 

我 们 以 换 P 为 pa 为 代价 ;总 可 假定 a= 0, Ян, < un 
而 且 


PQ) = a] pls ои Nads). (10.6) 
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“Ап 显然 满足 《10.1a)， 从 而 函数 РС+,&,иЛ\ л) 是 单调 下 距 的 、 
再 由 (10.6) 知 这 个 函数 还 是 连续 的 。 至 此 知 表 达 式 (10.6) 蕴含 zx 
是 过 分 的 。 此 外 ,由 PCEN m) 的 单调 性 可 推出 序列 


ni n | PCs, sun туд) 


对 每 个 固定 的 m 是 单调 增 的 ,从 而 x. 是 单调 递增 序列 。 最 后 ， 对 - 
一 切 m 有 

u > lim и, 2 lim n le pGs,e,uNm)li(ds) = um, 
FEX w， 以 # 为 极限 。 引 理 得 证 。 

过 分 测度 

ЖР (X, Z) 为 状态 空间 的 转移 函数 ， 关 于 ?的 a。 过 
分 函数 的 一 个 对 偶 概 念 是 过 分 测度 ， 其 定义 为 弧 上 满足 如 下 
条 件 的 测度 а: 对 于 AEK H 

G) e | ро Юна) aCA), 


(10.7) 
Ф) im | pC, AAC) = uA). 


在 多 数 场合 下 条 件 (b) TA (а) 推出 因而 通常 可 不 要 求 。 经常 
需要 说 加 进一步 的 条 件 ， 例 如 ( 当 导 为 拓扑 空间 时 ) 要 求 上 4 在 紧 集 
上 是 有 限 的 。 运 用 Chapman-Kolmogorov 方程 可 以 证 明 ， 单 由 
(10.7) (а) 就 能 够 推出 (10.7) (а) 左边 所 定义 的 + 的 函数 是 下 降 
的 。 当 + 一 0 时 的 极限 测度 满足 (10.7) 中 的 两 个 条 件 。0 过 分 测 
度 简称 为 过 分 的 ， 如 果 4 不 仅 是 a 过 分 的 且 对 4627 及 所 有 
‚> 0б 满足 
e5 | PCE, Фи) = Са), (оз) 

则 称 & 为 不 变 的 a 过 分 测度 。 

状态 空间 的 选取 

对 于 最 常见 的 Markov 过 程 而 言 ， 其 转移 函数 了 的 状态 空间 
都 取 为 某 个 拓扑 空间 连同 包含 其 Borel 于 集 的 某 个 o 代数 .例如 ， 
RY 中 某 个 开 子 集 D 上 的 Brown 运动 的 状态 空间 可 以 取 为 了 的 


+203 


Borei 子 集 组 成 的 代数 ,或 者 取 为 可 能 更 自然 些 的 D 的 ly 可 测 
子 集 组 成 的 o 代数 (后 者 因为 转移 分 布 关于 ly 绝对 连续 )， 初 看 
起 来 ， 似 乎 无 论 怎样 选取 代数 对 我 们 的 讨论 是 无 关 紧 要 的 。 但 
是 ， 事 实 上 在 定义 过 分 函数 与 过 分 测度 时 © 代数 的 选取 方法 是 有 
关系 的 。 在 Brown 运动 情形 ,无 论 采 用 上 面 提 及 的 两 种 可 能 选取 
方法 中 的 哪 一 个 ， 函 数 # 是 过 分 函数 部 等 价 于 这 个 函数 在 DD 的 每 
一 连通 分 支 中 或 便 取 十 co ,或 为 正 的 上 调和 函数 ,而 且 一 个 测度 是 
过 分 的 都 等 价 于 它 是 某 过 分 函数 的 不 定 积分 ( 见 IX 章 第 6, 8, 18 


节 ), 在 这 种 意义 上 说 ,o 代数 的 选取 是 无 关 紧要 的 。 但 是 ,对 RY 
HF TE D ERZ Brown 运动 情况 就 不 同 了 。 我们 将 会 看 到 
OÙ 1Х.18 15), D RHY o 代数 取 为 Borel 子 集 类 是 不 大 合理 的 ， 
而 应 当 取 另 一 个 大 得 多 的 代数 ， 即 所 有 的 与 每 个 正 交 于 坐标 轴 
的 超 平面 的 交集 是 Borel 集 的 那些 力 的 子 集 组 成 的 代数 (将 
这 里 的 “Borel 集 ” 换 为 “lw 可 测 集 ” 将 不 改变 过 分 函数 类 与 过 
分 测度 类 .) 

当 上 下 文 没有 从 别 的 方面 明确 指出 时 ,我 们 将 用 "有 ”可 测 过 
分 函数 "与 “如 上 的 过 份 测度 "这 样 的 语言 来 标明 农 - 的 取 法 。 


п. 175805 Е 


在 概率 位 势 理论 中 ,通常 取 拓扑 状态 空间 ,并 在 所 给 的 状态 空 
疗 上 添加 足够 的 假设 《例如 第 10 节 中 的 Hl 与 H2), 而 且 还 假定 
转移 函数 满足 如 下 条 件 : 

(а) 对 任意 的 初始 分 布 ， 存 在 某 个 概率 空间 上 的 右 连 续 
Markov 过 程 {z*(*),. 多 (*)}， 它 有 指定 的 初始 分 布 与 
转移 函数 。 

(б) жиа, W и[х(+)] 是 几乎 必然 右 连续 过 
程 。 

Ж: и Aie 过 分 函数 ， 则 过 程 (erula), FCO), 

чєн} 是 一 个 几乎 必然 右 连 续 上 拷 , 这 里 需 约定 当 : 大 于 等 于 过 
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FE aC) 的 寿命 时 x[x(t)] 取 0、 因 为 (由 引 理 10 知 ) 每 个 < 过 
分 函数 “都 是 有 界 * 过 分 函数 增 序列 的 极限 , 故 用 定理 1V.4 可 得 
到 ,对 任意 0 过 分 的 x, 过 程 x[x(*)] 都 是 几乎 必然 右 连 左 极 的 . 
过 程 (е Mule) F Со), ER) 在 使 过 程 随机 变量 有 有 穷 的 期 
望 的 参数 集 上 是 一 个 上 轴 , 而 且 如 果 此 期 望 在 „ЖН, 则 上 述 
过 程 是 参数 区 间 [rz, 十 co[ 上 的 上 款 。 


12. 过 分 函数 与 解析 集 的 命中 时 间 


《沿用 上 节 的 记号 与 假设 .) 

设 ?是 一 个 次 随机 函数 , 4 是 (Polish) 状态 空间 的 其 个 解析 
FPR, 再 设 (eC) F O 是 自 点 5 出 发 且 以 ?为 其 转移 函数 
的 几乎 必然 右 连 续 Markov 过 程 ， 过 程 有 定义 的 概率 空间 可 能 与 
二 有关 .以 ТИТ.) 表示 集 4 被 xe(*)[xs(! 十 *)] 命中 的 时 间 ， 
则 几乎 必然 有 НТ 一 Te t a€ R+,w 是 此 状态 空间 上 的 
“过 分 函数 ,并 定义 

v5) = Е{е7°Тен[х,(Т,)1}, (12.1) 
这 里 当 Te 一 +оо 时 需 约定 被 积 函数 是 0。 根据 第 6 节 知 , 函数 
v 是 普遍 可 测 的 。 如 果 w 有 界 ， 那 么 过 程 {е ul], Fe), 
z€ R*} HER, MARS XI 0, Tet + Ti Д ЕВ CEN 
4.3) 便 导出 
uE) 2 oE) D Е{е “Tu[ xe(t + Ts)]} 
= e “E Efe rulet +T) Z (1)}} 
= e1 E{ оа С) 1) = ep, Eo), (12.2): 
再 者 当 -> 0 时 上 式 第 一 个 期 望 趋 于 v(#)。 因 此 , 当 w 有 界 时 >” 
是 “过 分 的 且 以 x 为 强 函 数 。 如 果 u 不 是 有 界 的 ，( 由 引 理 10) u 
EREDAR a 过 分 函数 之 增 序列 的 极限 ， 从 而 ”是 某 个 以 “为 强 
函数 的 有 界 “过 分 函数 之 增 序列 的 极限 。 至 此 得 ” 是 a 过 分 的 且 
Ци жн. 
ШЖ <=0 В usl, Д] v(&) C) 的 轨道 在 某 个 严 - 
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ШЕТЕЛДЕ ГӨ] ЕЁ dr 4 的 概率 值 , 而 p(1,8,v) 是 rC) 的 轨道 在 
某 个 大 于 + 的 时 刻 命中 AUTRE. 因此 , ”过 分 , 即 当 上 下降 趋 于 
0 时 pl1,5,v) 上 升 趋 于 oE) 这 个 条 件 在 所 述 的 特殊 场合 下 有 
一 个 简单 的 概率 解释 ， 

假定 «> 0, 并 令 pG,E, A) = еер, Е, A) 而 定义 了 次 
随机 转移 荡 数 pae EBE и = 1 从 而 v(#)= E{e Te}, 在 定义 
nC) 的 同一 概率 空间 上 定义 与 x) 相 独 立 的 正 随机 变量 S, 
使 S$ 有 (相对 于 4 的 ) 分 布 密度 hace ER РЕ C) 的 
轨道 在 S 之 前 的 某 个 严格 正 的 时 间 上 命中 4 的 概率 是 CE). 等 价 
Ж, v(§) EH EBREA 如 为 转移 函数 的 某 个 几乎 必然 右 连续 
Markov 过 程 的 轨道 在 某 个 严格 正 的 时 刻 命中 4 的 概率 。 


13. 条 件 Markov 过 程 


设 (Х,27) 是 一 可 测 空间 , PEA A,A) 为 状态 空间 的 
平稳 次 随机 转移 函数 。 再 设 h 是 关于 的 严格 正 的 过 分 函数 ， 严 
格 正 的 假设 不 是 必要 的 ,但 它 可 以 避免 某 些 技术 性 的 细节 ,而 且 后 
面 应 用 中 ,这 一 条 件 总 是 满足 的 . 定义 X* = {h < 十 co} 与 
а) 


PCE, dn) 14, H EEX’, 
0, 若 5EX 一 Xu。 
由 过 分 函数 的 不 等 式 〈10.1a) 可 推出 
PCE, X — X*+) = 0, EE Xs (13.2) 


而 且 P 是 以 (X, 络 ) 为 状态 空间 的 平稳 次 随机 转移 函数 。 此 外 ， 
Жо 对 于 了 是 过 分 的 , 且 在 X — Х* 上 重新 定义 函数 v/4 为 0, 则 
vih 是 对 于 入 是 过 分 函数 。 反 过 来 ， 若 zx 关于 pP 过 分 ， 则 在 
X-X 上 w 一 0, 而 且 当 我 们 在 X* 上 取 v= uh, Æ Xt 之 外 
取 vw 一 +оо, Ж wm 满足 对 于 的 过 分 函数 不 等 式 (1014), 
如 果 把 " 定义 为 impl), Mo 对 于 过 分 , 且 在 X* 上 
.u = vlh, 
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ж {xe(*), FCO) ЕН тех" 出 发 且 以 如 为 其 转移 函数 
的 Markov 过 程 , 它 有 寿命 Se F s) = F {xe(7),r < s} RE 
率 空间 (0,7 p) 上 的 子 o 代数 。 选取 1 > 0, 并 对 46 TG) 
令 
pray = ЕСА), (133) 
в) 
从 而 定义 了 F) 上 的 测度 P*。 这 里 我 们 与 过 去 一 样 采用 这 样 ， 
的 约定 : 一 个 函数 在 某 个 集 上 的 积分 意味 着 在 这 个 集 的 使 函数 有 
定义 的 部 分 上 取 积 分 ， 如 果 不 用 这 个 约定 , 则 (13.3) 式 中 的 A 应 
换 为 AN(S >}. ЯЫ, 


Ра (о) € X} 一 Phr) є Х*} 一 к (13.4) 


称 以 P 为 转移 函数 的 Markov 过 程 为 轨道 过 程 。 如 果 rC) 
ER EBREA S: 为 寿命 的 轨道 过 程 , 则 (13.4) 式 的 右 方 恰 
是 5021 的 概率 , 更 一 般 地 说 , 若 0<4<… т, =, M 
аб) н) 关于 PA 的 分 布 即 是 ra), xk(4。)》 的 分 
布 。 特别 当 X 是 一 拓扑 空间 而 xe《*) 在 P 之 下 为 几乎 必然 [ 右 ] 连 
续 时 ,上 述 讨论 表 明 , ЕХ БА EBREN р" 为 转移 函数 的 
Markov 过 程 , 它 是 严格 ғ 前 ( 即 在 使 1 小 于 轨道 寿命 的 那些 轨道 
上 ) 儿 乎 必然 [ 右 ] 连 续 的 。 由 此 容易 推出 存在 从 5 出 发 且 以 p* 为 
转移 函数 的 几乎 必然 [ 右 ] 连 续 的 过 程 。 

在 概率 位 势 理论 中 ， 加 在 状态 空间 与 转移 函数 ?上 的 条 件 应 
确保 对 此 状 空间 中 的 任意 65， 部 存在 自 5 出 发 且 以 为 转移 函数 
的 右 连续 Markov 过 程 x《*), ШЕЯ и 是 过 分 的 则 复合 过 程 
x[xe(*)] 几乎 必然 右 连续 . 于 是 如 同上 面 所 扼要 令 述 的 那样 可 推 
出 , 自 使 4 为 有 限 的 5 出 发 的 轨道 过 程 O 可 以 被 取 为 右 连 
З. ЖК, и 对 于 为 过 分 ， 白 ulrl) 几乎 必然 右 连 
续 从 而 它 关 于 测度 P 几乎 必然 右 连续 这 一 事实 我 们 可 以 想到 ， 
иїхїС)1 也 是 几乎 必 右 连续 的 。 最 后 ，P*{xs() EX 一 X*} 一 0 
这 一 事实 说 明 ， 从 5 出 发 的 4 轨道 几乎 不 命中 X —X NT 
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Brown 运动 及 时 空 Brown 运动 ， 我 们 将 给 出 这 些 命题 与 铺 测 的 
较为 细致 的 证 明 ， 


14. 约束 Markov 过 程 


B PEUX, 络 ) 为 状态 空间 的 次 随机 转移 函数 ， 假 定 存在 
AEWRE L, ER + > 0,p(s,6，*) 关 于 1 绝对 连续 , 且 有 严格 
正 的 密度 р'(з,&,+). 假定 р 满足 Chapman-Kolmogorov 方程 
的 密度 形式 : 对 X 中 的 5 与 5 恒 有 

Рожа) = | РСЕ Р Ст Са). (141) 
对 p' 的 严格 正 性 假设 可 避免 技术 性 的 细节 ,而 且 今后 应 用 时 p 总 
满足 这 个 假设 。 由 这 个 假设 可 以 推出 , 若 h 对 于 过 分 , 则 除 h 恒 
等 于 十 co 的 情形 外 必 有 ДЬ 一 +оо} = 0, Hr>0 并 设 5 与 7 
是 X 中 任意 (不 一 定 不 同 ) 两 点 。 假 定 nC) EA EBREA? 
为 转移 函数 的 Markov 过 程 ， 如 果 只 考虑 X 中 的 Ce), MRH- 
虑 转移 到 灭绝 点 之 前 的 情况 , 则 对 0 < % < …' <s,<1, 可 形 
式 上 计算 出 给 定 r) 一? 时 rla) = а) = En 
合 密度 是 
ACTA ACT IT) EE 
РС, — заба) РС еШ), (142) 
ГАС) 
我 们 可 以 把 这 个 联合 密度 理解 为 在 参数 区 间 [0,*[ 上 的 Markov 
过 程 6,00) KARR, iC) 有 初始 值 § 与 非 平 稳 转 移 密度 
(对 0<u<s<i,s 时 自 Li ШЖ, s 时 转移 到 t) 
РС = soti) LAE sa Bar t= nba), (14.3) 
PCE — sn) 
(14.2) 也 是 参数 区 间 ] 0,:] 上 经 时 间 逆 转 的 Markov 过 程 的 联 
合 密度 ,此 过 程 在 时 刻 : H 7 出 发 且 有 非 平 稳 的 转移 密度 (对 0< 
<a St, ЖН я НҢ ШЖ, я 时 转移 到 р) 
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/ КЄ ИТ, fi \ 
Р'(з\,&,Д) Vt) А (14.4) 
有 关 [0,11 上 хее) ВОВЕ, TE 6,0) 的 相应 概率 对 ? 
关于 作为 测度 的 с.б) 的 分 布 PU, E.) 积分 而 得 到 ， 如 果 4 是 
对 于 ?的 严格 正 的 过 分 函数 ， 以 p(s, D, CDAC) A) 代替 
P'tit), BED ps 代替 p， 则 (14.3) 与 (14.4) 式 中 的 密度 
RARE, 因此， 有 关 [0,:] ЕҢ X 中 的 § 出 发 的 % 轨道 过 
Æ хї(-) 的 概率 ,可 通过 将 rt%(*) 的 相应 概率 对 л 关于 作为 测 
度 的 хе) 的 分 布 pr(:,5,*) 的 积分 而 得 到 ， 
这 一 讨论 启发 我 们 想到 许多 h 轨道 性 质 , 即 л Huit Er! Ce) 
的 性 质 是 与 无关 的 。 例 如 , 若 х,С-) 有 连续 的 样本 函数 ,那么 对 
1! 几乎 每 个 mn， 在 时 刻 + 固定 于 л 的 过 程 rC) 似乎 应 当 能 取 作 
有 连续 样本 函数 的 ,从 而 (事实 上 在 第 13 节 已 经 证 明 ) 每 一 个 4 轨 
道 过 程 都 可 以 这 样 选取 .。 


15. 中 岂 Markov 过 程 


Ж (0,8,4) > PC, Е, A) 是 具有 Polish 状态 空间 X 的 连 
续 参 数 平稳 转移 函数 。 假 定 对 X 中 每 一 点 £6， 存在 自 点 $ 出 发 且 
以 ? 为 转移 范 数 的 右 连续 Markov 过 程 rC). 设 4 是 XX 的 某 个 
解析 子 集 且 以 Т, 与 Le 分 别 表示 4 被 aC) 的 命中 和 未 遇 时 
间 。 由 
ВСЕ) = P{T; < оо} = P{L, > 0} (15.1) 
所 定义 的 函数 h 是 过 分 的 (第 12 节 )。 若 4 是 闭 集 且 EE X 一 4, 
则 过 程 хее) 在 时 刻 Т, 中 断 , RER, C) 在 {Т >з} 上 
的 局 限 是 以 X 一 4 为 状态 空间 的 Markov 过 程 , 其 转移 函数 p, 
由 
Р\(.л,В) = Р{х„(фєВ,Т„>:} (15.2) 
ёш. 
下 面 假定 4 不 一 定 是 闵 的 但 4 严格 正 , 并 定义 PaE, dn)= 


“709. 


POSE, dm) An )/ACE), 566359808 0 且 在 Le 中 断 的 rele), 

就 是 说 ,对 每 个 :> 0, 由 r) 在 {>} 上 的 局 限 所 定义 的 

过 程 хы. 如果 0< < …: 二。 M 
Pi{xert)E dnis} © п} = Р{х(и)є а, < n; Li > ta} 


= plnsb ат) РС, sms sd, AC). (15.3) 
这 个 表达 式 可 做 如 下 简单 的 解释 : C) 是 满足 
Р{х бе) € dn} 一 pl1,8 ,dn)h(n) (15.4) 


Н рх 为 平稳 转移 函数 的 Markov 过 程 .这 就 是 说 , 有 关 tile) 
的 概率 ,可 通过 计算 自 § 出 发 且 以 P 为 转移 函数 的 一 个 Markov 
过 程 的 相应 概率 ,然后 再 身上 常数 KEs) 而 得 到 .因此 ,在 某 集 的 未 
遇 时 处 中 断 的 Markov 过 程 就 是 在 第 13 节 意 义 下 的 条 件 Markov 
过 程 。 现 在 讨论 的 于 Ls 中 断 的 过 程 显然 是 右 连续 的 ， 并 满足 在 
第 13 节 导 出 的 条 件 Markov 过 程 的 一 个 人 性质 。 注意 ， 尽 管 是 
随机 的 ，p” 也 可 能 是 次 随机 的 , 而 且 хе Сг) 的 分 布 不 可 能 是 概 
率 测 度 : 

Р{ха (0) E X} ~ pG,E,h), (15.5) 
当 + 趋 于 0 时 上 式 右边 (递增 地 ) 趋 于 极限 A). 

а VI HR) 
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БУП Ж Brown 运动 
1 КУ 为 状态 空间 的 独立 增 量 过 程 


(а) 离散 参数 情形 

设 у(0), у(1), … "是 相互 独立 的 随机 变量 ,在 RY 上 分 别 有 
D D Ur", EX 

(п) = У), yG), 

(п) = FAO), yD} — F {х(0),--+,х(л)}. 
WRA RY 为 状态 空间 的 转移 函数 p, 定义 为 PE 4) 一 
qh(4 一 5), 其 中 A 为 R 中 的 Borel 子 集 ,而 4- 为 4 经 平 
移 一 上 后 所 得 的 集 , 则 ХС) 87 (-)) 是 Markov 过 程 ， 它 有 初 
始 分 布 和 和 相继 的 转移 函数 р. Р, з. MERE, И. 7 节 
中 的 应 用 ,有 
Р{Х(п + 1)є ALF (я)} = Р{х(л) + у(л + 1)є ALF (n)} 

= QunCA — х(я)) = p(x(n), A) а.з. (1.1) 
HO<m< 5 < т, 则 增 量 Cm) — (т), ++, (т) 一 
alma) 是 独立 的 随机 变量 ,并 且 这 些 增 量 还 与 x(0) 独立， 

WR Jon 是 任意 一 列 取 值 于 КУ 的 随机 变量 并 且 取 


= 之 У» 
则 yy … -的 联合 分 布 决定 了 to rote 的 联合 分 布 ， 反 之 亦 
然 。 因 而 两 个 不 同 的 yp，y1，*… 的 分 布 导 不 出 同一 个 to me 
的 分 布 。 对 于 上 段 所 述 过 程 ， 由 这 种 分 布 之 间 的 一 一 对 应 性 可 推 
知 ,如 果 对 n>0, q, 是 КУ 上 的 概率 测度 并 且 p。 是 让 PE, 
À) 一 gn《4 6) 定义 的 话 , 那么 任何 一 个 由 初始 分 布 49。 和 这 


1, 


些 转 移 函数 P。 所 确定 的 Markov 过 程 都 是 独立 随机 变量 部 分 和 和 : 
序列 


其 中 y 有 分 布 4. 

(b) 连续 参数 情形 

设 {а00, гє R+} 是 以 RY 为 状态 空间 的 随机 过 程 ,并 有 独 
立 增 量 , 即 若 9 <n <-- ть, ДИНЕ С) (а), оС) 
一 «(п ) 相互 独立 。 如 果 s 过 + 而且 9《s,1,*) 是 x() 一 x(s) 的 
分 布 ， 那 么 由 两 个 以 R 为 状态 空间 的 独立 随机 变量 之 和 的 分 布 
为 它们 的 分 布 的 卷 积 这 一 事实 得 知 , 对 任意 0 和 2% < 5 < 5, À 


Mins A) = | w Ios A абайт). (2) 


稍微 加 强 独 立 增 量 的 条 件 , 现 设 对 0 <n < т, БЕЛЕШ 

х(0), (a) — *(0),---+, (6) — хб) (13) 
相互 独立 ,从 而 х(0) 与 此 过 程 的 增 量 族 独立 。 如 果 记 Ce) 一 
F {rls <i, MERRER RARA HA ADARRA, PA 
LEZ C) 为 Markov 过 程 , 而 且 它 以 x(0) 的 分 布 为 初始 
分 布 ,转移 函数 由 

Р{х() ALF (з)} == 4Cs,t, A — Ẹ) a.s. (1.4) 
给 定 。(1.2) 式 就 是 Markov 过 程 转移 函数 的 Chapman-Kolmo- 
gorov 方程 。 这 过 程 是 一 种 非常 特殊 类 型 的 Markov 过 程 ， 因 为 
由 上 述 讨论 或 根据 (1.4) 容易 得 出 ,对 sé КУ, ЖК {z(z) 一 
xz(9):: 二 ?与 rc 代数 多 (*) 独立 。 这 种 独立 性 等 价 于 对 所 有 
和 任 取 的 4，-…,44，(1.3) 中 的 随机 变量 是 相互 独立 的 . 反之 ， 
假定 GC), FO 是 一 个 以 R* 为 状态 空间 的 Markov 过 程 ， 
САОН ВОЮ CGE, t, A) qls,5;4,4)《 见 МІ. 1 节 ), 而 且 
这 个 转移 函数 能 够 写成 《;,5 ,+,，4) 钱 > q(s,1，4 一 5) 的 形式 并 
满足 方程 (1.2), 那么 过 程 LC), FC) 具有 加 强 意义 下 的 独 
знае: 即 对 sé R+ ， 增 量 族 {х0 —х(;;>‹} BE (з) 


We 


独立 , 且 对 0<<; МЕ x(t) 一 x《s) AS 4б, 1, +). 最 
Жї, 如果“ 是 BRY) 上 的 概率 测度 ，g《s,t,*) 是 BAR 上 
满足 方程 (1.2) 的 概率 测度 , 则 存在 一 个 正则 Markov Е, RA 
初始 分 布 ” 和 转移 函数 (s,5,1,4) э (з, 4 一 5)CVI 10), 

我 们 现在 就 连续 参数 平稳 独立 增 量 这 一 特殊 情形 综述 一 下 前 
面 的 讨论 。 设 {хб), 16 R} 是 以 R 为 状态 空间 的 随机 过 程 ， 
4]0< д 一 … < л 随机 变量 (1.3) 相 互 独立 ， 进 一 步 没 其 增 量 
是 平稳 的 , 即 对 0 € 5 < я, 25) —х(л) HO Cis) D 
仅 依赖 于 з 一 4。 如 果 把 这 一 分 布 记 为 9(5 st), M В" 上 
的 概率 分 布 族 {9(s,*),s > 0} 满足 卷 积 方程 


a +4) = | „яв, 4 — 946,40). (1.5) 


WREX FA) = #{х(з), s <ih, W {х(-), FCO 是 一 
Markov 过 程 , 它 有 由 

PG3E, A) = glt, A — E) (1.6) 
给 出 的 平稳 转移 函数 ,而 且 对 Є КЎ ##Ш xCe) 一 хб) > s} 
与 F(s) 独立 . 方程 (1.5) 为 转移 函数 ?的 Chapman-Kolmogo- 
гоу 方程 。 反之 , 假定 (500), 7 C) tE Rt) 是 有 平稳 转移 函数 
GE, A) pCt, A) 的 Markov 方程 ,并 设 P 有 形式 (1.6), W 
随机 变量 (1.3) 相 互 独 立 而 且 对 0 < < Ж re) — x(s) 有 分 
布 4б 一 s,*)。 最 后 ,对 任何 一 个 В” 上 满足 (1.5) 的 概率 分 布 
族 {9(s,"),s > 0) 与 RY 上 男 一 个 概率 分 布 >， 有 一 个 Markov 
过 程 (200), FCO) 与 之 对 应 ,这 过 程 有 初始 分 布 " 和 转移 函数 
Cest, A) => 4да — 5,4 — E). 


2. Brown 运动 


alin) 如 1.XV 《4.1) 式 定义 ,但 在 讨论 转移 密度 时 ,有 时 将 
更 直观 地 把 «Con — 6) 写成 (2,8,1). 方差 参数 始终 是 固 
定 的 。 称 随机 过 程 w(*) 为 N 维 Brown 运动 或 RN 中 的 Brown 
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运动 ,如果 它 满足 下 列 条 件 : 
BMI. SARE R+， 状 态 空 间 是 R”. 
BM2. 过 程 有 平稳 独立 增 量 。 如 果 0 过 十 1， 则 增 量 
wln + 0) 一 w(t) 的 分 布 有 关于 In 的 密度 4(1,*)。 

BM3. 随机 变量 w(0) 与 过 程 的 增 量 族 独 立 。 

BM4. 过 程 是 几乎 必然 连续 的 。 

R* 中 的 Brown 运动 也 可 以 定义 为 满足 下 列 三 个 条 件 的 
Markov 过 程 {#(),.# (0), Є К+}: 

BM1*. BM1. 

ВМ2*. (平稳 ) 随 机 转 攀 函数 有 关于 In 的 密度 «C8 ,n) 一 

«(л 一 二 )。 

BM3*. ВМ4. 

注意 ，BM1*-BM2* 蕴含 对 固定 ‹>0, МЖЖ {хб) 一 
aC): > s) 与 # (зу 独立 。 

Brown 运动 的 两 种 定义 在 下 述 意义 下 是 等 价 的 .根据 第 1 节 ， 
如 果 (wC), F ()} 是 满足 BM1* 一 BM3* 的 Markov 过 程 ， 
则 也 满足 条 件 BM1 一 BM4; 反之 , 如 果 过 程 wC) 满足 BM1 一 
BM4 并 且 FC) 定义 为 F {wl s <i}, 则 {wl FC 
也 满足 BM1*—BM3*, 

贯穿 全 书 , 用 (GC), FC) 表示 且 没 有 其 他 限制 的 “Bro- 
wn 运动 "， 就 指 满足 BM1* 一 BM3* 的 Markov 过 程 , 它 关于 过 
Ж FC) 没有 另外 的 假设 。 

对 于 一 个 Brown 运动 ,我 们 可 以 将 它 的 不 连续 样本 函数 重新 
定义 为 连续 的 ,使 得 它 的 所 有 样本 函数 都 连续 ,而 不 影响 满足 条 件 
BM1 一 BM3 或 者 BM1* 一 BM2*。 注 意 ， 如 果 wl) 是 从 一 个 点 
出 发 的 Brown 运动 , 则 它 的 N 个 分 量 过 程 是 相互 独立 的 一 维 Br- 
own 运动 ,并 有 与 w(*) 相同 的 方差 参数 ， 

如 果 wl) 是 有 方差 参数 К Brown уН „> 0, N 
{wln +i) К+) 是 有 与 oC) 相同 方差 参数 的 且 以 wC) 的 
分 布 为 初始 分 布 Brown 运动 。 过 程 {w(z/e), ze К+) 是 方差 参 
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数 为 1 的 Brown 运动 ,过程 {lw (z) — w (0)]/0, г6 8+} 和 
{w(t/ 中 ) — ш(0), 1€ Rt} 都 是 从 原点 出 发 且 方 差 参数 为 1 的 
Brown 运动 。 


ZARA R 的 Brown 运动 


参数 集 为 R 的 Brown 运动 定义 为 满足 BM1* 一 BM3* 但 参 
数 集 取 R 而 不 取 R 的 过 程 we), FZOR), MARHE 
设 过 程 定义 所 在 的 过 滤 沈 度 空间 是 一 个 概率 空间 ， 或 者 甚至 不 再 
假设 赋予 整个 空间 的 概率 值 是 有 穷 的 。 更 确切 地 说 , 只 假设 对 R 
中 的 每 个 :, 存在 Borel 集 的 测度 p(:,*)， 它 满足 在 紧 集 上 取 有 
限 值 和 0 < pCR) < 十 oo ， 以 它 作为 wea) 的 分 布 , 然后 象 通 
# Markov 过 程 那样 ,借助 和 在 BM2* 中 指定 的 转移 密度 定义 
概率 、 这 样 ,对 任意 se R, :>0, AE BRY), Җ 
farce) | Cig = Р +4). л) 
因此 PORY) 恒 等 于 某 个 严格 正常 数 8( 达 十 oo)。 如 果 在 (2.1) 
中 我 们 用 — 5 Кз, ШЖ Bo M NCA) 22р Са, A) 从 而 
( 令 4 一 o) 得 到 8 = +оо, FE, 在 这 情形 下 相当 于 附加 了 以 
FRE: 对 所 有 %， 绝 对 概率 分 布 PC) 是 无 穷 值 测度 。 如 果 
对 (10) Ву, RATE 90,0) 为 


“бл, = fan Са) 48), (22) 


其 中 а> 0, MIrC2.1) 和 Chapman-Kolmogorov 方程 得 知 立 不 
依赖 于 & 的 选择 。 函数 al, г) Ж wlz) 的 分 布 密度 dp(t，*)/ 
din 的 一 个 翻版 ,或 者 说 一 种 形式 ,而 且 


|ru 0006640) = +оо, 


ас INE) = Css +), 023) 


其 中 :> 0， 因 为 函数 (mob 4U, E, т) = (Е т) 在 
К^” 一 {(5,0)} 上 是 抛物 型 的 , 所 以 ,在 КУ 的 笛子 集 上 取 有 限 
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REX Borel 可 测 的 函数 #， 有 抛物 的 平均 性 质 ,从 而 在 RY 上 
是 抛物 型 的 。 在 我 们 的 假设 下 , 当 sé R 时 过 程 {wC +), 6 
R+} 是 有 In 密度 aE, s) 初始 分 布 的 Brown 运动 。 每 一 个 增 
Ж ra) аби) (һе) 的 分 布 是 无 穷 值 测度 。 因为 此 过 程 是 
Markov 的 ， 所 以 其 逆转 时 间 的 过 程 也 是 Markov 的 , 而 且 关 于 
In 的 逆转 移 密 度 的 翻版 容易 算出 来 : EHA SM E 出 发 在 时 刻 
+ <s 到达 1 的 转移 密度 是 
CAE = 2,5) 
#(#„‹) ` 
(回顾 1. XVI в 25, RY 上 的 正 抛物 型 函数 要 么 严格 取 正 值 要 么 
恒 等 于 0.) 利 月 通常 的 概率 术语 ,以 wl) = E HR wln + 
ze R+} 的 分 布 的 翻版 就 是 从 与 出 发 的 Brown 运动 分 布 的 翻 
版 ,而 且 在 同样 条 件 下 ，{w(% 一 0 :ze К+) 的 分 布 也 是 从 出 
发 有 由 (2.4) 确 定 的 转移 密度 的 Markov 过 程 的 翻版 。 下 面 关 于 
平稳 性 的 特殊 情形 是 重要 的 : 如 果 对 所 有 +，p(4,*) 一 Iw， 即 如 
Ж аша 1， 则 过 程 的 向 前 向 后 转移 密度 相同 。 在 此 情形 下 ， 过 程 
{00+ 0), 1ERT 和 {wla — 0), В*} 都 是 有 初始 分 布 lw 
的 Brown 运动 。 


(2.4) 


Brown 运动 (参数 集 R+) 的 存在 性 


条 件 BM1* 一 BM2* 是 对 于 具有 状态 空间 RY 和 一 个 特定 转 
移 函数 的 Markov 过 程 而 言 的 . 因此 (根据 VI 5 节 ), 对 于 初始 
概率 分 布 4 的 一 个 任意 选择 ， 这 样 的 过 程 都 存在 ， 例 如 ， 作 为 从 
R* 到 R 的 全 部 前 数 的 空间 上 的 一 个 正则 过 程 就 是 。 另外 一 个 
常用 事实 是 ， 因 为 所 讨论 过 程 的 分 布 是 以 5 为 初始 点 的 过 程 分 布 
关于 (45) 的 积分 ,所 以 ， 当 上 是 RY 上 的 一 个 任意 测度 ( 它 在 
紧 集 上 取 有 限 值 并 且 不 恒 等 于 0) 时 ,这 样 的 过 程 必定 存在 。 在 第 
3 节 中 我 们 将 证 明 ， 任 何 一 个 满足 BM1* 一 BM2* 的 过 程 都 有 满 
E BM3* 的 标准 修正 ， 于 是 以 Rt 为 参数 集 的 Brown 运动 存在 
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Brown 运动 (参数 集 R) 的 存在 狂 


我 们 证 明 ,如 果 а 是 Rv 上 任意 一 个 不 恒 等 于 0 的 正 抛物 型 
函数 , 则 存在 一 个 参数 区 间 为 К 的 Brown 运动 , 并 以 à 作为 它 
的 绝对 概率 密度 函数 。 首 先 注意 ,根据 а 利用 L XVL 8 节 中 给 
出 的 最 小 抛物 函数 的 表示 ,通过 直接 计算 可 知 а 满足 (2.3)。 其 次 
我 们 注意 到 ,如 果 除了 满足 其 它 条 件 以 外 还 补充 条 件 w(0) = Eo 
则 过 程 {w(z)，zé R+} 和 {w《t)， 一 +é R+) 就 成 为 相互 独立 的 
Markov 过 程 , 它们 的 分 布 我 们 上 面 讨论 过 。 因此 (根据 VL 5 
节 ), 在 对 参数 值 0 的 附加 条 件 下 ,过程 (wC), tE R} 作 为 从 R 到 
R* 的 全 部 函数 所 构成 的 空间 上 的 一 个 正则 过 程 而 存在 。 在 这 函 
数 空间 上 这 样 定义 的 测度 依赖 于 E 的 选取 , 而 且 我 们 关于 éE 
OJIN Сак) 积分 这 一 测度 便 得 到 这 函数 空间 上 的 测度 ,从 而 得 到 一 
个 随机 过 程 ， 这 过 程 有 除了 样本 函数 连续 性 外 的 全 部 所 要 求 的 性 
磺 。 根 据 第 3 节 ， 我 们 可 以 通过 选择 由 此 法 所 得 过 程 的 适当 标准 
修正 而 得 到 样本 函数 的 连续 性 ， 


Ж ЦН) Brown 运动 的 扩张 


Ж b>0, 1=[0, b], 而且 {w(), 1€ 1} 是 满足 Brown 
运动 定义 条 件 ВМ1—ВМ4 和 ВМ1*—ВМ2* 但 是 参数 集 R A 
I 代替 的 过 程 。 则 此 过 程 可 能 不 是 关于 参数 集 Rt 的 Brown 运 
动 过 程 在 T 上 的 限制 ,但 是 如 果 0 < a < b, 我 们 可 以 给 出 一 个 过 
Æ (0700), 16 Rt) 使 得 对 < 0 有 (у= we): 选择 任意 一 
个 从 [a, 十 co[ 到 La, bl РЕ ҖИДЕ А f， 并 且 定 义 


we) ШЖ 0<;<а, 
wO =S pea) + CZD КӘ OI ас 
LEG) — al”? +оо, 
825 Brown 运动 


设 Elo 0) Ж В" 的 一 个 点 ,又 设 we) 是 RY 中 从 Е, 
出 发 的 Brown 运动 、 过 程 
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{we) лє R} = {[ю(),» —1],1€ К+} 
《有 状态 空间 R) 叫做 从 吉 出 发 的 时 间 空间 Brown 运动 (简称 
时 空 Brown 运动 )。 这 过 程 有 平稳 独立 增 量 ， 并 且 关 于 与 w(*) 
的 相同 过 滤 是 Markov 过 程 。 具有 任意 初始 分 布 的 时 空 Brown 
运动 可 用 这 种 简单 的 方法 来 定义 ,并 且 有 同样 的 性 质 。 依 此 定义 ， 
时 空 Brown 运动 在 R* 中 向 下 运动 , 即 沿 着 纵 坐 标的 递减 方向 运 
动 .向 上 运动 的 对 偶 运动 称 作 上 时 间 空间 Brown 运动 (简称 上 时 
空 Brown 运动 ). 为 了 方便 ,引进 下 面 的 记号 .如 果 4 是 И” 的 一 
个 子 集 , 则 定义 A — {n: (1,1) € 4}йп d = А, X {人 }. 时 空 Bro- 
wn 运动 的 转移 概率 函数 《r,(#,s),4) э pr, 5), À) 有 性 
质 : plr,(#,s),*) 是 以 4,_， 为 支撑 的 测度 , 并 且 这 个 测度 当 考 
жж 4,.， 上 的 测度 时 是 关于 ly 绝对 连续 的 , 并 有 密度 Cris 
+). 定义 
“(лу = «(б — tEn), Ё (8,0), h= (0), 
使 得 当 > 上 时 ACEi) 决定 对 于 时 间 * 一 2 的 转移 密度 ， 
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并 且 当 了 入 上 时 CÈ, 一 0。 这 一 性 质 启发 人 们 选取 RY 连同 
如 下 的 子 集 o 代数 作为 转移 函数 的 适当 的 状态 空间 ; 这 个 o 代 
数 的 集合 与 每 个 正 交 于 纵 轴 的 超 平面 的 交集 在 某 个 Borel 集 之 
中 . 《然而 ,如 果 这 里 的 “Borel” 用 “ly 可 测 "来 代替 , 则 讨论 无 需 
作 任何 改变 .) 


3. Brown 轨道 的 连续 性 


本 节 我 们 将 证 明 ,满足 条 件 BM1 一 BM3( 等 价 地 ,满足 BM1* 
和 BM 2*) 的 过 程 有 满足 ВМ 4 的 标准 修正 。 从 而 证 得 Brown 
运动 存在 。 我 们 只 要 处 理 一 维 情形 . 

(а) ”如果 * 是 有 均值 零 和 方差 的 Gauss 随机 变量 ,而 且 
«> 0， 则 
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Pix > a} < Z exp те (3.1) 
事实 上 (3.1) 的 左边 是 
QD р Ёё a < TL вер TE d, (32) 


salo 


而 (3.2) 的 右边 等 于 (3.1) 的 右边 ， 

回顾 一 下 ,对 于 一 个 随机 变量 у, 如果 Р{у >а} = Р{у< 
一 a} 对 所 有 (或 等 价 地 ,对 所 有 正 数 ) 成 立 , 则 说 它 有 对 称 分 布 . 
相互 独立 的 对 称 分 布 随机 变量 的 有 限 和 仍然 是 对 称 分 布 的 ， 

СЬ) 如 果 yA), ---, у(л) 是 相互 独立 的 对 称 分 布 随机 变 


MH 500 一 У) уб), Ш 


Р {тах a(k) > a} < 2Р{х(з) > a}, (3.3) 


Ж Т = min {і:х(7) >a}. ШЖ {T 一 分 5 х(л)— 20) 
独立 ,而 且 由 于 后 者 是 对 称 分 布 的 随机 变量 ,所 以 


P {max х (k) >45 Р{Т=}} <2 У P{T =j, 


xla) — х0) 20} < 2Р{а (п) 20}. (3.4) 
(с) 如 果 N= 1 并 且 х+(-) 满足 Brown 运动 的 定义 条 件 
BM1 一 BM3， 则 
P{ suplx(r) 一 zx(0)] > a} < 2Р{х() — x(0) > a} 
G 为 有 理 数 ) (3.5) 
根据 〈b)， 当 左边 的 上 确 界 用 > <: 仅 对 有 限 多 个 值 取 的 上 
确 界 来 代替 时 ,这 个 不 等 式 也 成 立 ， 从 而 得 知 ,这 不 等 式 除了 可 能 
在 左边 上 确 界 分 布 沪 数 的 可 数 多 个 不 连续 oa 值 以 外 仍然 成 立 ， 又 
因为 (3.5) 的 两 边 确定 的 o 的 函数 是 左 连 续 的 , 所 以 这 不 等 式 的 成 
立 没有 例外 集 。 
由 对 称 性 ,如 果 (3.5) 中 的 Се) 一 x(0) 换 成 它 的 绝对 值 , 则 
(3.5) 的 右边 值 加 倍 。 
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定理 ”如果 х(-) 是 一 个 有 Brown 运动 有 限 维 分 布 的 过 
程 , 则 它 有 连续 样本 函数 的 标准 修正 。 


在 证 明 中 我 们 可 以 假设 它 的 方差 参数 为 1 以 及 N 一 1. 应 用 
ЙО (с), жт 0, п> 0 而且 r 和 s 是 有理数 , 则 


Р 4, зир С) — x(r)| > 2а} <5 P{ sup lxs) 
=н і 


0<:—ј/и<2,я 
—х()/п)| > а}= тп Р {sup 105) —х(0)1 > a} 


< 4mnP {x(2/n) — х(0) > а} < 8mn!/2a іехр еп x 
(3.6) 
因为 当 п оо 时 最 末 项 有 极限 0, 所 以 几乎 所 有 样本 函数 在 有 理 
数 上 的 限制 都 在 [0,m [上 一 致 连续 。 换 名 话说， 对 于 不 在 某 个 堆 
集中 的 w，x(，, w) 在 有 理 点 上 的 限制 与 R+ 上 的 某 个 连续 函数 
aw) 重合 。 由 于 
lim Е {[xe) — x(s)F} ~ 0, 


ЖОШ ЖИПТЕЙ б RE aC) 恒 为 0, 则 Со) 是 x(*) 
的 标准 修正 , 且 aC) 有 连续 的 样本 函数 。 


В” 中 的 正则 Brown 运动 


按照 我 们 的 约定 , RY 中 的 Brown 运动 是 满足 某 种 分 布 和 连 
续 性 条 件 的 任 一 过 程 。 但 是 ， 对 于 某 个 指定 的 初始 分 布 和 方差 参 
数 ,为 了 某 种 目的 能 有 一 个 正则 Brown SHMA ED ER. Wit 
初始 分 布 和 方差 参数 “是 指定 的 . 设 9 是 从 R* 到 RY 中 
的 所 有 连续 函数 组 成 的 空间 , EX ФО, å) - 00) 和 7 一 
F {DER} ДСН Т. 10 节 ) 可 以 在 多 上 定义 一 概率 
测度 Р 使 得 必 (。) 为 有 初始 分 布 上 和 方差 参数 PHY Brown 运 
5). KE AO) 称 为 对 于 指定 4“ 和 的 正则 Brown 运动 .用 
1. 10 节 的 话 来 说 200) 是 与 有 该 指定 初始 分 布 和 方差 参数 的 每 
一 个 Brown 运动 相对 应 的 正则 过 程 。 遵照 我 们 的 约定 ， 忆 是 完 
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备 的 .测度 Р 是 连续 函数 空间 上 的 测度 而 且 通常 称 之 为 “Wienet 
测度 "， 这 是 因为 Wiener 第 一 次 严格 地 构造 了 这 个 测度 。 在 讨 
论 从 RN 的 某 一 点 5 出 发 的 正则 Brown 运动 时 是 否 进一步 用 条 
件 000) 一 ЖЫ 0, 这 需要 看 方便 和 兴趣 ， 选 择 这 种 限制 的 
O 时 ,我 们 总 会 指明 的 。 我 们 将 不 限于 讨论 正则 Brown 运动 , A 
为 非 正 则 情形 在 许多 场合 要 碰 到 。 由 具有 给 定 初始 分 布 和 方差 参 
数 的 Brown 运动 所 确定 的 感 兴趣 函数 的 分 布 不 依赖 Brown 运动 
的 选择 。 例 如 ， 当 参数 在 一 指定 区 间 里 变化 时 ，Brown 轨道 从 一 
点 5 出 发 到 达 一 个 特定 的 解析 集 的 概率 可 能 依赖 于 方差 参数 ， 但 
是 (根据 上 12 节 ) 不 依赖 Brown 运动 的 选择 。 


4. Brown 运动 过 滤 


根据 МІ. 9 节 , 对 于 一 个 Brown 运动 (wC), 多 (,)}， 如 
Ж FO) 包含 概率 空间 的 零 集 , 则 它 有 强 Markov 性 质 ， 而 且 
如 果 w(*) 是 连续 的 而 不 仅仅 是 几乎 必然 连续 的 , 则 上 述 条 件 可 
以 不 要 ， 如 果 FZ) 是 由 FC) 和 零 集 生成 的 a 代数 ,那么 过 
В {wC ZC) 仍然 是 Brown 运动 。 因 为 由 <” 一 : 可 
推出 wa) 一 w(s) 与 AEC) 独立 ,所 以 随机 变量 wle) 一 (з) 
与 # (у 独立 ,而 且 由 这 种 独立 性 可 推 得 过 程 oe), ZC} 
是 Brown 运动 。 于 是 ， 不 失 一 般 性 我 们 假设 : 对 Brown 运动 
WC), FCO o 代数 多 (0) 包 含 概率 空间 的 零 集 并 且 FC) 
= F C), 即 FC) 为 右 连 续 的 。 特别 地 ， 如 果 {#(-), 
FCI} 是 Brown 运动 ,并 有 FC) = F {wls),s <1}, х 
FO 是 由 多 () 和 零 集 产 生 的 o 代数 , 则 {ш (-), 87 (.)} 是 
Brown 运动 ,而 且 ( 由 定理 VI 8) FC) 是 右 连 续 的 。 

根据 Brown 运动 的 性 质 , 状 态 空间 解析 集 的 进入 和 命中 时 间 
对 于 Brown 运动 {(+),. FC) 都 是 可 选 的 ,只 要 .多 (0) 包 
含 概率 空间 的 零 集 和 FO) 右 连续 ， 在 有 关 Brown 运动 的 规 
定 条件 下 ,时 空 Brown 运动 有 强 Markov 性 和 上 述 的 进入 和 命 
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中 时 的 性 质 


定理 设 {w(*), 多 (.)} Æ R” 中 的 Brown 运动 ， 其 中 
FC) 是 由 F {wl), + >} MERMER EX 多 (二 oo) 


=Y FO. M 


(а) 每 一 个 F(C) 可 选 时 是 可 料 的 。 
Фф) FC) 是 可 料 的 ;事实 上 ,如 果 Т. 是 有 极限 了 的 可 选 


时 增 序列 , 则 э (ту СҮ FT.) 


(с) 每 一 个 几乎 必然 右 连续 上 鞭 C), FCO 是 几乎 可 
料 的 ,几乎 必然 下 半 连 续 的 ,如 果 过 程 是 鞭 还 是 几乎 必然 连续 的 ， 


注 (1) 根据 IV. 1 节 证 明 的 园 的 连续 性 ,对 于 款 情 形 的 结论 
(с) 等 价 于 下 面 的 断言 : ”每 一 个 具有 如 定理 所 述 由 一 个 Brown 
运动 确定 的 过 滤 FC) AB {x*("), 多 (〈")}， 有 一 个 几乎 必然 
连续 的 标准 修正 。 


注 (2) ЖЕЖ C) 中 ,如 果 上 款 是 右 闭 的 , 则 由 定理 
IV. 23 (с) 和 本 定理 的 (a) 和 б) TRA: zC) 的 样本 函数 
不 连续 性 可 以 分 离 出 来 而 成 为 一 个 跳跃 过 程 。 


ЖН Сс) 的 证 明 。 容 易 知道 ,我 们 只 要 证 明 ( ж): WR x 
是 一 个 可 积 的 和 7 Соо) 可 测 的 随机 变量 , 则 ху) 一 Е{х| 
FHT < +оо 可 以 确定 使 得 1) 为 一 连续 过 程 . 在 证 
(ж) 中 我 们 将 反复 用 到 下 列 事实 : ШЖ х. 是 一 列 随机 变量 ， 有 
L! 极限 *， 又 设 (# ) 对 于 r, MERIR {x,《*), FOC) 成 立 ， 
ЖСЖ ӘР = 和 x(*) 也 成 立 ， 事 实 上 ,我 们 可 以 假设 (如 果 必 要 
利用 子 序列 ) E{|x。n 一 zl} < 2 ， 它 可 推 得 [FARKA 
SAAT lra) 一 xs) 
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P {supl zase) = х,00)1 Sn’) S 27; (41) 
Ж. (Borel-Cantelli 定理 ) 对 几乎 每 个 w, lim x, w) ЖТ: 


一 致 存在 。 此 极限 过 程 是 x(*) 的 一 个 几乎 必然 连续 的 修正 并 且 
可 修正 为 连续 的 .为 证 (# ), 设 fo, Һ 是 RV 上 的 连续 函数 ,在 
十 co 有 极限 0， 又 定义 函数 为 plas г) 一 E{fCz + r)}, Ж 
z 是 一 个 N 维 Gauss 随机 变量 , 它 的 分 量 相互 独立 且 有 均值 0 和 
方差 a, 而 "在 Кф. 函数 4 是 连续 的 。 WRS XA 
x = folo CO) АС) — (д), D 
Е{х1.2 (e)} = 

flw OIL — 1),0] 如 果 <a 

Jo[w(0)]$[o(a 一 7)w(D 一 wh)] ШЖ << 

fofw COLO wC) — wla) = x ШЖ >n, 

(4.2) 

其 中 忽略 了 零 集 。 于 是 (# ) 对 于 zx 的 这 一 选择 成 立 ， 更 一 般 地 ， 
通过 稍微 复杂 一 点 计算 可 证 得 对 于 


z 一 如 [w(0)] J] file) — ws;-1)] 


(ж ) 也 成 立 ,其 中 fi 在 RN 上 连续 ， 在 co 有 极限 0 并 且 0 << 
Le. <1,, È Stone-Weiestrass 定理 推 得 ;对 于 随机 变量 
х= fw(0),w(n) — wC), wt) — об, 1)] 

(其 中 f 在 RD 上 连续 ,在 co 有 极限 0 )(# ) 成 立 , 从 而 如 果 * 
是 一 可 积 随机 变量 ， 它 是 w(0)，w(4) wl) wa) — 
w(ts-1) 的 Borel 可 测 函数 ,或 等 价 地 ， 如 * 是 一 可 积 随机 变量 ， 
它 是 wO) wC), wC) KI Borel 可 测 函 数 ， 则 (*# ) 成 立 . 
为 完成 此 证 明 、 我 们 只 需 注意 到 ， 根 据 Ш. 14 节 ,每 一 个 多 
(+оо) 可 测 且 可 积 函数 * 可 以 用 这 种 特殊 类 型 的 随机 变量 在 L' 
中 任意 逼近 。 

(а) 的 证 明 , 为 证 明 一 可 选 时 了 是 可 料 的 ， 只 要 证 明 对 于 每 
个 正常 数 6,TA2 是 可 料 的 ,从 而 只 要 证 明 每 个 有 界 可 选 时 了 T 是 


*223* 


可 料 的 。 定义 

к) = Е{Т -TNF G)} = Е{Т|#(} — TA, 

ss +оо, (43) 
HE (Со) FC) EER, НЕЧЕ (ПИЛ PTE), (4.3) 
的 条 件 期 望 可 以 选择 得 使 这 上 款 几 乎 必然 连续 。 此 外 《由 定理 
IV. 2) 几乎 必然 x(T) 一 0。 对 ?过 1 定义 了 .一 inf {1:x(?) < 
1/п} 便 得 到 一 列 增 可 选 时 使 得 几乎 必然 了 。 科 了 ， 而 且 由 于 
xz(T。) 一 1/n 
ER {T > 0} 上 几乎 处 处 成 立 , 故 在 这 个 集 上 Т, 二 T。 进而 ， 
如 果 T 一 imT,, 则 在 {T > 0} 上 几乎 处 处 
0 = xT) = E{T-TANTIF (T); 

所 以 几乎 必然 7 =T. TE, 如 果 我 们 忽略 例外 的 零 集 ( 此 集 可 
能 通过 了 的 平凡 修正 而 消除 ), 则 Т. HETT. 

O) ЮЕ. 为 证 FT) 中 的 每 个 集 都 在 Y 多 (Т,) 
中 , 设 * 是 Я (Т) 中 集 的 示 性 函数 ， 并 注意 到 我 们 在 上 面 已 经 
证 明 对 于 г< 十 oo 可 以 定义 r) 一 Efx| F (e)} 1648 xC°) 0 
一 连续 过 程 。 应 用 条 件 期 望 连续 性 定理 和 鞭 可 选 样本 定理 IV. 2, 
便 得 到 


E {eV FTD} — im Etl CT.) 
= lim x(T,) -x a.s; (4.4) 
故 z 是 \Y F(T.) 可 测 的 ,此 即 为 所 要 证 明 的 。 
ЕВН (c) 的 证 明 。 根 据 定理 IV. 23, 由 (a) 和 Cb) N 


可 推 得 结论 《c)。 
5. Brown 转移 密度 和 Brown 运动 的 基本 性 质 
(а) 转移 密度 (1,5,7) > 4(1,5,7) 一 《( n 一 5) 满足 热 
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方程 
4 全 L E aalit), 61) 
t 


并 且 事 实 上 有 4(s 一 ,8,7) = ССС, 5), Ст, 0). Втожп 转移 密 
度 和 Rs 的 抛物 型 Green 函数 之 间 的 这 一 关系 可 以 扩充 ,得 到 一 
个 开 集 D 中 的 Brown 运动 转移 密度 和 IX.17 р XR 的 抛物 型 
Green 函数 之 间 的 对 应 关系 .我们 将 会 看 到 ， 在 有 关 抛物 型 函数 
的 Dirichlet 问题 情形 ,许多 Brown 运动 性 质 可 以 通过 有 关 区 域 
并 附 有 适当 边界 条 件 的 热 方程 的 解 来 阐述 ,或 者 ,如 果 有 依 时 间 的 
平稳 性 , 则 可 以 借助 于 附 有 适当 边界 条 件 的 Laplace 方程 的 解 来 
Ж. 

(b) Brown 运动 与 经 典 位 势 论 关系 紧密 的 一 个 重要 标志 是 下 
面 的 事实 [ 见 1.XVII (18.2)]: 当 N> 2 时 积分 


faces mac) 


是 R 的 Green 函数 的 常数 倍 。 Brown 转移 函数 和 Green K 
数 之 间 的 这 一 关系 将 被 扩展 到 IX. 17 节 的 Green 区 域 中 Brown 
运动 转移 密度 的 情形 . 

(с) 通过 简单 计算 可 证 ， 如 果 w) 是 Brown 运动 ， 则 对 
每 个 c> 0 有 limP{|w(D)| > с) 一 1， 即 依 测度 lm |1 一 
+оо, 

(9) 几乎 每 个 Brown 运动 轨道 对 应 于 一 个 特定 参数 区 ЇН] 
的 部 分 都 有 无 穷 的 长 度 . 为 证 这 点 ， 只 要 证 明 : 对 于 从 0 出 发 并 
有 方差 参数 1 的 一 维 Brown 运动 wC), HERRI >O, Л 
平 每 个 Brown 样本 函数 在 参数 区 间 [0,51 上 的 部 分 都 是 无 界 变 
差 的 。 为 得 到 这 点 ,定义 


s= У) 10(018/т) — wl(i — 1)8/а)1, 
并 且 注 意 
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насо е (5) 
<e feol в» 


因为 lwla) 的 分 布 与 * 无 关 , 所 以 依 测 度 有 
lm njw(6/n)| = +, 


从 而 lim E{exp(—s,)} — 0, 并 且 因 为 当 ” 沿 2 的 整数 寡 趋 于 co 


时 ，:。 随 ”而 增加 到 样本 函数 在 [0，5] 上 的 总 变 差 , 所 以 几乎 
每 个 样本 函数 在 [0，5] 上 有 无 穷 总 变 差 , 结 论 得 证 ， 

(е) (CN 一 1) 设 wC) 是 从 原点 出 发 的 Brown 运动 ,有 方 

ж®@ о, ШЇ Efw(s)u(r)} = о Лг), АЈ > Н 

E{w(s)w(r)} = E{Lw(r) — ws) 10 (5) } 

+ E{w(s)} — ой, (5.3) 

反之 ,如 果 wO) 是 有 零 均值 Gaus 有 限 维 分 布 的 过 程 , 而 且 对 

某 个 严格 正常 数 有 Е (з) о (0) — PGN), 则 w《*) 与 从 

原点 出 发 并 且 方 差 参数 为 PHJ Brown 运动 有 相同 的 有 限 维 分 

布 


《f) 如 果 wC) 是 从 原点 出 发 的 Brown 运动 ,定义 


0 Щу = 0, 
将 Ce) 应 用 于 УС.) 的 一 维 分 量 过程 , 证 得 УС) 有 与 w(*) 相 
同 的 有 限 维 分 布 。 此 外 ，y(* ) 过 程 的 几乎 所 有 样本 函数 都 在 [0， 
+о[ 上 连续 , MES: 沿 可 数 稠 集 趋 于 0 RJA lim y Ce) = D a.s. 


《这 是 因为 vC) 具有 这 一 性 质 )。 因 而 当 # 无 限 地 趋 于 0 时 这 一 
极限 关系 也 成 立 。 至 此 得 知 y(*) 是 Brown 运动 ， 而 且 wC) 
和 yC) 的 这 一 关系 表明 Brown 运动 对 于 大 参数 值 的 性 质 可 以 
转换 成 对 于 小 参数 值 的 性 质 , 反之 亦 然 。 例 如 ，Brown 运动 在 0 
点 的 连续 性 意味 着 几乎 必然 地 有 lim ew(1/5) —0, 即 
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lim wt) _ 0 a.s. (5.4) 


t>o t 


这 个 结果 是 连续 参数 情形 强大 数 定律 用 于 Brown 运动 的 翻版 . 
6. Brown 运动 的 0-1 律 


如 果 某 测度 空间 的 可 测 集 o 代数 中 的 集合 全 是 零 集 或 零 集 的 
补 , 则 称 此 代数 为 平凡 的 。 

定理 ”如果 oC) 是 从 一 点 出 发 的 Brown 运动 ， 则 分 别 地 
由 零 集 和 


N Fiw), N F iwl), >} (6.1) 


产生 的 " 代数 Fi A 多 ,是 平凡 的 . 

可 设 Brown 运动 的 初始 点 是 原点 。 如 果 Ле 多 并且 :> 
0， 则 集 4 和 增 量 族 wa) 一 (л), гс < з} 独立 , 从 而 与 
和 代数 多 {w (a) —w (sn), 0<л< ар 独立 ， 由 于 几乎 必然 
w(0 十 ) 一 0， 所 以 这 一 о 代数 与 零 集 类 一 起 生成 包含 Fi 的 0 
代数 。 由 此 得 知 4 与 它 自己 独立 , 故 它 的 概率 要 么 为 0 RAA L. 
把 这 一 结果 用 于 Brown 运动 {#w(1/:), 2€ R+} [参见 5(f) 节 ] 
便 推 得 多 :的 平凡 性 。 

Е ”因为 一 个 Brown 运动 过 程 ， 在 其 适应 过 滤 FC) 经 
扩充 (如 果 必 要 的 话 ) 使 得 FO) 包含 零 集 以 后 ,满足 定理 V1.8 
(b) 的 条 件 ， 所 以 ,由 VI 8 节 推 得 ， 对 于 一 个 从 一 点 出 发 的 
Brown 运动 , © 代数 F, 是 平凡 的 。 这 一 证 明 无 需 用 以 上 方法 ， 
因为 直接 证 明 更 基本 而 且 简 单 。 

时 空 Brown 运动 的 0-1 律 


由 于 时 空 Brown 运动 是 用 Brown 运动 定义 的 ,所 以 ,定理 6 
直接 翻译 成 时 空 Brown 运动 的 情形 也 成 立 。 
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应 用 。 在 下 面 的 应 用 中 , wC) 是 R 中 从 原点 出 发 的 Brown 
җай, Т^ 是 wC) 命中 集 4 的 时 间 。 
б) N 一 1。 RESC) 节 ， 依 测度 im |w(Co1 一 +оо ; т 


以 ,如 果 c >> 0， 则 对 于 充分 大 的 + 有 Piwa) > с} >, 从 而 


P{w(n) > с 对 于 Z+ 中 的 无 穷 多 个 值 } >+, 


因为 花 括 号 中 的 条 件 确 定 一 个 多 , 集 , 所 以 上 述 概率 必定 是 0 或 
1 , 故 这 里 必 为 1, 从 而 由 с 的 任意 性 几乎 必然 地 有 
lim sup w(t) = +оо, 


类 似 地 ， 或 由 对 称 狂 ,下 极限 几乎 必然 等 于 一 co, 于 是 几乎 每 个 
wC.) 轨道 在 任意 大 的 参数 值 命中 R 的 每 个 点 .特别 地 ,几乎 每 个 
wC) 轨道 在 任意 大 的 参数 值 命中 0 点 ,从 而 在 任意 小 的 严格 正 参 
数值 也 命中 0 点 [ 见 5(f) 节 ]。 在 IX. 5 节 中 我 们 将 看 到 , 当 N> 
1 时 ,几乎 没有 ВУ 中 的 Brown 轨道 在 一 个 严格 正 参 数值 命中 一 
个 指定 点 。 

СЪ) 根据 定理 6, WR 4 是 R* 的 一 个 解析 子 集 ， 则 P 了 {T4== 
0} 的 值 必定 是 0 或 1。 下 面 的 例子 要 用 到 这 一 事实 。 上 述 0-1 
律 启示 我 们 这 样 定义 ВУ [Rw] 中 的 拓扑 : ”如 果 从 某 点 出 发 的 
Brown [时 空 Brown] 运动 命中 包含 4 的 每 个 解析 集 А, 的 时 刻 
以 概率 ! 等 于 0 , 则 让 此 点 为 4 的 一 个 极限 点 。 在 IX. 15 节 我 们 
将 看 到 ,这 是 能 够 做 到 的 (甚至 当 4, 依 Euclid 拓扑 为 开 集 的 情 
形 ), 而 且 这 样 定义 的 拓扑 就 是 1. XL 1 节 f1. ХҮП. 9 节 ] 中 已 经 
定义 过 的 [抛物 型 ] 细 拓扑 。 从 本 节 开 始 凡 涉及 把 概率 结果 与 细 拓 
扑 结 果 联 系 起 来 的 讨论 都 是 指 经 典 情形 而 言 的 ， 但 相应 的 论述 对 
于 抛物 型 情形 仍然 成 立 。 

(с) 设 4 是 ЕУ 中 的 一 个 项 点 在 原点 的 开 直立 圆 锥 ， 则 
P{u(G)E А} з > 0 无 关 而 且 正 比 于 锥 中 心 角 。 因 而 ， 如 果 t 
是 以 0 为 极限 的 一 列 严格 正 参 整 值 , 则 
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P{w(,)6 4， 对 的 无 穷 多 个 值 } (6.2) 
取 严 格 正 值 ,而 且 由 (b), 有 P{T4 一 0} 一 1. 实际 上 ,定理 6 й 
含 着 更 强 的 结果 : (6.2) 中 的 概率 为 1 。 我 们 断言 ， 如 果 уб, о) 
是 由 从 原点 出 发 通过 (7, о) 的 轨道 命中 В(О,1) 的 点 , 则 对 于 
几乎 每 个 w。， 序列 yG.,0) 在 B(0,1) 都 是 稠密 的 。 


沿 弧 的 聚 值 


设 * 是 从 度量 空间 D HERSE D (ША 4) 的 一 
个 函数 。 回顾 一 下 ， 如 果 由 是 从 一 区 间 10, l 到 D 的 函数 ， 有 
С 一 由]0,5[)， 又 设 极限 O+) 存在 , 则 闭 可 能 空 的 集 
U ә =#(Ф(10, #1) 
RERE”, uH C 在 Ф(0-+) 的 极限 值 的 集 。 点 т Ж 
集中 的 充 要 条 件 是 
liminf d'Or ,и{ф()1) = 0. 


在 下 面 的 (d) 一 (f) 中 , “是 从 RN 到 有 度量 d 的 Polish 空间 
Г’ 的 一 个 Borel TJ NAX. 

(9) 如 果 Р =R, RREY s 的 假设 ,只 要 求 对 R 中 的 
所 有 с, Ж 4. 一 {u> с} 是 解析 的 。 在 这 一 假设 下 ， 


{limsupulw(s)] > b} = |]J {T4 = 0} E F, 
дары ʻ>b 


G 为 有 理 数 ); 
故 limsupalw()] 是 多 ， 可 测 的 从 而 几乎 必然 为 常数 。 特别 


地 ， 如 果 4 是 刀 的 解析 子 集 而 且 x 一 14， 则 对 所 有 с, $ 4 
都 是 解析 的 同时 我 们 求 得 P{T4 一 0} 为 0 或 1, 这 点 在 (b) 中 
已 注意 到 。 这 一 特殊 情形 说 明 , # 的 Borel 可 测 竺 有 时 是 过 强 的 
假设 ， 如 果 “假设 为 Borel 可 测 的 , 则 上 面 的 上 极限 和 相应 下 极 
限 两 种 情形 都 几乎 必然 为 常数 。 在 IX. 15 节 我 们 将 看 到 这 里 的 
常数 值 分 别 是 w 在 原点 处 的 细 拓 扑 上 下 极限 。 
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C) D 的 一 个 点 т и 的 要 么 几乎 不 沿 着 要 么 沿 着 几 主 
每 个 w《。) 轨道 返回 原点 的 聚 值 , 因 为 根据 〈d) 有 概率 
P {liminf а (пт ,и{ш(:)1) = 0} 


是 0 或 1, 设 4 是 这 个 概率 为 1 的 点 т 的 集合 . 在 IX. 15 节 
我 们 将 看 到 n° 在 4 中 的 充 要 条 件 是 7 为 x 在 原点 的 一 个 细 拓 
扑 极限 值 。 

Чу) (е) 中 定义 的 集 4 是 闭 的 而 且 是 几乎 沿 着 每 一 个 
(+) 轨道 返回 原点 的 聚集 ,并 且 如 果 р 是 紧 集 , 则 有 

P{limd (A ,w(t)) = 0} = 1, (6.3) 

FLE, A 显然 是 闭 的 , 所 以 ,如 果 тє D’ 一 4, WEE n° 的 
一 个 充分 小 领域 B 使 得 当 Bu (CB) 时 有 P {7” 一 0} 一 
0。 因 此 , 集 D 一 A 是 具有 这 一 性 质 的 开 集 Bi 的 可 数 并 UiBi， 
由 此 得 知 ,忽略 一 个 零 集 的 w(') 轨 道 , и 沿 着 每 个 w《，) 轨道 返 
回 原点 的 聚集 是 A 的 子 集 。 进 而 ， 如 果 4 是 4 的 一 个 可 数 
ЖЖ, 则 w 在 几乎 每 个 vC) 轨道 返回 原点 的 聚集 包含 A 从 而 
包含 A, ПЕ 4 也 是 如 此 。 集 4 可 能 是 空 的 ,但 是 如 果 刀 是 
紧 的 , 则 À 不 可 能 是 空 的 , 且 有 (6.3) 成 立 , 这 是 因为 如 果 4" 是 
A 的 一 个 开 邻 域 , 则 UiBi 的 一 个 有 限 子 并 覆盖 了 Р—4", 

(в) 根据 定理 6， P{ima[w (0)] 存在 } 的 值 是 0 或 1。 如 


果 这 个 骤 率 是 1 , 则 这 个 极限 几乎 必然 是 常数 , 即 D 的 单 点 , 事 
KE, (D 中 所 讨论 的 集 4 此 时 为 一 单 点 集 ,从 而 当 D 是 紧 集 
时 根据 (f) 结 论 得 证 ， 如 果 D KERR, 则 由 于 极限 随机 变量 是 
从 一 平凡 代数 到 一 可 分 度 最 空间 可 调 的 从 而 几乎 必然 是 常数 ， 
结论 得 证 。 在 IX. 15 节 中 将 证 明 几乎 必然 [w()] = т 0388 
条 件 是 Бн) =. 


7. 约束 Brown 运动 


W ws(*) 是 RY 上 从 5 点 出 发 的 Brown 333%), ЖЛ Ж 
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В” 的 任 一 点 (可 能 是 5)。 如 果 0 < 5 з, г, 则 在 给 定 
wl) 一 ?的 条 件 下 ws), ++,ш4(з„) 的 联合 密度 是 
В — Sishir la) Css —з„.›б„л›&) 
Z snoba 

us ”. GR 
这 一 Gauss 联合 密度 就 是 在 参数 区 间 [0, ] 上 Markov 过 程 
шые) 的 联合 密度 ， 此 过 程 初始 值 为 5， 在 * 的 值 为 5, 并且 转 
移 密度 〈 从 在 时 刻 s 的 à ARER A s ÉI h Ance) 
为 

«(а = sotol) É 20 = нөл, (7.2) 

联合 密度 (7.1) 也 是 [0,21 上 经 时 间 逆 转 的 Markov 过 程 的 联合 
密度 ， 这 过 程 在 时 刻 + 的 初始 值 为 7 在 时 刻 0 的 值 为 § 而 且 转移 
密度 (从 时 刻 的 le EIRFA л 的 和 0<n<s) 为 

КОШУ, ) (7.3) 

ACTA) 
无 论 哪 一 情形 , N 个 分 量 过 程 都 是 相互 独立 的 
当 一 1， 转 移 密度 (7.2) 是 Gauss 的 ,均值 和 方差 分 别 是 
ECE я) + 0, a), [Ga 一 24 一 27)] 
t= s == 

随机 变量 wils) (对 0 € 5 < 4) 是 Gauss 的 ,均值 和 方差 分 别 
是 


802—5) +5 ess) 
> Я 
t t 


ais); быб») 的 联合 分 布 是 Gauss 的 ,有 上 述 的 均值 与 方差 ， 
协 方差 为 Pl = a)i 
假设 N 一 1， 并 且 上 是 指定 的 ,考虑 由 
у(«) 一 ws) — swolt)t, OSs S:t 
定义 的 过 程 。 过 程 УС) 是 几乎 必然 连续 的 ， 且 它 的 有 限 维 联合 
分 布 是 Gauss 的 ,有 零 均值 和 协 方 差 


+231. 


E{y(s)y(s)} = GT а), (7.4) 


如 果 у) = wel) — [EG — s) + aslie 0С, 则 过 程 
УС) 和 у*(-) 有 相同 的 有 限 维 分 布 ， 因 此 存在 wa) 的 一 个 
选择 , 即 存在 一 个 过 程 , 它 有 指定 的 有 限 维 分 布 ， 有 连续 的 样本 函 
数 在 时 刻 0 取 值 而 在 时 刘 + 取 值 5。 以 后 ， 记 号 оС) 就 代 
表 RU 上 这 样 一 个 过 程 ,只 是 连续 性 条 件 有 可 能 被 碱 弹 到 几乎 必 
然 连续 性 ,这 样 的 过 程 有 时 叫做 Brown 4. 

用 Et, РЫС) 分 别 记 有 关 wi 的 期 望 和 概率 。 如 果 由 
E CRU) 上 的 一 个 有 界 Borel 可 测 函 数 而 且 0<a< … 
< 过 + ШЕ 
хе ООЛ QUE ETC CNET ӘЛ 
它们 分 别 是 定义 在 过 程 оС) 和 ws(*) 的 概率 空间 上 的 随机 
E. 

Bilah) = Be (емо), (75) 
AE ER NS AE IEAI Coth). 

由 定义 ,当时 间 逆转 时 wh(*) 的 有 限 维 分 布 变 成 ws(*) 的 
分 布 。 特 别 地 ,对 于 在 时 间 逆转 下 的 不 变 事件 ,例如 ,对 于 在 [0,z] 
中 基 个 时 刻 轨道 命中 一 个 指定 集 这 样 的 事件 ， 关 于 wC) 和 
MC) 概率 是 相同 的 , 即 在 这 样 的 对 称 事 件 类 上, 有 Ph = Ри. 


8. André 反射 原理 


设 {wC ZCO) 是 R 中 从 原点 出 发 的 Brown 运动 。 设 
а 是 一 个 严格 正常 数 ,又 设 T 是 w(*) 首 中 a 的 时 间 . 则 由 Brown 
运动 的 强 Markov 性 [ 见 VI〈9.4)]， 如 果 4 是 R 的 一 Borel F 
集 并 且 4 是 4 依 点 4 的 反射 , 则 


P{u(DE ALF (T) = |, 4G Туа, тат) 
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一 |, «(а — Т, a;n)h(dn) 
= P{w(G)e А12 CTI} а.е. Ж {Т Ki} Е. (81) 
特别 地 ,如 果 4 = [c, 十 co[， 则 每 个 积分 值 等 于 1/2。 在 此 情形 
忽略 (8.1) 咎 的 后 两 项 并 在 {Т <} 上 积分 便 得 到 
Pl) 2,7 <i) = РАТ Ж} ш Рр, юе}, 
2 2 


因为 P{wG)>a, 7 > 分 一 0， 所 以 我 们 得 到 
P {sup w(s) > a} = 2P {w(t) > a}; (8.2) 


此 即 (3.5) 中 的 等 式 成 立 。 又 因为 (8.2) 的 左边 是 P{T <}, Fr 
以 了 的 分 布 是 关于 In 绝对 连续 的 ,是 有 下 式 给 出 的 密度 : 


(Т 的 分 布 密度 ) = (2507) ur exp (- 去 ) (8.3) 


为 推导 (8.2) 的 细节 ,假设 (8.1) 中 的 4 是 ] 一 ,al 的 一 Borel F 
RHE {Т < +t} 上 积分 便 得 到 

P{w(r)e А,Т S1} = P{w(r)€ A,T Si}. (8.4) 
因为 右边 项 平凡 地 等 于 P{w(:)e A}, MARINES 

Р {зир w(s) > a,w(r) 6 dn} = b(t,20 — п) (а) 


(a <a), (3.5) 

此 即 
Р {зир w(s) < ow 6 dn} = [<(и,л) — «(т,2«в — т)11,(4л), 
6 (л <a). (8.6) 


因为 这 里 所 涉及 的 分 布 是 连续 的 ,所 以 “<a” 和 “<a” 在 (8.6) 
式 中 是 可 互 换 的 ,而 且 在 前 面 的 等 式 中 相应 的 注 记 也 是 对 的 。 

直观 方法 : André 反射 原理 

前 面 的 推导 在 形式 上 是 满意 的 , 但 比 起 下 面 的 RY 中 相应 结 
果 的 推导 还 欠 深 刻 ， 当 然 这 些 结果 也 能 用 上 面 的 方法 导出 。 设 D 
是 R 的 一 个 半空 间 , 它 的 闭 包 不 含 原点 ,又 设 YL] 是 RY 中 点 
3? [ 子 集 4] 依 DD 的 边界 半 平 面 * 的 反射 . 设 iwl) FCO 
是 BY 中 从 原点 出 发 的 Brown 运动 ,又 设 了 是 经 由 w( +) 到 
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的 命中 时 。Brown 运动 的 强 Markov 性 意味 着 过 程 (WTH), 
FTH.) 是 与 Z (T) 独立 的 Brown 运动 ; 等 价 地 ， 过 程 
{е(Т++.)—(т),# (T+-)) 是 从 原点 出 发 与 F(T) 独立 
的 Brown 运动 。 如 果 样 本 轨道 关于 包含 原点 平面 < 的 一 个 平移 
是 反射 的 ， 则 后 面 的 Brown 运动 的 分 布 是 不 受 影响 的 . 〈 这 里 我 
们 用 到 事实 : 从 原点 出 发 的 Brown 运动 的 分 布 关 于 原点 为 球 对 
称 的 并 且 这 个 Brown 运动 的 每 个 坐标 过 程 是 R 中 从 原点 出 发 的 
Brown 运动 且 与 其 它 坐 标 过 程 独立 . ) 因 而 用 目前 WO) 和 À 
的 表示 (8.4) 式 成 立 而 且 有 

P{T < 1,w(t) € dn} = (т, )Ix(dn) (тєр), (8.7) 
此 即 意 味 着 

P{T > 1,ш(г) Є dn} = [«(т,л) — 40,7) 1а) 
(лєр). (8.8) 

如 果 N 一 1 并 且 x= {c}j， 这 些 结果 化 为 (8.4) 一 (8.6)。 注 意 ,在 
目前 的 情形 ,如 果 “ 是 从 原点 到 的 距离 , 则 得 到 (8.3), 因为 为 验 
证 (8.3) 我 们 可 以 假设 x 是 超 平面 (EN 一 a}, 其 中 EN 是 5 的 
第 NN 个 坐标 ,并 且 如 果 wa) 是 wa) 的 第 NN 个 坐标 随机 变量 ， 
则 对 于 w) 和 了 7 得 到 (8.2) 式 , 而 且 现 在 7T 是 经 由 w~) 
到 {a} 的 命中 时 ,在 第 9 节 中 我 们 将 把 (8.8) 解释 为 从 原点 出 发 
的 “D 中 的 Brown 运动 ”在 时 刻 + 的 分 布 。 


9. 开 集 中 的 Brown 运动 (N>1) 


йр Ку 的 一 个 非 空 开 集 。 对 R* 的 每 个 点 5, 用 {wel(，)， 
FC D} RY 中 从 5 点 出 发 的 Brown і 5. MU s Ж 
ws(，) 命中 ӨР (Euclid 边界 ) 的 时 间 。  {wC +), FO 
是 R” 中 有 以 D 为 支撑 之 初始 分 布 的 Brown 运动 ， 又 设 ғ 是 
шС +) 命中 9D 的 时 间 . 用 wole) WPNE s 的 过 程 wle), 
Ж {wp《*), 多 《(，)} 为 一 Markov 过 程 ,其 状态 空间 为 D， 以 
wl) 的 初始 分 布 为 它 的 初始 分 布 ,而且 随机 转移 函数 乡 由 下 式 
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给 出 : 
POLE, A) = P{W), t < Si}. (9.1) 
一 个 以 了 为 状态 空间 , 转移 函数 由 (9.1) 给 出 的 几乎 必然 连续 的 
Markov 过 程 {z(，), 儿 (。)}， 称 为 了 中 的 Brown 运动 ; 过 程 
Ce), FC) 是 一 个 自然 的 例子 ,如果 20) 是 由 零 集 和 
多 {zx(s),s 2) PER о 代数 , 则 由 定理 VLS, &(°) 是 右 连 
续 的 。 通 过 添加 一 个 灭绝 点 于 DD 而 使 转移 函数 成 为 随机 的 这 一 点 
可 能 有 用 也 可 能 无 用 ,要 看 不 同 的 场合 。 
因为 (9.1) 的 右边 至 多 是 _P{ws(oDe 4}， 所 以 由 一 个 密度 bp 
GE, +) 所 决定 的 测度 PCE, +) 关于 In 绝对 连续 。 这 个 密 
度 的 唯一 选择 作法 如 下 . Ж ,nn 是 DD 中 的 点 ， 又 设 FC, 6, n) 
是 从 5 到 7 的 Brown 桥 wil.) 永 不 命中 Өр 的 概率 。 根据 
Brown 桥 的 定义 和 对 + 二 0 时 4<(1,8,n) 的 定义 ,我 们 定义 4 为 
4008,1) 一 үз орою с ар (9.2) 
特别 地 , 当 D 一 RN 时 Lp(1,5,7) = (Е, п). 根据 第 7 VAT 
关于 对 称 性 的 讨论 ,函数 (о, e s + ) 是 对 称 的 。 由 等 式 (7.5) 得 
到 
4›(1,&‚л) = 4(8,E,n) 一 lim E {lisan 
sali — sswg(s)sn)}, (9.3) 
其 中 z > о, 而 对 于 + 过 0 这 等 式 是 显然 的 .函数 4 在 RXDX 
D EH Borel 可 测 的 。 当 0<s < * 时 (9.3) 右 边 的 数学 期 望 可 以 
利用 Brown 运动 的 强 Markov 性 算得 : 
Е{Е{ 15,02 зш) п) F (Зе) 


Е 60 Em) 


40—55, О 


= Eflisend (i — Seswe(Ss),n)} (9.4) 
从 而 (9.3) 化 成 


40,557) = 4(,8,n) — Е{4(:— 5,н,(5,),л)}. (95) 
这 一 计算 在 R x D Xx D 上 是 可 行 的 。 因 为 当 S <+ 时 
(3) 一 al > lap = n| , 
所 以 (9.5) 中 的 被 积 函数 对 于 所 有 t D 中 的 和 DD 的 紧 子 集中 的 
7 是 一 致 有 界 的 。 因而 <p《1,5,* ) 在 D 上 连续 , 并 且 显然 对 于 
也 中 Brown 运动 的 转移 概率 , 它 是 唯一 的 连续 密度 。 Chapman- 
Kolmogorov 密度 方程 
дб +4, = {обов oln ОФ) 
Й (> 0,:> 0) (9.6) 
рф ЕЁ Япо, UE КУЕХ: | 
(а) 其 左边 随 连续 变化 。 
(b) HALB T 连续 变化 , 因为 被 积 函数 随 “ 连续 变化 而 且 
被 积 函数 以 可 积 函数 dols, Or) н" 为 其 强 函数 。 
(с) 当 所 固定 时 对 于 lw 几乎 每 个 5 该 方程 成 立 , 此 因 4 是 
DH Brown 运动 的 转移 密度 。 
利用 不 等 式 hp <4, 由 (9.6) 得 知 dolt, st) 对 于 每 个 * 
值 是 DX D 上 的 连续 有 界 函 数 。 另外, 根据 对 (9.5) 中 被 积 函数 的 
分 析 , 对 于 固定 的 ”,(9.5) 右边 的 期 望 是 D х ]0, 十 co[ EC) 
的 有 界 函 数 。 
ao 的 位 势 理 论 含义 
ADE R" 的 一 个 非 空 开 子 集 ,定义 рер х Е, 又 没 Gp 
是 D 的 抛物 型 Green RM. Es), (л, 1)) > GE, ›), 
(人 )) 是 ;一 1,5,7 的 函数 ,而 在 1.XVII18 节 中 函数 <> 已 由 
FREN: | 
dols — 1,5,0) = Gp((E,s),(n,7)). (9.7) 
在 IX.17 中 我 们 将 把 由 (9.7) 定 义 的 4o 和 本 节 定 义 的 Brown # 
移 密度 函数 4o SHEK. E 1Х.13 节 中 所 作 抛 物 型 测度 的 概率 
赋值 使 得 (9.5) 的 期 望 是 D EHUA aCe, +, т) 到 Әр 
(Euclid 边界 ) 的 限制 的 抛物 型 Dirichlet 问题 的 解 Бу. 根据 这 
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点 ,(9.5) 可 以 解释 为 在 LXVIIL 1 节 中 描述 的 Go 的 Dirichlet 
解 结构 。 
例 . 设 D 是 В” 的 一 个 半空 间 ， 定 义 D=DXER, ХЖ 
365, № іс л ЖР Әр 的 反射 。 则 (由 1.XVI (4.3)) 
Go) = GE 一 с(Ф,„}); 
即 , 如 果 «o 满足 (9.7), È= (5,5) F0 à — (л), ME т Жл 
在 RY 中 关于 Әр 的 反射 , 则 
olt, Esn) = (Ер) — 4(,E ) 
= «(п E) — (у 5). (9.8) 
注意 ,根据 (8.8), 其 中 上 一 0， 将 Zp 概率 解释 为 Brown 转移 密 
度 函数 时 方程 (9.8) 式 成 立 。 


开 集中 的 正则 Brown 运动 
设 D 是 RY 的 一 个 非 空 开 子 集 。 落 加 点 9 于 了 并 定义 DU8 


的 拓扑 使 得 DUB 是 刀 的 单 点 紧 化 , 设 2 是 从 R+ 到 DUO 并 有 
下 列 性 质 的 所 有 函数 ó 组 成 的 类 : 
005) 一 9 意味 着 对 ! > 5 000) æ д. 
函数 о 在 区 间 [0，3(6) [上 连续 ,其 中 
Ca) = inf {s > 0:00) 一 9， 

而 且 当 5(w) < +оо 时 在 8(8) 存在 左 极 限 CR 的 Euclid 拓 
+. 

定义 (1,0) = 00), FD = FIN FF 


LAC) sE R+). 如 果 是 在 多 上 某 测度 的 完备 化 ， 此 情形 下 


{40+ ),# С. )} 是 D 中 的 Brown 运动 ， 则 过 程 {Ф(.), F 
Ce} 称 为 也 中 的 正则 Brown 运动 。 如 果 р 一 Rv， 则 由 这 条 
件 得 到 在 第 3 节 定 义 过 的 RY 中 的 正则 Brown 运动 。 求 得 中 
的 正则 Brown 运动 的 一 种 方法 是 在 R" 中 的 正则 Brown 运动 上 
进行 如 下 运算 。 如 果 $ 是 此 Brown 运动 到 DD 的 Enclid 边界 的 命 
中 时 , 则 在 至 少 等 于 5 的 每 个 参数 值 上 改变 每 个 样本 函数 值 为 5。 
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10. 开 集中 的 时 空 Brown 运动 


如 果 力 是 Rw 的 一 个 开 子 集 ， 则 D 中 的 上 时 空 Brown 运 
动 是 有 以 D 为 支撑 的 初始 分 布 和 在 OD 的 命中 时 中 断 的 上 时 空 
Brown 运动 。 这 中 断 过 程 是 Markov 过 程 并 有 如 下 给 定 的 随机 
转移 函数 $: 

BCE, À) = P{bi()€ Are Si}, È= CEs), (101) 
其 中 aCe) 是 从 二 出 发 的 [上 ] 时 空 Brown 运动 而 5 是 ӨЙ 
的 命中 时 。 今后 仅 考虑 时 空 Brown 运动 除非 男 有 申明 ， 我 们 将 
用 第 2 节 中 引进 的 时 空 记号 ， 测度 OÉ, e) 由 D. 所 支撑 ， 
MENT D, 的 Borel FR 4, 集 函数 A pE, A X {s— 
1) 的 强 函数 为 


аА» |, a(s — 1,E,n)In(an). 


内 此 第 一 个 集 函 数 是 关于 I 绝对 连续 的 从 而 是 一 个 密度 的 积 
分 。 这 一 密度 的 唯一 选择 作法 如 下 。 遵循 Brown 运动 情形 的 论 
Ж, К ÉGE, s) 和 i:la, 0) Æ D 中 的 点 ， 又 如 果 s > г 则 设 
КЕ) 是 Brown 桥 w5《。) 有 下 列 性 质 的 概率 : JA Е E à АО 
时 空 Brown 桥 
{wi Cr), —т1,0@<у < 0 
永 不 命中 6D。 定义 
б Е) Д) Moses, 


AL 一 人 шр; 
转移 密度 (在 时 间 * 一 上 内 从 专 到 à) 的 这 一 定义 导致 赋值 

AE sn) = Cs — tEn) — E{4Gs— 3 

= 8.,0(8),)). (10.3) 
(参见 第 9 节 中 关于 Brown 运动 的 对 应 转移 密度 的 导出 )。 密度 
1 一 Lo(E,) 是 连续 的 , HH Chapman-Kolmogorov 方程 取 形 
A: 
“238。 


(10.2) 


- „тюш 


с) = |„ 4) ыбы), 


Ë = (Es), (10.4) 
它 对 D 中 的 志和 ЕА ЦК п> п >з, 恒 满 足 。 
D ЕЕ ОЗШЕ а Г а NT Ó 中 的 时 空 Brown 
运动 为 过 份 的 这 一 条 件 ,等 价 于 不 等 式 


Lo, dE Буд) а) (>з) (оз) 


URH „їл 时 依 极 限 取 等 式 的 正确 性 。 如 果 当 а>» 时 还 有 
(10.5) 的 等 号 成 立 , 则 函数 对 时 空 Brown 运动 是 不 变 的 。 


时 空 Brown 运动 的 转移 密度 do 可 用 对 偶 化 前 面 的 讨论 来 
定义 ,而 且 根据 第 7 节 末 关于 Brown 桥 时 间 逆转 的 讨论 可 知 , 密 
度 Zp 满足 下 面 的 方程 ; 


20090) 一 40,9). (10.6) 
函数 д0, ean) RLC i) 


设 D 是 RN(N > 1) 的 一 个 非 空 开 子 集 ,并 定义 力 一 D x R. 
方程 (9.6) 结 合 不 等 式 ‹„<‹ 意味 着 : 对 D 中 国定 的 n ЮЖ 
ole, ean) 对 D 中 的 时 空 Brown 运动 是 过 分 的 , 对 于 D — 
{(7,0)} 中 的 时 空 Brown 运动 是 不 变 过 分 的 ,连续 的 而 且 对 万 一 
{Ca 0)} 中 纵 坐 标 值 不 大 于 0 的 点 取 0 值 。 在 1Х. 17 节 中 我 们 
将 证 明 407 一 1,5,7) 一 Со((Е,5), 《7,2))。 即 使 没有 这 个 恒 等 
式 ,根据 1X.8 节 要 证 明 的 事实 ( 即 一 个 时 空 Brown 运动 过 分 函数 
在 严格 位 于 该 函数 的 任何 有 限 点 以 下 的 点 集 上 是 上 抛物 的 ， 一 个 
时 空 Brown 运动 不 变 过 分 函数 在 严格 位 于 该 函数 的 任何 有 限 点 
以 下 的 点 集 上 是 抛物 的 ) 我 们 也 可 以 推 得 4o(，，'，?) ED Е 
是 共 抛 物 的 而 在 D — {(a,0)} 上 是 抛物 的 。 更 一 般 地 ， 如 果 D 


是 Rx 的 任意 一 个 非 空 开 子 集 并 且 È= (6,5), à = (m1) À D 
中 的 点 , 则 方程 (10.4) 和 不 等 式 doi) < <: 一 1 一 7) 一 起 
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可 推 得 : 函数 (+, 1) 对 于 D 中 的 时 空 Brown 运动 是 过 分 
的 ,对 于 D 一 (9) 中 的 时 空 Brown 运动 是 不 变 过 分 的 ， 连 续 的 
而 且 在 à FHR D — {5} 的 点 上 取 0 值 。 我 们 将 在 IX. 17 节 
证 明 Zp = С. 


11. 区 间 中 的 Brown 运动 


设 1 是 一 维 区 间 la,b[， 又 设 是 I 的 一 点 , 设 оС.) 是 
从 原点 出 发 的 一 维 Brown 运动 , 使 得 wie )—wC-)+E E 
从 出 发 的 Brown 和 运动。 固定 г> 9， 考虑 下 列 事件 。 下 面 的 
每 个 参数 值 л 依赖 于 样本 函数 。 
XaX': we《，) 在 a 首 遇 O1 而 且 在 时 刻 + ATH O1. 
XAK: (+) 在 b 首 遇 61 而 且 在 时 刻 * 前 首 遇 O1. 
XLX: 存在 n EROA MA wla) — 5. 
XabX: 存在 nn E0 <n << 并 且 wir) а, 
иы) = 5. 
Хра: 存在 hshsh HB0<n<n<i<iiE 
wilh) = b, win) = а, wi) = b, 
继续 下 去 。 则 
ХЬХ = XLX — Хох ПХЬХ, 
Хох ПХЬХ — Хау — ХЬХ П Хах, (111) 
XEX ПХ abX — XbabX — Хах П XbabX, 
使 得 
XLX ХЬХ 一 Хох U XbabX 一 XababX U--., 
(11.2) 
利用 反射 原理 , 这 些 事件 的 概率 不 难 求 得 。 例 如 ，P{ 久 ab 义 } 是 
w.) 轨道 已 经 命中 4 后 在 时 间 + 达到 5 的 概率 , 或 者 wC) 
轨道 在 4 的 命中 时 关于 e 反射 后 在 时 间 * 达到 “的 概率 ， 而 且 如 
& c=b—a, H 
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P{XabX} = P{minw(s)<a— с} 
= P{min w(s)<a— c — НІ 


= 2P{w(t) >E— b + 2с}. (11.3) 
以 此 方法 计算 (11.2) 中 集 的 概率 ,得 到 


P{XbX'} = 25] [P{wCt) > 2пс + Ь — Е} 


— Р{ш(г) > (2n + 2)с — b + E}], (11.4) 
正 象 把 条 件 (8.2) 强 加 进 (8.5) 一 样 ， 条 件 ш.б) € dn 也 可 以 加 到 
(11.2) 的 每 一 项 上 , 便 得 到 


P{XbX’, wC) є ап) = У) [elt,2nc + b—E + In— Ы) 


— aG,Qn + 2)c—b+E+ |n— Ь|)]1(ал) 
(GER). “11.5) 
类 似 地 可 得 到 


P{XaX', wt) € dn} = Slk, яе — a+Eë+la—nl) 


— 4G,(2n + 2)с +a— E+ |a — т|)]Һ(4з) 
GER). (11.6) 
M E BRK Brown 轨道 于 时 刻 + ТЕТ 中 的 7 点 而 在 那 时 刻 以 前 没 
有 离开 工 的 概率 (密度 ) 是 <(1,5,n)， 但 相差 (11.5) 和 (11.6) 中 的 
和 式 , 再 通过 简单 的 处 理 便 得 到 


ZL) = Y 4G, Ine — E + n) 


— «(2,(2пс + 2a — Е — n)] (n€ 1). (11.7) 

函数 4, 是 第 9 节 定义 的 І 中 Brown 运动 的 转移 密度 ， 因 为 
dilt, e EI LER. 

更 一 般 地 ,如 果 刀 是 区 间 1, X … X Iy, H li Ja;,bi[， 

则 显然 ,在 D 上 Brown 运动 的 转移 密度 , 即 从 EEP, e, EM) 

ERA Brown 轨道 于 时 刻 ғ 在 DD 中 的 n:a,- 而 在 那 
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时 刻 以 前 没有 离开 DD 的 概率 (密度 ) 是 
40,8, Ц KEEP, nP) (11.8) 


ШЖ D—DXR 而 且 Go Ж D 的 抛物 型 Green 函数 , 则 比较 
(11.8) 和 1.XV(C8.5) 便 验证 了 对 于 DD 转移 密度 cp 和 第 9 节 中 指出 
的 Green 函数 Gp 之 间 的 关系 ; 即 就 是 转移 密度 zo 满足 (9.7). 


12. 关于 区 间 的 抛物 型 测度 的 概率 计算 


ADE R 的 一 个 区 间 , 又 设 hoal 是 К 的 一 个 区 间 使 得 


D рх rot 是 R* 的 一 个 区 间 。 我们 来 证 明 : 从 力 中 的 点 
ë= (Ед) 出 发 的 时 空 Brown 运动 首 中 ӨЮ (Euclid 边界 ) 的 点 
的 分 布 是 扫 物 测度 fip(#，,，)， 为 了 简化 记号 ,我 们 只 对 NN 一 1 的 
情形 进行 讨论 ， 现 设 D — Je,bl. 

方 的 下 边界 的 命中 分 布 


根据 11 节 , 这 个 分 布 有 密度 (关于 Д) 
n> Los — 008,1) = GOCË,(n4)), 
而 且 根据 1.XV(9.1)， 这 个 密度 就 是 在 这 下 边界 上 抛物 型 测度 的 
密度 。 
D 的 侧面 边界 的 命中 分 布 


只 考虑 在 有 横 坐 标 值 b 的 侧面 边界 段 上 的 命中 分 布 。 设 Т, 
是 Brown 轨道 从 $ 出 发 第 一 次 到 达 à AURAI, ВРА о 
以 前 到 达 b 的 那些 轨道 ,所 以 用 11 节 的 记号 我 们 有 
P{XbX'} = P{T, <i}. 
微分 (11.4) 式 得 到 Т, 分 布 密度 : 


+ D Qne + 6 — Eelt, 2ne + b—E) (121) 


首 中 横 坐 标 值 5 AMIE RER R ss — Ti); 故 (12.1) 可 以 
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理解 为 产生 命中 点 的 分 布 密度 ,并且 比 较 方程 1. XV(9.1) 便 得 知 
这 个 密度 是 抛物 型 测度 的 密度 ,这 就 是 要 证 的 . 

对 于 从 出 发 的 某 个 时 空 Brown 运动 首 中 Әб 的 点 的 分 布 
所 作 的 抛物 型 测定 AC, + )， 我 们 将 在 IX.13 节 对 于 RY 的 任 
意 开 子 集 D 给 出 它 的 恒等式 .这 一 人 恒等式 给 出 下 面 事实 (1. 
XVIIL1 节 ) 的 一 个 直观 解释 : 一 个 边界 子 集 对 于 一 个 参考 点 的 
抛物 测度 当 这 个 集 在 参考 点 的 上 面 时 化 为 0。 


13. 热 方程 及 其 对 偶 的 概率 意义 


mE D ER 的 一 个 开 子 集 ,我 们 已 经 定义 了 确定 时 空 Bro- 
wn 运动 的 函数 4p， 而 且 提 到 恒等式 Zp 一 Gr, 下面 将 证 明 这 个 
恒等式 . 特别 地 , MENT RY 的 某 个 开 子 集 D 有 D—DXR, 
则 这 个 恒等式 化 为 ols 一 1,8,7) 一 GACE), (т, 0). CE 
L.XVIL1 #5) + ,(n:9)) 等 于 GC ,(n,5)) RE D 上 关于 
边界 函数 СС + ‚(л,))1в› 的 抛物 型 函数 的 Dirichlet 解 ， 所 以 
通过 解 有 关 Dirichlet 问题 来 计算 Lo， 特别 是 4p， 有 时 是 较为 
方便 的 。 我 们 已 经 验证 , 当 DD 是 半 平 面 时 (第 9 节 , 例 ) 以 及 当 了 是 
区 间 时 (11 节 ) <。 的 这 一 算法 的 正确 性 。 这 些 例子 的 本 质点 是 : 
映 象 的 微分 方程 方法 ( 它 导出 Green 函数 ) 是 概率 的 André 反射 
原理 ( 它 导出 Brown 运动 转移 函数 ) 的 对 照 。 

在 物理 学 中 ,函数 《n, Ок» AC, 5), (л, D) ERE 
点 的 热源 于 时 刻 :起 作用 而 Л 点 于 时 刻 * 的 温度 。 在 每 个 时 刻 
t, NÆR {n:(n,5) € D} 的 边界 Әр, 保持 在 温度 0。 我 们 也 可 
以 设想 某 种 物质 自 时 刻 + 开始 从 点 源 5 扩散 ， 在 每 个 时 刻 + 边界 
Әр, 是 一 吸收 壁 ,而 且 Lp《($,s),(7, 人 )》 是 扩散 物质 于 时 刻 + 在 
л 点 的 密度 。 在 这 些 情形 导出 的 热 方程 都 是 局 部 的 ， 而 且 各 种 物 
理 边界 条 件 导致 这 个 热 方程 在 相应 数学 边界 条 件 下 的 解 。 例如 ， 
假设 几乎 每 个 从 D 中 一 点 出 发 的 时 空 Brow 轨道 都 命中 6, 
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这 对 于 DD 是 有 和 界 时 应 该 是 对 的 。 根据 上 面 提 到 的 局 部 化 ， 我 们 
可 以 期 待 ， 对 于 充分 光滑 的 边界 和 充分 光滑 的 边界 函数 j, 从 
Ё = (Е, 0) 出 发 的 时 空 Brown 轨道 首 中 位 置 的 期 望 应 该 确定 È 
的 一 个 抛物 函数 #。 另 外 ,因为 对 于 靠近 OD у Ё, А Ё 出 发 的 
轨道 似乎 应 该 很 快 命中 ӨЙ, FL а 应 该 有 边界 极限 函数 fe F 
是 ,刚才 以 概率 方法 定义 的 а 是 抛物 函数 Dirichlet 问题 的 PWB 
解 (只 要 j 是 可 解 的) 似乎 是 合理 的 。 特 别 地 ,如 果 访 一 рх Б", 
(其 中 D 是 R" 的 Green Ж) (п) > in) 是 空间 变量 
的 函数 ， 比 如 写成 ia) = Сп), WAR à 将 是 空间 变量 的 函 
数 ,比如 写 为 alë) нЕ); 因此 * 是 调和 的 , 而且“ 应 该 是 调 
和 函数 Dirichlet 问题 的 PWB R, RE f 在 这 种 情形 下 是 可 解 
的 。 

在 讨论 这 些 问 题 时 我 们 将 要 用 到 的 主要 工具 ж В 16, Н 
Dirichlet 问题 的 求解 就 是 黄 等 式 的 应 用 。 为 了 解释 在 这 种 情形 
如 何以 自然 的 方法 引出 款 论 问题 ， 我 们 来 考虑 下 面 的 例子。 设 


wle) 是 RY 中 从 一 点 出 发 的 Brown 运动 。R” 上 什么 函数 如 
具有 使 {a[z(z), 1], tE R+} 至 少 在 某 种 局 部 意义 下 是 黄 这 一 性 
Fo 如 果 5 > 0， 则 形式 上 应 用 Taylor 定理 便 得 到 
0=— Е{й[ж(: + ò), + 8]/w(s),s <i} — 21000), г) 
一 5 9% + Z aa) + o(&) 
= зда + о(г*), (131) 
其 中 偏 导数 是 在 ГС), 2] 上 取 的 。 似乎 合理 地 , à 应 是 共 抛物 
的 ,并 且 反之 , ШЖ а НВО ДАЕ alele ), e 1 在 某 种 局 
部 意义 上 是 款 。 等 价 地 ， 与 时 空 [上 时 空 ] Brown 运动 复合 的 4 
在 某 种 局 部 意义 上 是 蒜 的 充 要 条 件 为 x 是 抛物 的 [ 共 抛 物 的 ] . 特 
别 地 (如 果 i 是 空间 变量 的 函数 )，Rw 上 与 Brown 运动 复合 的 
函数 x 在 某 种 意义 上 是 黄 的 充 要 条 件 为 # 是 调和 的 ， 
本 节 中 猜想 的 结果 将 在 以 后 的 章节 中 严格 阐述 和 证 明 ， 
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ушж Its 积分 
1 记 号 


设 {w(，), 多 (，)} 是 R 中 的 一 个 Brown 运动 , 它 定义 
在 茶 个 概率 空间 (0, F, Р) Е. 假定 ZC) 右 连 续 而 且 


эо) начи, то 积分 | sdw 是 对 空间 T 中 的 随机 过 程 


中 (，) 而 定义 的 ,空间 了 是 由 未 必 适 应 于 多 (，) 但 具有 下 列 性 
质 的 实 值 过 程 {y%(z)，xe R} 所 组 成 的 ， 存 在 一 个 与 ФС) 有 
关 的 循序 可 测 过 程 CFO 使 得 对 所 有 有 限 的 + 有 


P fo: [ét аура < +o} = 1 (ал) 


而 对 1， 几乎 每 个 + 有 
P{$() = Ф(0)) = 1, (1.2) 

在 本 章 中 ds 系 指 Lebesgue 测度 Л, 因为 我 们 将 在 第 7 VUE 
前 的 讨论 推广 到 向 量 值 过 程 和 复 状 态 空 间 过 程 的 情况 ， 所 以 为 了 
节省 起 见 ,我 们 在 (1.1) 中 和 类 似 的 场合 都 用 绝对 值 符号 . 注意 , 跟 
工 中 的 过 程 不 可 区 别 的 过 程 必 在 了 中 且 就 是 它 本 身 . 设 上 XP 是 
R x 9 上 的 完备 乘积 测度 ,定义 在 SR!) Xx 多 TRAR 
积 测度 完备 化 集 类 上 ,根据 L13 节 , 如 果 OFO 是 一 
个 广义 实 值 适应 过 程 , 并 且 函 数 Ce) 是 4 x P 可 测 的 , 则 这 
个 过 程 在 了 中 只 要 满足 (1.1) 式 。 

当 (1.2) 对 4 几乎 每 个 + 成立 时, 把 了 中 的 两 个 元 (+) 和 
ФС + ) 视 为 相等 的 ,由 此 使 了 成 为 一 个 等 价 类 空间 ， 又 定义 (简化 
TES) 

гаш(ф,ф) 一 D 27%Е fia [| lé — Ф124: |}, (13) 
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这 样 使 工 成 为 一 个 度量 空间 。 这 里 ol) 和 Ф(+) 是 循序 可 
测 的 ,而 且 我 们 采用 通常 的 约定 : (1.3) 的 右边 是 含有 Ce) 和 
OCO 的 等 价 类 之 间 的 距离 。 在 下 面 要 求 读者 根据 情况 判断 象 
Ф) 这 样 的 记号 是 指 单个 过 程 还 是 一 个 等 价 类 。 还 留 给 读者 
验证 一 个 事实 (虽然 将 用 不 到 );， 工 依 它 的 度量 是 紧 的 。 

我 们 把 取 + 一 十 co 时 (1.1) 式 成 立 的 工 的 子 集 记 为 F， 把 和 
中 使 

E 佬 spa < + 

成 立 的 子 集 记 为 Fa。 对 于 Г 的 度量 ， 有 时 比 工 度量 所 导出 的 度 
量 更 可 取 的 是 (1.3) 式 加 强 成 下 式 的 度量 : 


Tdis (4,4) = е (А1 oras |}. (14) 


对 于 T,， 有 时 比 由 或 了 度量 导出 的 度量 更 可 取 的 是 L 度量 ， 
其 中 (1.3) 和 (1.4) 都 加 强 为 


F, dis (ө, в" {| lo фе}. (15) 


Тя Г, ФОНЕ а ЖОН]. ТЕЛЕК Г EMA T $) 
的 序列 (Ф.С + sne Z) 的 充 要 条 件 是 


P im | ls 一 az-o (1.6) 


对 所 有 有 限 的 上 成立, 且 依 了 度量 有 收敛 性 的 充 要 条 件 是 (1.6) 对 
t= +o уу. 这 里 b) 和 oC) 选择 为 它们 的 等 价 类 中 
循序 可 测 的 元 素 ,是 在 了 中 还 是 在 了 中 按 要 求 而 定 。 

设 的 元 素 在 参数 值 十 co 有 定义 有 时 在 形式 上 有 某 些 好 处 . 
为 此 ， 我们 可 以 通过 任意 定义 +o), EX 多 (二 oo) 一 多 
并 保持 T, TA 度量 不 变 来 实现 这 点 。 

注意 ,如 果 几 是 工 的 有 界 元 素 ， 则 ACCAC) Ær, Г 
Гг, 中 ,只 要 4(') 在 其 中 。 一 个 有 用 的 特殊 情况 是 %(，) 一 lsr， 
即 定义 为 随机 区 间 15,71 的 示 性 函数 . 

和 通常 一 样 ， 积 分 的 定义 首先 对 一 个 简单 被 积 函 数 线性 类 给 
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出 来 。 在 现在 的 情形 ,这 个 类 ，T, 的 子 集 ,就 是 类 D, GET 
等 价 类 包含 如 下 定义 的 过 程 (， )。 存 在 一 个 有 限 集 0<n <e 
<< + о 和 对 应 的 有 界 随机 变量 fo ---, fa 使 得 fi 是 
F (п) 可 测 的 ,并 且 


0 U +, 
Фо) 一 fin 当 tin <i<itj, 2<i<k, (1.7) 
0 ÉREATT 


Гоф 关于 (1.7) 有 多 个 表示 ,因为 附加 的 分 割 点 可 以 任意 
添加 而 不 影响 ФС, )， 只 要 调整 f. 使 之 符合 要 求 。 如 果 同 时 考 
Ж г, 中 的 AC) 和 p《，。)， 则 如 果 必要 可 以 附加 分 割 点 便 得 
到 有 相同 分 割 的 ФС) 和 ACO) 的 表示 。 根 据 这 一 事实 ,显然 
了 ,是 一 个 代数 ， 

关于 Le6 积分 被 积 过 程 可 料 性 的 注 。 由 《1.7) 定义 的 过 程 ， 
ФС) 是 适应 的 , 左 连 续 的 , 从 而 是 可 料 的。 下 面 的 引 理 指出 Г, 
ERT, Г, Г, 中 稠密 ,而 且 简单 改动 该 证 明 便 得 知 ,上 述 每 个 集 
中 的 任何 等 价 类 都 含有 一 个 可 料 元 。 我 们 将 用 不 到 这 一 事实 。 


2 Гг, Ж А 


引 理 Ж Г, ET, Г 和 Г, 中 依 这 些 空间 的 度量 是 稠密 
的 。 


只 要 考虑 这 些 空间 的 循序 可 测 元 素 。 首先 假设 ФС.) ЖГ 
的 一 个 循序 可 测 元 素 并 定义 


Ф) WR IDO Sn В г<, 
0 否则 。 


WETER іф) 一 J(。)。 其 次 定义 


4 一 
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0 当 : < 上， 
т 


= б-т i ; 
ФО) mf ds 2% БОА << Т,1<}<опт, 


@-Шут 
0 Msn, 
过 程 bs( ) 是 循序 可 测 的 ，|$。ol а, danl DE Г, 并 且 
ГЕШ mg + ) 一 由。( 。)， 因 为 存在 有 界 的 大 几乎 必然 
ЖЕЙК. 这 就 对 度量 证 得 了 引 理 。 为 完成 引 理 的 证 
明 ， 只 要 注意 到 对 于 了 或 ,中 的 pC，)， 上 面 证 明 中 收敛 性 
结论 依 空间 了 或 ,的 度量 仍然 成 立 . 
ИПБ M Schwarz 不 等 式 经 简单 计算 得 到 
ега < (1ш < [ivre $i (2.1) 
Фаг, га г, Ф ФС) 依 其 空间 的 度量 是 Te 中 
序列 《bs(*),n > 0} 的 极限 ,其 中 该 序 列 满足 条 件 : 几乎 必然 地 
freres < freres 
对 所 有 * 同时 成 立 。 


3. tô 积分 的 性 质 
如 果 ACET MEOSE HoR S< +o, wR 
Фе), ШВ K) = | Фао 至 多 差 一 夫 集 是 唯一 确定 


的 。 另 外 还 要 指明 的 是 ,对 每 个 * 可 以 这 样 选择 x(9) 的 形式 : 使 
映射 Ce )-—>»х(.+) ÆA TIT] T] 到 如 下 定义 的 过 程 的 
度量 空间 ГГТ) [[T;]] 的 线性 连续 映射 : 空间 7” 是 几乎 必然 
EREI XC) COC )} 的 空间 ,这 空间 用 


T’ dist (zx(。),?(。)) = >) 27%Е{1Л\ suplaG)—yC)1} (3.1) 


度量 化 成 为 一 个 完备 度量 空间 (其 中 的 不 可 区 别 的 过 程 彼此 视 为 
等 同 的 ); 空 间 дЕ 六 的 子 集 ,其 中 几乎 必然 limx(#) — Соо) 
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存在 且 是 有限 的 ，7” 度量 通过 加 强 (3.1) 为 
T'dist(xC+ ),уС D = ЕПЛ sup lz) — убо) (3.2) 


来 定义 ;空间 Г; 是 ГГ ТЖ, 有 Efsupla@)} < +оо, Г; 
度量 通过 加 强 (3.2) 成 
Ti dist Cæ (+ )yC D) ~ EY {вир}х() — GI. (33) 

来 定义 ,空间 TOIA Г; 依 它们 的 度量 是 完备 的 , 当 pC ET 
时 ,积分 | pdw = 0) HO о < 十 co [或 如 果 ACET 对 
0<;< +оо] 有 定义 而 且 有 下 列 性 质 : 

(a) 几乎 必然 x(0) 一 0， 而 且 对 每 个 #20) 的 形式 可 以 
选择 使 得 *(。)e г". FERA C) 是 这 样 选取 的 。 

Ф) 映射 60e) x(。) 是 从 Fr 到 T, Га AS 
г; 依 所 涉及 空间 的 度量 为 线性 的 和 连续 的 。 

(с) 如 果 工 是 一 个 有 限 可 选 时 , 则 


F lorġdw = (Т) a.s. (3.4) 


在 这 里 上 限 о 是 合法 的 ， 因 为 被 积 过 程 在 了 中 。 此外， 如 果 
四 (。，)E 了 ， 则 (3.4) 对 任意 一 个 可 选 时 成立， 

注意 ,如 果 了 是 任 一 可 选 时 , 则 过 程 lrr(， )ЖГ ЕНГ 
度量 与 0 等 同 ; 从 而 如 果 5 和 了 是 可 选 的 , Н § 过 了， 则 可 得 在 
了 等 同意 义 下 los + lsr 一 lore AM, 如果 oC) 在 了 中 并 且 
TRAJE, M 


F lsrġdw = (Т) — x(S) аз. (35) 
如 果 p(，。)ET， 可 选 时 未 必 是 取 有 限 值 的 。 有 时 为 方便 对 (3.5) 
的 左边 用 记号 "6dw. 


(4) ЖУТА, A ST <+, më f E-A 
界 # (S) 可 测 随 机 变量 并 且 Ф(-) 在 了 中 , 则 


КС 一 上 |, фаш а.в. (3.6) 
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如 果 ФС) 在 了 中 , 则 可 选 时 $ 和 T 不 一 定 是 取 有 51880. 
(е) 当 ФС.) 在 了 中 时 ， 过 程 C), ZCO) 是 局 部 
LA 
(© RS 和 了 是 可 选 时 ， 有 SET<H+o, 假设 el.) 
在 T 中 并 且 
Е {еге} <+o, (3.7) 
则 
[аа0ар en 
而 且 过 程 {XCTA( +0), F(s+r),0<:<+o} 是 几乎 
RES. ШЖ RÉ ФС) 和 AC) 满足 (3.7), 则 


Е 化 фаш | saw} -rE [| вва). (3.9) 


LE TEESE О вус оу (de 都 有 定义 ， 


因为 (3.7) 意 味 着 过 程 lsr JAC.) ЖЕ T 1,1 
XI TR Ce), 定义 
уб) 一 coif, pdw 一 z [| раг), 0 < rs < +оо (3.10) 


ME ACET 时 允许 1 Боо, 过 程 y) 几乎 必然 连 
&. 

(в) 对 TIT 中 的 $8(，), 过 程 (y), FTO) 是 参数 区 
间 L0, 十 co] 上 的 一 个 正 上 坝 , 几 乎 必然 有 ye(0) — 1. 

б) шЖ>>0Н 5>0， 则 对 了 中 的 oC) 有 


t 2 fs 
P {sup | sdw| >в+-®| 14} < 2.7%. (3.11) 
<slJo 25 Jo 


(i) 如 果 ceR HE Р>1, 则 对 Tr 中 的 oC) 有 
ELION} < Ee lex PCR DE ар раа), G12) 
t i Р—1 2 Jo 


如 果 我 们 取 “ > 1 并 且 p= 1+ (с 1), Щ 
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шер =D _ |, (313) 
est 一 


G) 对 工 中 的 ， 过 程 (005), FCO) Ж-А. 
(к) 如 果 ET 且 如 果 对 某 个 上 入 十 co 有 


е {|2 | әш] < +, (3.14) 

WAE iy), F G), <b) LT 
(1) 如 果 ER Н pC，)eT,， 则 
E {уб | baw} = r | EIO G15) 

ЖН. 

yx(D 一 1 一 v [yaw РЕТ (316) 
[更 一 般 地 ,对 TT 中 的 ФС) 有 

у) —1— | уде а.з., 


这 点 根据 по 公式 将 会 在 第 12 节 例 (b) 中 看 到 , 然而 在 推导 
иб 公式 以 前 将 需要 特殊 情形 (3.16) .1 


4. 对 Г, 中 被 积 过 程 的 随机 积分 


对 Г, 中 由 (1.7) 确 定 的 5， 以 显然 的 方法 定义 随机 职 分 : 
+ 
sO |, вао = У fatui D= (аЛ, 
0<:< +оо, (41) 
在 这 个 定义 下 x(0) = 0, 0) 是 多 (6) 可 测 的 ,并 且 zx(。) 是 
连续 过 程 ,但 是 我 们 允许 每 一 个 与 (4.1) 中 的 过 程 不 可 区 别 的 过 程 
作为 积分 过 程 的 另外 的 形式 。 进而 ， 如 果 0, 则 几乎 必然 地 
有 
EG F G0)} 
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0 = х(0) щј=1, 
一 galta) 十 БЕ fwli) 一 о) F Gin} = Cti) 

4 j>1. (4.2) 
因此 {х(.), F G.) 8; FEWR S: <H sa Er 
中 , 则 几乎 必然 地 有 EOF 一 x(s)。 因 为 任何 一 对 参数 
值 都 可 以 添加 到 集 +. 之 中 ,从 而 {*(。), 多 (。)} 2А. xt 
是 L 有 界 的 ,因此 有 正 交 增 量 而 且 


ЕЦ) р) = ое {| сәре |. (43) 
如 果 oC) BONDEX, y) 由 (3.10) 定 义 , 则 
Et{ys#)|F (8-0)} 


1 一 ye(0) a.s. 如 果 jml, 
D GE el fi GG) — GDS Gi) (44) 


* [= Gi nafim as. 如 果 j> 
现在 H 和 w(#) wlia) AEA MARE z 是 有 均值 0 
和 方差 < 的 正 态 分 布 的 随机 变量 , 则 E{exp(az)} = ехр(а'4/2), 


从 而 (4.4) 的 右边 化 为 yalia). 于 是 {yes(z.), 多 (zx.)} EE 
复 刚才 的 论证 可 推 得 {ye(' ),# (+ )} Ев. 


5. ЇГ 中 的 被 积 过程 的 随机 积分 


Wit Ale E To。 则 (第 4 节 ) 由 (3.10) 定 义 的 过 程 {ye(。)， 
F) EER, HH 8> оь 0 时 ,由 下 载 最 大 不 等 式 HI 
(9.1) 得 到 

Pi 
< P {sup Ye) > ер ети, (5.1) 
如 果 用 一 由 代替 由 并 将 所 得 的 不 等 式 与 (5.1) 结 合 , 我 们 便 得 到 
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Р fsupl f; 94 > 二 + Фа) <er (5.2) 


В, ФН 由 /8 RE, EEE 
P {up 
于 是 我 们 断言 ,如 果 {Ф„(+),лє Zt} 是 Г, 中 依 T 度 量 有 极限 


O 的 一 个 序列 , 则 序列 {| „дю, ne Z} 依 度量 有 极限 0. 就 


是 说 ， 从 有 T 度 量 的 T, 到 度量 空间 的 ”的 线性 映射 是 一 致 连 
续 的 。 由 此 可 推 得 ,对 这 个 映射 存在 唯一 个 一 的 一 致 连续 扩张 ,从 
T。 的 度量 闭 包 ， 即 从 映射 到 Г. 我 们 把 这 个 扩张 认可 为 


积分 | saw 的 定义 ,这 个 积分 满足 节 30 的 条 件 。 


аш >в+-® | pa} Le, (53) 
О | 26? Jo 


Bot | ddw 是 从 Ts 到 Г 的 映射 ,而 且 ， 各 果 我 们 


应 用 刚才 的 论述 ,但 此 时 在 T AT 度量 而 在 Г, 的 象 上 有 ТГ 
度量 , 在 (5.2) 中 令 5 一 十 co， 我 们 得 知 该 映射 还 是 一 致 连续 的 . 
从 而 这 一 映射 从 Г 到 Г 一 致 连续 。 


最 后 我 们 考虑 依 T 度量 的 Tu。 因 为 | ан 对 Т, 中 的 


中 是 下 对 ,所 以 对 于 连续 参数 情形 可 应 用 L? 最 大 不 等 式 п 
01.1) 并 且 得 到 


E fsup 
FERH 6 > | ddw 从 Г, 到 5 一 到 连续 。 
随机 积分 的 局 部 化 


|, 二 4ozE i 11), (5.4) 


我 们 已 经 对 可 选 的 了 将 上 фаш 定义 为 F тфа WẸ Ф 
开始 仅仅 定义 在 10, TE Е, Æ Вх 0 一 10,TI 上 定义 为 0， 
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并 且 这 个 扩张 是 在 工 中 , 则 利用 这 扩张 的 被 积 函 数 定义 |，sdw。 


6. 第 3 节 中 性 质 的 证 明 


第 3(a),(b),(h) 已 经 被 证 明 。 我 们 现在 依 顺序 (cdfegikjl》 
来 证 明 剩 下 的 性 质 。 

节 3(с) 的 证 明 .(c1) 为 了 对 工 中 的 p(* )( 其 中 Т < +оо) 
或 对 了 中 的 ФС.) (其 中 T < +оо) 证 明 (3.4)， 实际 上 只 要 
对 于 T 有 界 证 明 (3.4)。 事 实 上 ,如 果 对 有 界 (3.4) 成 立 ， 则 对 一 
MAT, 有 


F loraspdw = x(T Nn) a.s. (6.1) 


今 当 Ce) Er HHA T< +o R o) 在 了 中 并 且 
Т < +оо 时 ,有 lim х(ТЛя) = (T) 几乎 必然 成 立 ,并 且 (6.1) 


中 的 被 积 过程 依 T 度量 趋 于 过 程 br(， JAC ), 使 得 


р lim || lorbdw 一 | lorebdw| 
.-- o 0 


|, lor $dw 一 f Lrasbdw | 一 0。 (62) 
于 是 (3.4) 成 立 ， 从 现在 起 在 (3.4) 的 证 明 中 我 们 假设 T 有 界 并 且 
bC-)Er, 

(с2) 如 果 (3.4) 对 可 选 时 [7T]。 成 立 , 则 它 对 了 成 立 因为 依 
工 度 量 有 lim Laris ФС) = Lire DC е) 并 且 几 乎 必然 地 
有 lim «((Т1) = «(Т). 

(сз) 对 于 ФС) Т, (3.4) 的 证 明 , 根据 〈c2)， 只 要 用 
{7T]。 代 替 工 来 证 明 (3.4), 以 必要 时 修改 C +) 的 表达 式 (1.7) 为 
代价 我 们 可 以 假设 ?。 包 含 区 间 ГО, 4] 中 的 值 {j2™*, j€ Z*}, 


йлн! SC) |. gdu 的 线性 性 质 , 只 要 对 于 由 (1.7)( 其 


<p lim зир 
s>» 120 
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ф k= 2) Н %，) 证 明 (3.4) 即 可 .就 是 说 ,我 们 对 于 Ca) 
Ж ОТ], > а) 的 示人 性 函数 7, 假 设 


0 HIS, 
larn (Db = ff Ж л<:;<л, (6.3) 
0 Mr, 
这 个 过 程 在 T。 中 ,并且 在 此 情形 由 对 T。 中 的 被 积 过程 积 分 的 


定义 使 得 (3.4) 成 为 平凡 的 。 
Cet) 为 对 TT 中 任意 的 ФС+ ) 证 明 (3.4), 设 {Ф„(+), лє 
7+} 是 Г, 中 依 关 度量 有 极限 0 的 一 列 过 程 ,并 定义 


x(t) 一 f p.dw, 
根据 (c3), 有 | 
ө. = (Т) аз. 
并 且 由 了 的 有 界 性 依 Г 度量 有 
lim ler + )ф,С*)= LC e AC), 
故 (3.4) 得 证 ;从 而 
Pn (аСТ) — «СТ < Piim sup 


|, lor bdw 
A 


一 f lorbsdu | = 0, (6.4) 
' 


节 3(d) 的 证 明 。 我 们 可 以 假设 《如果 必要 对 >T 重新 定 

X ФО) 为 0) Т = +о 并 且 Ф(,) 在 了 中. 根据 映射 
ФС | фае 

的 度量 性 质 , 只 要 对 于 Г, 中 由 (1.7) 给 定 的 $(，), 同 时 用 Sh 
Ж s 来 证 明 (3.6)， 我 们 还 可 以 假设 (如 果 必 要 在 (1.7) 中 的 г. 中 
增加 一 些 点 ) +. 包含 区 间 [0，tx] 中 的 值 {j2-"，je Z+}。 最 后 
根据 上 述 映射 的 线性 性 质 还 可 以 假设 К 一 2。 现 在 的 过 程 

i Фа, * ) 
E 了, 中 并 且 有 形式 (1.7)& 一 2 时 的 表示 ， 验 证 (3.6) 的 计算 是 
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PAH. 
4 ЗО) 的 证 明 。 首 先 假设 S = 0, T= 十 co 并 且 (37) 
立 . ФС) г, фо, 设 4,0), нед) 是 T hik Г, 
度量 有 极限 4(。) 的 一 个 序列 ,并 定义 2,00 一 | ddw, ШЖ 
г; 度量 有 fimX.(。) 一 XC。); 特别 地 ， 
lim E{| X) — X.) 12) = 0 (< +оо), 


因为 过 程 {Xs(z) 970), 1< +оо) JR, НАА 
ЖУ 

E{IXC+o) = о {È loras}, 
因为 这 个 等 式 对 X,(，) 和 Ф, + RL. HTE) 的 一 般 情 
况 ,如 果 我 们 把 则 才 已 证 的 结果 用 于 1sy(。)d( 。)， 则 我 们 得 知 
[ 见 (3.5)] 

{XCT N) — X(S Nt), F C), 16 +оо} 
= 01, F0, 1< +o} (6.5) 


是 质 而 且 满 足 (3.8)， 如 通常 用 两 极 分 化 方法 方程 (3.9) 可 由 (3.8) 
推 得 。 因 为 鞠 (6.5) 是 几乎 必然 连续 的 和 右 闭 的 ,所 以 当 : 用 5 十 
:代替 时 这 过 程 仍然 是 鞍 ; 从 而 过 程 {XC NC + #)) — XCS), 
F(S+r), 16 +оо) HE Ж, 
{Х(ТА($+:)), F (53+ 0), 1 +оо} 
ER. 
节 3(e) RER. 我 们 用 节 3(f) 的 结论 来 证 这 一 性 质 。 对 工 
中 的 Ce) тар 0, 定 义 
fat 
т, inf {: z f 1514 >o}, (6.6) 
则 7。 是 可 选 的 , 而 且 (la| alas «о, ЖОЕТ 3(f), 过 
程 {ХТ Ло), # б), :<-+ оо} 是 一 右 闭 的 从 而 一 致 可 积 的 
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对 .因为 im Ta = +00 as， 故 知 AXC), FCO 为 一 局 


а. 

97 3Cg) 的 证 明 。 设 Ф )єг, ХЖ ip), ne Z+} 是 
Г, 中 依 T 度 量 有 极限 oC) 的 一 个 序列 。 则 依 Г 度量 有 
йв, bdw = f фат; 


于 是 对 每 个 有 了 P limye) — уб). 过程 0,6), FO 


EER, 而且 对 条 件 期 望 应 用 Fatou 引 理 证 得 C), 多 
CH EER. 
节 3G) 的 证 明 . ШЖ 6C-)ET, CER, X P>1, W 


AORE AAO ею «(ре —1) 了 19а] » (67) 


由 此 并 应 用 Halder 不 等 式 和 节 3(g) 便 得 不 等 式 〈3.12)。 极限 
关系 (3.13) 对 所 述 Р TARL. 

17 3(к) КЛЕ ВН. ШЖ 6 < +оо, Hlal oC RE 
CD 便 得 到 一 个 等 价 的 情形 ， 即 在 此 情形 我 们 可 以 假设 5 一 
HORI gp(，。) ET,。 我 们 来 证 {у„б), F G), г< +оо}; 
等 价 地 , 因为 这 过 程 是 (几乎 必然 连续 的 ) 上 鞍 且 有 E{y。0)} 一 
1， 所 以 只 要 证 E{ys( 十 0)} 一 1。 根据 节 2, 存 在 T。 中 的 一 列 
过 程 {8,(。),n€ 2*}, Sk Г, 度量 有 极限 0 并 且 满足 


| в.а < | ielas, neZ, (6.8) 
[Л 


由 节 3(h) 得 知 ,对 每 个 实数 有 
Р Штзир]у„(4) — Уб) = 0. 
根据 节 4, 过 程 re, Ge), Z (0), 1< +оо) EH 
Е{у..,(0} = 1, 
又 由 节 300), 如 果 0 < a 二 1， 则 常数 c 和 可 以 选择 得 使 c> 
0, p>1mH cplcp 一 De/《p 一 1) < 1， 然后 根据 (3.12) 和 
《6.8) 有 
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„50р Е{|у.ь,Се) 1) = 8 < +оо, 


从 而 
Е{|у„ (О 1} < lim E (15,0011 < Bes 


Е {Ya б} 一 lim E (у,,,00)) = 1, 
FE {rG), F (0), г< +оо} 是 L* 有 界 一 致 可 积 几 乎 必然 
连续 的 忌 。 现 定义 一 个 可 选 时 S,C< 十 co) 为 
S. = inf f: f Фао =a [ilas < -小 
扶 样 本 定理 意味 着 BE{yee(3S。)} 一 1， 即 


i= | ys( 十 coJdP + | Ya(SD4P 
{Sn=+oo} D 


‹5в<+ се) 
= | ye( 十 co)dP + | ехр 
ССБ; 《Sn<+eo) 
— É ” 2ds— | 
[(© Le f 11245 — an|dP, (6.9) 


BBE S。 的 定义 ， 当 5, 一 十 co 时 函数 a eyl ) Ha 
的 递增 函数 ;另外 a+ a — 1/24 0 <a < 1% ЖЮ. 
而 当 (6.9) 中 а} 1 时 , 求 得 


| (十 co)dP +e] 
《Sn 十 oo) 


《Sn<+oo) 


HN 174] dP, (6.10) 


5. 是 一 递增 序列 且 有 Ша P{S, — +оо) 一 1, 因 为 几乎 每 个 yo *) 


样本 函数 是 有 界 的 。 因 此 当 ”~ co 时 ， 右 边 的 第 一 个 积分 趋 于 
E{ys《 十 0)}。 右 边 第 二 项 至 多 是 


ее tar} 


所 以 当 wn 一 co 时 , 由 (6.10) 得 E{ysC+oo)} 一 1 
节 3(j) 的 证 明 。 如 果 T。 由 (6.6) 所 定义 且 6C°) г, 


‚258, 


则 过 程 ФС. )1 „(+ ) 满足 节 3(k) 的 假设 ,因为 


Z (аа 
2 Jo С 


对 所 有 + 成 立 。 从 而 过 程 {TA FO) Йй, Ж 
UC), FCO) ER. 

节 3(1) 的 证 明 。 只 要 对 T。 中 用 (1.7) 确 定 的 (其 中 《一 2) 
oC DEB (3.15). 在 这 种 情形 当 л < :< 时 (3.15) 的 左边 
可 以 变 成 形式 


E {fiexp| тоба) — CŽ] Eile 0) — w (00) 


LG) 一 019003}. (6.11) 
注意 到 : 


E{ze*} 一 аас", 

当 z 是 有 均值 0 和 方差 “的 正 态 分 布 随机 变量 时 ,，(6.11) 中 的 期 
望 值 是 YozE{y(n)f}(Cz 一 a)， 根 据 (3.15) 这 就 是 所 求 的 。 对 其 
Ж, 值 验证 G15) 是 平凡 的 。 等 式 (3.16)， 作 为 在 第 12 节 将 要 
证 明 的 Иб 公式 的 一 个 简单 结果 ， 在 这 里 应 用 (3.15) 通过 计算 
(3.16) 两 边 差 的 平方 的 绝对 值 的 期 望 (并 求 得 它 等 于 0) 也 可 以 证 
得 。 


7. 推广 到 向 量 值 和 复 值 被 积 过 程 
实 的 向 量 值 被 积 过 程 


假设 10060), FCI} 是 RY 中 的 Brown 运动 , 而 且 

F) 右 连 续 和 F (0) 包含 零 集 。 如 果 8 是 有 N 个 分 量 
N 

В), AO 的 向 量 , 象 通常 一 样 定义 18 一 >, Pr 六 . 设 T 是 状 


态 空 间 为 R 的 过 程 组 成 的 空间 ， 其 中 每 个 过 程 的 个 分 量 过 程 
9259. 


都 在 第 ! 节 作 为 一 维 情形 定义 的 空间 了 中 ,又 用 (1.3) 定 义 了 度量 
ERS | "| 的 解释 同 前 。 我 们 还 了 和 Г, 相应 定义 ， 对 工 中 
的 AC EX 


| фаш 一 Ў f sodu, 
下 面 要 用 到 在 第 2 节 中 定义 的 空间 г”, F я Г, 它们 都 有 相 
同 的 状态 空间 R。 留 给 读者 去 验证 : 至 多 对 第 6 节 中 的 证 明 作 些 
细小 的 修改 即 可 证 得 第 3 节 中 的 〈a) 一 (1) 对 于 N > ТЯ 
的 约定 下 是 正确 的 ， 在 (3.9) 中 被 积 过 程 Фф 可 解释 为 内 积 
> PPD, 


在 节 3(1) 中 > 可 解释 为 一 个 向 量 ;〈3.15) 的 右边 解释 为 向 量 » 与 
向 量 值 积分 的 内 积 ;(3.16) 也 可 以 作 相应 的 解释 ， 


复 向 量 值 被 积 过 程 


当 上 述 被 积 过 程 的 分 量 过 程 以 复 平面 作 状态 空间 时 ， 我 们 作 
些 通常 的 约定 。 这 就 是 , 181? У) 189015; 在 (3.9) 中 由 用 少 换 ， 


N 


而 Фф 则 是 Hermite 对 称 内 积 D $F 外 ;在 (3.15) 和 (3.16) 中 


ЯФ ЖК Ф. BEREE, уо) 再 也 没有 必要 是 实 值 随机 变 
量 ; 故 节 306) 应 该 省 掉 。 另 外 在 (3.11) 中 等 式 右 边 的 第 一 项 应 该 
由 5 变 为 25。 在 节 3(a) 一 (1) 中 没有 必要 作 其 它 变化 。 由 节 
3(g) 和 LICO ER AE АНУС), FC Е 
й. 


8. ЖТ Brown 运动 过 滤 的 鞭 


mR wC), #(-)} 是 RY 中 的 Brown 运动 并 且 
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«Сети {| өдө, Сре 有 界 县 几乎 必然 
ERUR СЫЗ), ТОЛЕ ЖЫН ИШ 0. 值得 注意 的 


是 , 当 FC) 被 适当 选 定 的 时 候 , 该 结论 的 逆 也 为 真 .我 们 把 这 
言 写 成 下 面 的 定理 。 


定理 假设 {tw(.)，. 多 (。)} Æ R 中 的 Brown 运动 ， 
它 从 原点 出 发 并 且 对 R+ 中 所 有 rz о 代数 多 (*) 都 是 由 
F {wls), < 
和 零 集 产生 的 。 
(а) 如 果 z 是 一 个 ( 复 值 )Y + C) 可 测 平方 可 积 随 机 
变量 , 则 存在 Г, 中 的 一 个 过 程 ФС) 使 得 
z= E{z} + | вам в. s. 


СЬ) 如 果 C), FCI 是 一 个 L 有 界 且 几乎 必然 
ERRUR MFE Г, 中 的 一 个 过 程 由。) 使 得 


z(t) 一 z(0) + [ фаш а. з. (8.1) 


E (b) h, 假设 z(。) 是 几乎 必然 右 连续 而 不 假设 是 几乎 
必然 连续 这 一 点 已 不 是 更 一 般 的 情形 了 ,因为 定理 УП. 4 意味 着 
关于 如 定理 8 定义 的 Brown BAR F (C ) 的 几乎 必然 右 连 
续 鞭 就 是 几乎 必然 连续 的 。 

注意 ， 如 果 0 < 8 < 十 oo HH (a) 中 的 z 是 # (8) 可 测 
的 , 则 Ca) 中 积分 的 上 极限 可 以 化 为 6。 〈 对 关于 z 的 等 式 两 边 
实行 运算 Е{—|# (8)}). O) 部 分 可 用 于 在 有 界 参数 区 间 [0， 
p[ 或 [0，8] 上 的 也 有 界 几乎 必然 右 连 续 黄 {z(。)，, 多 ('，)}, 这 
是 因为 这 样 的 黄 可 以 扩张 为 参数 区 间 R+ ER, 在 第 一 种 情形 
通过 对 :之 p Ф 200) 一 imz) 而 可 以 应 用 定理 8, 在 第 二 种 情 


形 通 过 对 >p Ф z0) 一 (8) 可 应 用 定理 8。 
定理 的 〈a) 和 O 部 分 是 等 价 的 。 PLL, WR (а) 为 
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A, ЛИЕ (b) 的 假设 下 由 令 z( 十 2) 一 imz) RER zC) 


是 右 闭 的 ,而且 由 于 # (0) 的 平凡 狂 ,应 用 (a) 于 (4-00), 
得 到 


20) = Е{(+оо)|. 00) = ЕО) + Е 7 dwl ©} 
一 z(0) + |, фаш а.в. 
如 果 O) 为 真 , 则 在 (а) 的 假设 下 定义 z) 为 几乎 必然 连续 
# zx(，) 一 Е{#|. #7 Ce}, 然后 应 用 (b) 和 条 件 期 望 连续 性 定 
理 便 求 得 
z= lim 20) = E{z} + lim [вав 
= Е {=} + | pdw a.s. 

现 来 证 a)， 为 简化 记号 我 们 设 N 一 1 且 z 为 一 实 随 机 变 
量 ,注意 ,随机 变量 类 和 ”bdw: оет, } CN — 1, 实 值 情形 ) 是 
实 随机 变量 的 L* 空间 的 一 个 闭 线性 子 空间 ;所 以 只 要 证 明 , 如 果 
s 是 Y FC) 可 测 的 和 平方 可 积 的 并 有 El} 0, 而 且 z E 

steR+ 
交 于 这 个 子 空间 时 , 则 几乎 必然 z — 0. 

GD 我 们 首先 来 证 明 , 若 z0) 一 E{z/ G)} Н ФЕ Г, 
десе] ван, эсу}. возна, жо < 
1 是 有 界 FC) ЧАА bET, MIRE 3(4) 有 

0 = Е f: [тедь | = Е {af pdw } = Е ON f pdw } 
因而 

0 一 下 HO) | 4012760) } = Е {о | saviz} 

= 2(s) |, pdw a.s. 
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RRERRAMER. KB, H (3.16) 可 推 得 ， 对 每 个 常数 
т, 过程 {z(，)y;(。), 多 (。)} ÆRE EfzG)y,G)} 一 0. 注 
意 在 这 里 由 〈 从 而 还 有 7) 可 以 是 复 值 的 。 | 
(a2) ж 7, Яп, ВЕНН о< 5, < ”, 则 运用 条 件 期 户 
的 技巧 可 导 得 下 面 的 第 一 个 等 式 ， 而 应 用 (а1) 便 推 得 第 二 个 等 
式 : 
ELY, CY nsz} = Еу, Са)у,„ Са) С) 
= E{y,,(n)y,,(5)zCs)} 
= Е{а(+,)у„+ь,(я)}ехр(а!>»>,ял), (8.2) 
根据 〈al)， 最 后 一 个 期 望 等 于 0， 故 由 (8.2) 得 
E{zexp{uiw(s) + v;w(s,)]} 一 0。 (8.3) 
从 而 
Et{zfi[w(Cs) fw(s))} = 0, (8.4) 


RE 方 是 形 如 D cuexp(iak*) (a 为 实数 ) 的 指数 多 项 式 ,并 因 


此 只 要 f; 是 R 上 的 连续 周期 函数 时 则 有 (8.4) 成 立 。 因 为 R 上 
的 任何 一 个 有 界 函数 都 是 一 列 有 界 连续 所 期 函数 〔 它 的 周期 可 能 
是 无 穷 的 ) 的 逐 点 极限 ,所 以 每 当 f 和 f, 在 R 上 连续 有 界 时 则 
有 (8.4) 成 立 。 从 而 得 知 当 f 和 f 是 R 的 开 子 区 间 的 示 性 函数 
时 则 有 (8.4) 成 立 ,并 断言 Е (2100), #(s)} 一 0 а. s.。 用 


Е 人 П „бо, SaLe 
代替 (8.2) 的 左边 式 子 并 如 上 进行 推导 , 便 得 到 对 R+ 的 每 个 有 穷 
FR S. 几乎 必然 有 E{fzlw(3.)} 一 0， 从 而 对 R+ н] AM 
R 8., 也 有 E{fzlw(3.)} 一 0 a.s.〈 条 件 期 望 连续 性 定理 )。 于 
是 由 Brown 运动 的 几乎 必然 连续 性 ;有 Е{в|ш(;),є R+} 一 0 
а. s.， 等 价 地 ， 


El] Y FO} =o as., 


'Єв' 
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并 且 因 为 由 假设 > 是 ү F(s) 可 测 的 , 故 这 等 于 0 的 条 件 期 望 
几乎 必然 是 *。 | 


9 变量 替换 
关于 单调 函数 反 函 数 的 注 记 


设 了 是 满足 下 列 条 件 从 R+ 到 R 的 函数 。 

М. } 是 单调 递增 的 , 右 连续 的 ,并 且 lim f(s) 一 +оо, 

定义 РО) 一 inf fr:f(r) >} 对 ze6R+， 则 了 满足 M, 并 
В К) «г 的 充 要 条 件 是 对 任意 s > 0， f(r 二 s) > !。 进 而 
= 1. RA, 当 ЖЕ f 的 常 值 区 间 的 点 时 有 f[1(r)] 一 +, 而 
当 ”不 是 六 的 常 值 区间 的 点 即 r 不 是 的 间断 点 时 有 e) 


r. 
可 选 时 单 增 族 和 它们 的 逆 


设 {F (0), sé R+} 是 概率 空间 的 一 个 过 滤 , 它 是 右 连续 的 
-而且 多 (0) 包含 零 集 。 设 {5,, 1ER} 是 一 右 连续 过 程 , 它 的 
随机 变量 是 对 于 . 多 (。) 的 有 限 值 可 选 时 而 它 的 样本 函数 满足 
R M。 用 下 面 的 方法 定义 一 个 逆 过 程 $. ,使 得 


So) = inf{r: 500) > 1}, (8,6) À Srn > 


(9.1) 
过 程 ($., FCO) 是 一 适应 过 程 , 它 的 样本 函数 满足 条 件 M. 
dé PC) FS.) 右 连 续 并 且 F(0) 包含 零 集 。 此 外 
根据 (9.1) 和 5. MA ERA ES, 和 рє 多 (r)。 因 此 每 一 个 随 
机 变量 5, 对 PC.) 是 可 选 的 。 此 外 对 所 有 的 г, FC 
FC); 即 当 AEF RIRE à # AN(S, < a} € Ê (а), 
等 价 地 ,对 所 有 a。 和 8B 有 
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AN Й (Saiva > NAS < 8YE F (8), (92) 


事实 上 , 当 >p 时 (9.2) 是 平凡 的 ,而 当 :，< 8 《9.2) 中 的 所 有 和 集 
都 在 F (8) 中 。 


шю 积分 中 的 变量 替换 

设 FO) 是 带 方差 参数 的 一 维 Brown 运动 ， 
设 ZC EXT (Аз 1) 中 的 循序 可 测 过 程 ,又 假设 
{S 1E R+} 是 如 上 的 过 程 , 它 的 样本 函数 满足 


f ФС) 124: = 2 (9.3) 
对 R* 中 所 有 + 成 立 . EX 
200) 一 |, фаш, 
并 且 注意 ELLU} = о, 


定理 过 程 {Ф(-),97(-)} 是 带 方 差 参数 的 一 维 Br- 
own 运动 。 


定义 <) | во, 为 证 {40+ ), PC 是 带 方差 
参数 的 Brown 运动 , 只 要 证 明 对 a < 在 给 定 Z (S) 下 
1050) 一 x3.) 的 条 件 期 望 是 有 均值 0 和 方差 op 一 四 的 Gauss 
变量 ， 于 是 考虑 到 正 态 分布 的 特征 函数 ， 只 要 证 明 对 每 个 复 常数 


7 有 
Е{ехр7[х($;) — x(8,)1/ F (5„)} 


_ pe а.5.; (9.4) 


即 只 要 证 明 依 (3.10) 的 记号 有 

E rS F (Sa)} = уа(5.) а.з. 
换 句 话说 ,问题 是 要 证 明 过 程 {у,,(5.), F (5.)} Æik, 现 根据 
节 3(k)， 如果 ФС) =m blug WAE 
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{„С+), BO) 060364 60), С) 
RE 7,05) 右 可 闭 的 ,从 而 是 一 致 可 积 的 .因此 ( 款 样 本 定 
理 ) 在 时 刻 + 一 5。 和 + 一 十 只 RER RE VE 

{зтә($.), F COD 
ER ,定理 得 证 。 


推广 到 N > ! 的 情形 
如 果 wC), FCO) 是 Rv 中 的 一 个 Browa 运动 ,有 
方差 参数 о, ХФ СНВ) 空间 中 以 R 为 状态 空间 并 且 
满足 (9.3) 的 循序 可 测 过 程 , 则 不 改变 证 明 可 知 该 定理 仍然 成 立 : 
HE AC), AC 是 方差 参数 为 的 一 维 Brown 运动 。 
注意 ,如 果 多 许 零 例外 集 , 也 就 是 说 ， 仅 当 几 乎 每 个 样本 函数 
满足 条 件 W 和 对 每 个 1,《9.3) 仅 几乎 处 处 成 立 (这 意味 着 对 一 切 
同时 地 有 (9.3) 几 乎 必然 成 立 ) 时 ,这 定理 仍然 成 立 。 
应 用 (a) 如 果 N > 1 并 且 在 定理 9 中 jb| —1, W S 一 
n FO — FOR 00 一 上 dw, 贸 给 读者 证 明 。 在 这 情 
况 下 | 
f bdd = КО577 ii (9.5) 
RE ver (状态 空间 是 R) HE (оф) ВА ФФ, 
更 一 般 地 ,如 果 MO 对 R+ 中 的 每 个 :是 一 个 NX М EXE 
阵 值 随机 变量 而 且 M( . ) 的 分 量 过 程 在 了 中 , 则 向 量 过 程 
{| Maw, zoo} 
是 带 参数 值 с 的 一 个 N 维 Brown 运动 。 
应 用 (b) (N > DE Ce) 是 中 的 实 向 量 过 程 ,并 且 定 


y 


pli, о) 0 
КООГА ТОКУП Hlp, a)i # 0), 


(№7, eee NH Gr, о) = 0, 
20 = | baw, 
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则 |Ф| — 1; 所 以 根据 应 用 (a), E C), FOC) ES 
差 参 数 为 到 的 一 维 Brown 运动 并 且 


f PATES f Фиш а.в. 
于 是 每 个 向 量 随 机 积分 可 以 表示 成 一 个 带 正 被 积 过 程 的 一 维 随机 
积分 。 

应 用 (с) (N > 1) 设 bC) 是 T 中 的 实 向 量 过 程 ， 定 义 
e) 一 | фае 并 用 (6.6) 定 义 T。, 假 设 了。 对 一 切 a 几乎 必然 
取 有 限 值 。 则 按照 定理 9, 过 程 {T.), 7 (T.)} 是 Brown 运 
动 。 换 句 话说, 积分 过 程 x*(。) 在 一 时 间 蔡 换 下 为 一 Brown 运 
动 。 如 果 了 。 不 是 对 所 有 “= 几乎 必然 取 有 限 值 , 即 如 果 | lolas 
不 是 几乎 必然 取 十 co, 则 定义 

ФО) 当 <k, 
у mie 
Tae = int {н zf 94 >а}, 00 = | ddw, 


按照 这 些 定义 和 定理 9， 过 程 CT), Ti} 是 Brown 
运动 ,并 对 参数 值 <a 时 在 集 {T。 <k} 上 与 x(T.) ША. 


10. Brown 运动 增 量 的 作用 


设 WCD, FC) 是 RY 中 的 一 个 Brown 运动 。 固 定 
170, 定义 
AD = wG) — WAG — 1000770), 
当 N 一 1 时 省 略 上 标 ,并 且 对 于 RY x R+ 上 的 某 个 复 信函 数 }， 


定义 
fis = flw(Cj2 "7) ,12 "1], 
#а-о» ШЖ G— 1)" <s Sjj l, 
9 = f | > 
f[z(0),0] WE 5 = 0, 
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引 理 “ 当 上 是 连续 且 取 有 限 值 时 ,有 
P lim У fon КА = 上 f flw(s), slds Map, (10.1) 
">e jai 0 «з= В, 
如 果 f 有 界 , 则 这 些 极限 也 是 L RR. 
为 简化 记号 取 o。 一 1。 先 设 |f| < <。 则 
кек || песо, sias 2 аьа 
= шак {|00697 024: 
< ше (асо, 0 Ра —0, (102) 
于 是 为 了 对 有 界 的 f 在 L 极限 意义 下 对 а 一 8 证 明 (10.1), 只 
要 证 明 


imE {5 fam бар” —2"Ф||—о, оз) 


将 式 中 的 平方 分 解 , 则 每 一 项 有 形式 
fo_pvef ve A —2-")(А — 275), <А, 

如 果 i < 人， 则 最 后 的 因子 是 均值 为 0 的 随机 变量 且 与 其 它 因子 

独立 。 因此 该 项 的 期 望 等 于 0. j 一 的 项 有 


E [B lion CAR" — 2e} «асна; (104) 
j=1 
故 (10.3) 成 立 。 如 果 f 不 是 有 界 的 , 则 定义 g。 为 RY x R+ 上 的 
任何 一 个 有 界 函 数 , 当 1f | <m 时 等 于 f。 则 
lim | ga[w(s), slds 一 лоо), s]ds, a.s. 


Шт КАМ, а = 8 时 (10.1) 左 边 的 和 ,在 一 个 小 概率 集 
上 不 同 于 用 g, К f 求 的 和 ， 这 就 得 知 对 a 一 6(10.1) 成 立 。 

.为 了 对 于 以 。 为 界 的 |f| 以 L 意义 的 极限 当 азе 8 时 证 
明 (10.1) 式 ,注意 (对 o 一 1) 
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9% 2” 
E (|E ton aval }- D вила? 


= 
<ë Е{А "А р = 2e a0 (аз В), (10.5) 
1 
j=1 


当 了 无 界 时 的 证 明 可 由 a = В 时 相应 情形 的 证 明 而 得 到 。 
$ 如 果 N 一 1 且 f 一 1， 则 省 略 某 些 不 必要 的 细节 ， 由 
а 一 5 时 (10.1) 的 证 明 得 到 
(р> А, – (| to'e, (10.6) 
应 用 Borel Cantelli 定理 便 得 Lévy 定理 , 即 


lim У) Д, оч as. (10.7) 


11. 用 Riemann-Stieltjes 和 计算 It6 积分 (N=1) 


设 ФС) 是 工 中 的 一 个 循序 可 测 过 程 , 并 取 4 > 0 和 [0， 
bl 的 一 个 分 割 =: 0 а n Mm b 定义 
5(r) = max (t — tj) 
iss 
和 
Ф600) 当 :一 0， 
Dl) = ps) A <<, іа, 
ФО) 4 >b, 
则 当 ФС.) 在 x* 上 几乎 必然 取 有 限 值 时 d.le) 在 了 中 ， 而 且 


[эде = DoD — бы. GD 


定理 (а) 如果 几乎 每 个 ФС.) 样本 函数 在 [0, Р] 的 限 
制 是 有 界 的 和 几乎 处 处 连续 的 , 则 
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b b 
P lim | p.dw 一 | pdw, (11.2) 
ш) Jo o 


СЪ) 如 果 对 <b, Е(1Ф00) 18) < +оо, 并 且 
im Eile) — $C)1} = 0, (11.3) 


КЕР 


则 (C11.2) 作 为 12 极限 成 立 。 


证 明 (а) 在 (а) 的 假设 下 , 应 用 Riemann 积分 的 通常 推 
理 得 到 
dm f lde pl et вз; 


改 lim Габар, 6)= 一 0， 并且 因 为 映射 AC) -| bdw fk 
(Т, Г) 度量 对 是 连续 的 ,从 而 推 得 (11.2) 成 立 。 还 有 
| Ge, odu) о. (11.4) 


0 


Р limsup 
б(х)»0›<Ь 
Фф) 应 用 节 3(f) 便 得 
(не ан) ее are) 
< о зир ELAO — Ф091. (11.5) 
Seo 


因此 O) 成立 ,而 且 事实 上 C10.4) 作 为 一 个 ?极限 是 成 立 的 , 因 
为 映射 00-2 |, ао fe Cr, TD 度量 对 是 连续 的 ， 


分 部 积分 


如 果 ФС.) ET 中 ,并 且 几 乎 每 个 b(， ) 样 本 函数 在 区 间 
TO, Ф] 上 的 限制 是 右 连续 的 和 有 界 变 差 的 , 则 


[éd — (уф) 一 wa)b(a) 一 (оа элу (LE) 
其 中 对 基本 测度 空间 的 几乎 每 个 点 名 右边 的 积分 都 是 Riemann- 
Stieltjes 积分 | (з, w)d,b(s, о), 事实 上 , 这 里 满足 定理 11 
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(а) 的 假设 ,并 且 (11.1) 中 的 和 等 于 
wb Pb) — ш(а)Ф(а) — DY VDE) — pia), Q17) 


i=1 


当 205) 一 0 时 上 式 几乎 必然 趋 于 (11.6) 的 右边 。 


12. It6 À À 


设 dolCe), FCI} 是 В” 中 的 一 个 Brown 运动 , 并 设 
(л, > ul, 0) 是 RY X Rt 上 的 连续 函数 ,对 于 它 ,导数 
ди ди Ou 
He, шщ ED ич== КЕШЕШ 
存在 而 且 是 连续 的 。 在 证 明 Иб 公式 以 前 我 们 证 明 一 个 重要 的 特 
殊 情 况 : 对 所 有 :e R+ 同时 地 有 


ио (е), 1] — uLw(0), 0] 一 | mds + > f u,dw®(s) 


+ р> | gads = [А Auds + У ү u,dw®(s) 


a.s. (121) 
每 个 被 积 函 数 的 自 变量 是 [w(:s)，s]， 这 一 关系 共同 地 表 成 形式 
du — Audi 十 У) «dut, (12.1) 


而 且 今 后 象 (12.1) 这 样 的 关系 有 时 写成 对 应 的 微分 形式 。 只 要 证 
明 对 固定 的 + 有 (12.1) 成 立 , 因 为 (12.1) 的 每 边 是 几乎 必然 连续 过 
程 的 第 :个 随机 变量 ， 固 定 + 并 用 Sis 记 i2, 这样 便 有 

и 0 (0), 1] — uw(0), 0] 一 Ў {ulw(lsis), Sial 


т=1 


— uluw(s,)sG ol} + 5 talus), Si-n] 


— uf wsos)» ЛАЙК" (12.2) 
前 一 个 和 的 第 j 项 是 le(s), 127": 除 -- 个 误差 外 , 这 误差 
对 每 个 连续 的 Brown 运动 样本 函数 随 i 的 变化 和 ?= —> co 时 一 臻 
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地 是 0C2"), 因 此 (12.2) 中 的 第 一 个 和 有 (12.1) БЕА n> ос 
时 的 几乎 必然 极限 的 第 一 个 积分 .〈12.2) 的 第 二 个 和 中 的 第 j 项， 
如 记 


则 为 


А е sin) — wiin)» 


PAA PE LUE + 


ami 


* У) енш (оа), Si- 1А А (12.3) 


ami 


至 多 有 一 误差 ， 这 误差 对 每 个 连续 Brown 运动 样本 函数 随 ў 变 
化 并 且 n 一 cz 时 一 致 地 是 0 (J3 a). 由 引 理 10 和 定理 11, 当 


п» оо 时 ,(12.3) 中 的 项 在 i 一 1，2，…*，2* 上 求 的 和 作为 
依 测 度 的 极限 成 为 《12.1) 中 第 二 和 第 三 项 之 和 。 最 后 求 和 误差 
(ZX а?) 

对 于 几乎 每 个 Brown 运动 样本 函数 是 0(1)， 因 为 由 Lévy 结果 

(10.7), 4 п — oo 时 其 内 部 和 有 几乎 必然 极限 or, 


局 部 化 


一 般 地 如 果 设 x 是 R EX СЭ 的 函数 并 且 考 虑 与 v(e) 
复合 的 u, WEROH 
uiw) 一 x[w(0)] 一 e| Аиа; 
2 в 


+D | аео) эз. (12.4) 
更 一 般 地 ,如 果 u 仅仅 定义 在 R” 的 一 个 开 子 集 D 上 而 且 是 类 Со 
的 函数 , 又 设 P{w(0)E р} 一 1， 还 令 S 是 沿 wC) 到 9D 的 
命中 时 间 。 则 依 下 列 意义 对 + 之 5,《12.1》 几 乎 必然 成 立 ， 如 果 
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D, 是 DD 的 任意 一 个 开 相对 紧 子 集 而 且 % Ж w(，) 到 Әр, 的 命 
中 时 间 ， 则 当 + 用 An 代替 时 (12.4) 在 {w(0)€ D} 上 几乎 必 
然 成 立 ， 为 得 到 这 点 , 设 是 x 到 D, 限制 的 一 个 CORN) 扩 
Ж. WA zAs 代替 + 应 用 (12.4) 于 n 便 给 出 所 要 求 的 结果 。 

我 们 现在 转 到 lt AR. u 和 w(。》 如 本 节 开 头 所 定 
义 , 设 M 是 一 个 严格 正 整数 ,并且 对 1 和 mm 和 М 和 1<n<N， 
设 bn Яй Ф„ ЖЕТ 中 的 过 程 ,但 是 对 Ф„ 的 可 积 性 要 求 被 减弱 : 
仅仅 假设 几乎 每 个 HC) 样本 函数 在 有 限 区 间 可 积 。 定 义 

хо) 一 [rz2(。) ,x + )] 

为 


0) 一 ztm(0) + У КЖ 4 f Ф.д 


其 中 0000) 是 任意 的 F (0) 可 测 的 随机 变量 。 


It 引 理 在 上 述 条 件 下 , 对 u: 1i иа), 1], # 


М А 
du = mdi + DY ила + 3 У) „ахх, (12.5) 


ma maei 


其 中 0097000 理解 为 在 下 列 条 件 下 的 形式 乘积 : 
(dit) = didw™ 一 0， dw™dw™ ~ nnd, 


故 


4х'®ах'® = (У) bb ) de 


为 简化 记 坟 ,我 们 给 出 М 一 М = 1 情形 的 证 明 。 ВШ 
dx(2) = pdw(r) + фаг, и == ulx(s), 1), 
且 (12.5) 化 为 
du 一 Є +ub + Z mg’) dt + mpdw, (12.6) 


只 要 对 г, 中 由 形 如 (1.7) 并 有 下 列 共同 划分 的 表达 式 给 出 的 $ 和 
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中 来 证 明 引 理 : 


PC) —=фФ()=—0 :< л, 
Фа) fi ФО) ва  -<:<54,2<]<К, 
ФС) = DC) = 0 ERA 


在 区 间 [0，4] 中 计算 (12.6) 是 平凡 的 。 在 区 间 4,41 中 有 
міо), t) = СРС Ge) — wn)] + gt д), 1]. 
从 已 经 处 理 的 to 引 理 特殊 情况 的 证 明 容 易 看 出 ,借助 于 节 3(d) 
即 可 得 到 
du mdi + mfdw + mgde + L'unfide, 


它 与 (12.6) 是 一 致 的 。 Ж{Д=ГЕЙЕЛЕЯ AIN le, 1.Е.800(12.6) 
式 ,而 在 ]%， 十 co[ 上 的 验证 是 平凡 的 。 


关于 积分 (N 一 1) 的 代数 


根据 lt 引 理 , 形 如 
f pdw + f pds 


的 积分 (其 中 和 中 如 上 面 所 述 ) 形 成 一 个 代数 。 事 实 上 ,如 果 


dx; = фаи + pidt, 
则 


(ух) = ках, 十 ndx, + Сфафа) й 
= (xi 和 十 pdw + (хф, + каф + Фф) г. 
Ж (a)(N 一 1) 如 果 # 是 一 严格 正 整数 , 则 


dlw") = nw" du + ala = 1)w 7242, 


A DNN 一 1) ж pEr Hye) 由 (3.10) 所 定义 ， 则 
dys 一 $yodw。 特 别 地 , 如 已 经 用 节 6 中 的 不 同方 法 证 明 过 的 ,对 
常数 Y 有 dy 一 7yrdw。 于 是 过 程 1°) 在 基于 Ito 积分 的 随 
机 计算 中 起 着 指数 函数 的 作用 .。 
例 GCN>1) 回顾 一 下 (1.XV. 3 节 ), 时 空 Hermite 多 
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项 式 是 共 抛物 的 并 且 满 足 1. ХУ(3.8), EX Annyi 为 Heimy 
其 中 
А т; — б 当 т 0, 

«=; 当 m= 0, 

则 
аН,.һъ{0 00), 1] = У, т РП ОЛ 

于 是 ， 在 基于 It 积分 的 随机 计算 过 程 中 ，{ 问 。。w Le), 5], 
16 R+} 起 着 坐标 变量 的 震 次 m,m 乘积 的 作用 。 


13. 势 论 基本 函数 与 Brown 运动 的 复合 


设 w 是 从 R 到 R 的 一 个 C? 函数. aR O), FO 
是 RN 中 从 一 点 出 发 的 Brown 运动 ， 则 由 ко 引 理 得 到 


x[w(D] — 008) — | Ceradu, dw) 
+ zf Auds а.з. (13.1) 


因此 过 程 
{сосот 一 全 Ands; F Ce), tE R*+} (13.2) 


ЖА, HEURE A 
E {ff Igrad ира} < +оо, (13.3) 


WEEER. HAE, WR w 是 调和 的 , 则 当 (13.3) 满 足 时 ， 例 如 
и 是 调和 多 项 式 ,过 程 {ulel l, FCO) Е. 更 一 般 地 ， 
WR Ди< 0, Ви ж Со 上 调和 函数 ,而且 当 (13.3) 满 足 时 , 则 
过 程 *[w(。)] 是 一 个 靳 与 一 个 有 递减 样本 函数 的 适应 过 程 之 
和 ,从 而 ,如 果 它 的 随机 变量 可 积 的 话 ， 它 还 是 上 拷 。 如 果 w 是 一 
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个 从 R 的 某 个 开 子 集 D 到 R 中 的 C 函数 ,我 们 设 D ÉD 
的 一 个 开 的 相对 紧 子 集 , 选 取 D, HAE Hit 5, 是 沿 w(°) 到 
әр, 的 命中 时 。 存 在 RY 上 的 一 个 CO 函数 wx， 它 有 紧 支 撑 且 
是 ulo, 的 扩张 ， 而且， 如 果 将 前 面 的 讨论 用 于 v, 则 可 发 现 
《13.2) 中 用 x 代替 “后 的 过 程 是 蒜 。 因 而 这 一 停止 在 时 刻 S 的 
过 程 是 鞭 , 特 别 地 , 若 x 在 刀 上 [上 ] 调 和 ,那么 过 程 {иш Со Л 4)1; 
多 (т), 委 十 co} 是 [上 1 鞭 。 在 次 调和 情形 ,由 上 时 刻 0, +00 的 
上 款 不 等 式 ,可 得 不 等 式 uE) > E{x[xw(%)]}， 它 在 调和 函数 情 
形 取 等 号 。 因 此 wl) 的 分 布 是 ôD LAF Е 的 调和 函数 ， 抛 
物 型 情形 的 相应 讨论 留 给 读者 。 

前 面 讨论 的 要 点 是 适当 限制 的 [上 ] 调和 函数 与 时 空 Brown 
运动 的 复合 是 [上 ] 扶 ,而 且 适 当 限制 的 [上 ] 调 和 函数 与 Brown 运 
动 的 复合 也 是 [上 ] 摧 。 然而 条 件 (13.3) 和 有 关 的 正规 性 条 件 未 必 
是 强 的 。 在 第 1Х 章 我 们 将 更 直接 和 详细 地 处 理 本 节 的 问题 ,而 
且 不 用 to 积分 ,还 去 掉 多 余 的 假设 .当然 这 种 省 略 可 能 给 本 节 结 
果 的 应 用 带 来 影响 ,但 这 种 途径 还 是 非常 重要 的 。 


14. 解析 函数 与 Brown 运动 的 复合 


假设 N 一 2 以 及 {00 +), FO) EA R 的 一 点 出 发 
的 Brown 运动 , 并 记 200) 一 wd(t) + iwl). 设 D 是 复 平面 
的 一 个 开 子 集 ,还 设 D, 是 刀 的 一 个 相对 紧 开 子 集 。 假 定 (0)є 
D, 并 且 了 是 了 上 的 复 值 正规 解析 函数 ， 则 如 果 S 是 沿 zx(。) 到 
ӘР, 的 首 达 时 ,那么 由 lt6 引 理 得 到 ( 见 第 12 节 中 关于 局 部 化 的 
论述 ) 

dflzG)1 = f'lzG)ldz, £S so 
HE {f[z(SAD]; F a), } Ж. RER 9 节 中 的 应 用 (b) 
可 证 得 ,如 果 我 们 定义 
T. = int rc а}, 
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в |? IFI ча, 


则 аСТ. A ST SERIE ЕЗЕР A HRE Brown 运动 出 


就 是 说 , f 把 Brown 轨道 映射 到 带 一 个 新 的 时 间 标 度 的 Browo 
轨道 ， ; 


+177. 


第 以 # Brown 运动 和 鞭 论 


在 УШ.12—УШ.14 节 中 关于 Ité 积分 的 应 用 揭示 了 Brown 
运动 和 挝 论 之 间 的 紧密 关系 。 下 面 我 们 将 首先 给 出 这 种 关系 的 一 
些 简 单 例子 ,然后 利用 Laplace 方程 [ 热 方程 ] 位 势 理 论 基本 函数 
与 Brown 运动 [时 空 Brown 运动 ] 复合 的 巩 论 方法 对 它 进行 一 
些 分 析 。 所 用 的 方法 是 一 种 直接 方法 而 没有 用 到 lt6 积分 , 这 样 
不 免 对 УШ 章 中 的 某 些 基本 内 容 稍微 有 些 重复 。 


1. 20 ЖА Н 


设 dwl), ZC) 是 RN 上 的 一 个 Brown 运动 。 下 面 的 
过 程 关 于 多 (' ) RER, REX Brown 运动 的 初始 分 布 选择 
适当 使 得 过 程 随 机 变量 具有 有 穷 期 望 ,例如 ,初始 分 布 由 单 点 支撑 
的 情形 即 满足 条 件 ， 

Мі wÇ») 

M2 {lw(r) —nl—Noï,teRt}, п 任意 

M3 {ехр[ 7,w(t)) — o4X}T/2]1,1€ R*}, 

T = (Yis tt tTn) 

第 一 个 过 程 是 向 量 黄 ( 依 显然 的 定义 ), 这 是 因为 对 5 < 5, 由 
PASIN wae) wl) 与 Fs) 的 独立 性 有 

Е{ш(1) — w(s)|Z(s)} = Ey) —w(s)} “0, а.з. 

(1.1) 
第 二 个 过 程 当 N= 1 时 是 挝 ,从 而 当 М 之 1 时 也 是 苇 ， 这 是 因为 
当 §S 过 :时 有 
E{[w(Co — aF (s)} 
= E{l[wG) — w(s)F|Z(s)} 
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+ 20005) — nlE{wl) — w(s)| F(s)} 
+ iwl) — тр 
= (t — s) + lwls)— nl a.s. (1.2) 
第 三 个 过 程 是 鞭 ( 对 任意 复 值 向 量 Y)， 因 为 如 果 “< 上 WA 
Е {ехр(у, (0) — w(s))! F (з)} 
= E {expl w(t) — w(s)}} 


一 x [20 — 5) > 习 a.s. (13) 


反之 ,如 果 {#С.+),# С, )} 是 一 随机 过 程 , 对 于 它 只 要 Y 的 分 
量 是 纯 虚 值 M3 是 一 个 鞭 , 则 过 程 wle) (0), FC} 有 
方差 常数 为 中 的 Brown 运动 的 有 限 维 分 布 .事实 上 ,如 果 s <, 
则 由 扶 等 式 ( 取 7 一 8,8 为 实数 ) 


E {ер [Ke 609) + où > ШЕФ 


= ехр [Ke wo) +0: У) £), a.s. (1.4) 


得 到 
Е {expi(p,w(r) — ш(з))\ F (s)} 


一 Е =) У) ä] a.s. (1.5) 


НЖЖ we) 一 w(s) 与 # (з) 独立 ， 而 且 由 此 推 得 wl) 有 
独立 增 量 .同时 由 (1.5) 还 推 得 кб) 一 wl) 有 独立 分 量 的 正 态 分 
布 , 每 个 分 量 的 均值 为 0 方差 为 rz 一 9)， 即 得 到 要 证 的 结果 。 
M1 的 应 用 设 (wie), Zl) 是 В” 中 从 5 出 发 的 
Brown 运动 ，D 是 RY 中 含 5 的 一 个 有 界 开 子 集 ,又 设 5, 是 过 程 
到 0D 的 命中 时 , 它 是 几乎 必然 有 限 的 ， 因 为 ГУП.5(с) 节 ] 依 
测度 有 limlweG)l 一 оо, 函数 8 对 FC) 是 可 选 的 (11.4 


节 ), 从 而 《IV.3 节 ) 停 止 过 程 {wN F a), ERY) ER, 
让 在 时 刻 0 和 + 的 停止 过 程 的 随机 变量 的 数学 期 相等 便 得 到 等 式 
一 Еос (5. Л), 5 гә оо 时 , 它 变 成 
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E = Efwi(ss)}. (1.6) 
特别 地 ,如 果 N 二 ! 而 且 刀 是 区 间 Ja,b[， 则 (1.6) 变 成 
Е = ёР{ю{(5,) = b} + aP{we(Ss) = а}, (1.7) 
此 即 


Plwels) 一 分 一 аз) 


因此 ,从 labi 中 二 出 发 的 一 个 Brown 运动 首次 在 到 达 边 界 
的 概率 是 ]a,b[ 上 Laplace 方程 (其 边界 极限 在 点 4 是 1 而 在 
а 点 是 0) 的 解 。 换 名 话说 ,在 这 种 初等 情形 ，w(，* ) 在 边界 上 首 
中 位 置 的 分 布 是 在 边界 上 关于 初始 点 的 调和 测度 。 这 调和 测度 
的 计算 在 13 节 将 被 推广 到 КУ 的 任 -- Green 子 集 的 Borel 边 
界 子 集 的 情形 。 就 是 说 ， 如 果 ol) 是 了 中 从 5 出 发 的 一 个 N 
ҖЕ Brown 运动 , 而 且 Se 是 wC.) 到 Әр 的 命中 时 ， 则 将 证 
BH N= 2 时 5 几乎 必然 有 限 ,而 且 当 NN > 2 时 在 wet( 十 co) 一 
oo 的 约定 下 ,调和 测度 算式 (1.8) 推 广 为 
Plwe(S:)€ A} ~ unl, A). (1.8) 
由 此 得 知 ,如 果 I EAR ЭРА, PWB 解 Hi 由 下 式 给 
Њ: 
HICE) = E {f lws). (1.9) 
对 于 PWB: 解 的 相应 结果 也 将 得 证 。 算式 (1.8) 也 可 以 通过 求解 
适当 的 微分 方程 问题 得 到 。 严 格 讨论 如 下 ,以 前 曾 证 明 ，(1.8) 式 
的 左边 定义 了 的 一 个 调和 函数 , 即 线性 函数 。 设 w(， ) 是 一 个 
从 0 出 发 的 Brown 运动 ， 使 得 十 w%(。) 是 一 个 从 专 出 发 的 
Brown 运动 而 且 测度 空间 不 依 玖 5。 一 个 在 命中 а 以 前 命中 4。 
的 Eat (+) 轨道 (а 二 与 二 5)， 如 果 将 它 作 一 平移 — 5, 
《其 中 5 5)， 则 所 得 Etol) 轨道 也 有 相应 的 性 质 ， 因 此 
Et Pise) = b) 是 二 的 一 个 增 函 数 。 由 于 每 个 w(，) 轨 道 
在 任意 接近 0 的 某 些 参数 值 上 都 取 严 格 正 值 ， 则 此 增 函 数 在 点 
有 极限 1, 而且 利 用 类 似 的 推理 可 知 它 在 а 点 的 极限 为 0。 因此 ， 
这 函数 必定 是 由 《〈1.8) 式 右 边 给 出 ， 这 一 简单 例子 可 以 说 明 
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Brown 运动 概率 计算 严格 推导 中 的 某 些 有 关 问 题 。 
M2 的 应 用 ADE R 的 一 个 有 界 开 子 集 ，w(。)，3s 定 
ЖИЕ. 令 M2 在 时 刻 0 和 Ss 人 :有 7 = 0， 并 让 它 的 随机 变量 


的 数学 期 望 相等 , 便 得 到 
0 = Е{|:(5,\т)|%— No(SeN 72)}, (1.10) 
由 此 并 有 
No'E{Se} 一 Е{|ш,(5,)|?}. 6979) 
在 特殊 情况 N = 1, D= Ja, bl 下 ,这 一 等 式 化 为 
PE{S;} = (E — a)(b — £), (1.12) 


СИА we (SO ARTEA. FER EH Е(5,) 
是 具有 边界 极限 函数 0 的 方程 oiNAu 一 一 2 的 解 。 如 果 我 们 承 
认 (1.8')( 它 将 在 13 节 证 明 )， 则 对 于 N > 0 和 有 界 D HR 
式 (1.11), 就 变 成 


PNE{S;} 一 |, ln — ЕСЕ, dn) 
一 人 band) — 18, ал?) 


与 N= ! 的 情形 一 样 ， 函 数 “H-> Е(5,) 是 在 下 列 意义 下 具有 边 
界 极限 函数 为 0 的 方程 PNAu 一 一 2 的 解 : mVE{Se} + |а| 
BAR, CEL nr |?| 为 边界 函数 调和 函数 Dirichlet 问题 
的 PWB fẹ, 

M3 的 应 用 设 N 一 1, =(-) 是 从 原点 出 发 的 Brown 运 
动 , 选取 > 0， 又 设 了 是 w(。) 到 {а} 的 命中 时 。T 的 分 布 
密度 如 УП(8.3) 所 给 定 ,但 现在 利用 软 M3 再 一 次 推出 它 。 可 选 
时 了 是 几乎 处 处 有 限 的 ,这 是 因为 ,根据 上 面 M1 的 应 用 ， 一 个 从 
0 出 发 的 Brown 运动 在 —с 以 前 命中 а (с2> 0) 的 概率 是 c/ 
Ce +a), Щщ с +o 时 它 有 极限 1。 令 МЗ 在 时 刻 0 和 TA: 
的 随机 变量 的 数学 期 望 相等 , 便 得 到 


1=E {be (ТЛ) = rot ТМ], (1.13) 


1+ 


取 7 为 严格 正 实 数 ,使 得 被 积 函数 不 大 于 ехр(7а), M :一 十 co， 
(1.13) ER 
2 РУТ. 
1 E {a| ro т |), О 


即 
Е {|-и т} 一 exp(—7u), (1.15) 


通过 这 个 方程 的 Laplace 变换 便 可 得 到 了 的 分 布 。 


2. 共 抛 物 型 多 项 式 和 骨 论 


在 VII.13 节 已 经 证 得 ,一 个 [ 共 ] 抛 物 型 多 项 式 与 从 一 个 点 出 
发 的 [上 ] 时空 Brown 运动 的 复合 是 著 。 在 本 节 我 们 将 不 用 It6 
积分 再 一 次 建立 这 个 结果 ,而 且 附 带 地 研究 一 下 时 空 Hermite 多 
项 式 的 性 质 ， 因 为 每 一 个 时 空 共 抛物 型 多 项 式 是 时 空 Hermite 多 
项 式 的 线性 组 合 ,所 以 我 们 只 要 考虑 如 1.XV.3 节 定 义 的 多 项 式 : 

CD -Ir lon 一 > ГАДЫ Бала ГИС И 


"20 mttmgæs Mh my! 
ў == (л) (21) 
并 且 把 这 些 多 项 式 与 从 原点 出 发 的 上 时 空 Brow 运动 进行 复合 。 
即 我 们 只 要 考虑 过 程 
LC), FC {ws F a) ER}, 

其 中 wF CO) 是 在 Rx 中 从 原点 出 发 的 Brown 运动 ， 
而 且 我 们 将 来 证 明 过 程 (Lee) CD} Ж. 

为 证 这 一 事实 ,我 们 象 在 УШ (3.10》 中 那样 定义 y) = 
exp[K7Y,w(t)) 一 17 [20/21, EE 


yD D En el (22) 


n=0 mt" teur Mileny] 
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并 根据 LXV(3.9) (6 nm + ce + mn) 有 


AA OO: AO) 
= атти 如 果 т. = n, 
0 否则 。 

(2.3) 
对 于 固定 的 » 和 +，(2.2) 中 的 级 数 是 有 均 方 极限 和 y(t) WEZ 
随机 变量 的 级 数 ， 因 此 关于 概率 测度 积分 到 极限 是 合理 的 。 现 在 
过 程 OwO), FON 是 以 lyl 为 方差 参数 的 一 个 
Brown 运动 ; 故 (第 1 节 例 M3) 过 程 {y,C°), F(C) HR, 
对 于 这 一 过 程 , 鞭 等 式 的 正确 狂 表 现 为 y 的 一 个 恒等式 ,故意 味 着 


这 坎 等 式 对 于 每 个 过 程 (ИС Ce D} 都 成 立 ,而 且 
每 个 这 样 的 过 程 部 是 扶 。 根据 L ВНЕ ХЗ АСЕ ILIA 
(2.2) 式 得 知 ,对 于 5 > 0 


уб) — 5 > 


пе mit tm Nn 


E {зар 
<b 


Т ч! 


m| + -emyl 


<m У) Хаен, (24) 
CET: 
由 此 不 等 式 推 知 ， 对 每 一 对 6,8, (2.2) 和 
<a M |7|< 6, 一 致 收敛 。 


调和 多 项 式 


ши 是 КУ 上 的 一 个 多 项 式 并 且 是 调和 的 ，x 考虑 为 RM 
上 的 一 个 函数 是 一 个 共 抛物 型 [和 抛物 型 ] 多 项 式 ， 从 而 # 与 一 个 
从 Е" 的 一 点 出 发 的 Brown 运动 的 复合 是 靳 。 在 下 一 节 我 们 将 
把 这 一 结果 推广 ， 作 为 前 面 结果 对 于 上 抛物 型 多 项 式 情 形 的 结 
论 ， 
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з. йу ER Ето АХ, LS 


下 面 的 定理 是 关于 R” 上 的 上 调和 函数 的 , 在 第 7 节 我 们 将 
把 它 推广 用 于 Green 集 上 的 上 调和 函数 。 但 现在 我 们 单独 证 明 
它 ， 这 不 仅 因 为 它 的 证 明 比 较 容 易 ， 而 且 因 为 没有 什么 技术 上 的 
困难 就 可 用 来 说 明 为 什么 经 典 位 势 理论 和 默 论 之 间 的 关系 是 如 此 
密切 。 

定理 设 (005), FCI} ÆR HA ЕЯ T 
Brown 55), и ја R 上 的 一 个 上 调和 函数 ， 而 且 假设 (а) и 
是 有 下 界 的 或 者 〈b) x 满足 对 所 有 * > 0 的 可 积 性 条 件 : 


|в lula) lnCan) 


= (2ясч) Ney | em A 


+ Lu ,r,E)r dr < +оо, (3.1) 


则 如 果 uE) < +оо, ЯРА {ulw( + )], #(.)} БЕЙ, 
而 如 果 w ДЕЙЖП АКИРА ЕСЕЮ. AR CE) 一 十 oo ， 则 这 结 
论 对 参数 区 间 ]0, 十 co[ 仍 然 成 立 。 

若 w 是 调和 多 项 式 , 则 (3.1) 满 足 。 因 此 这 个 定理 包括 在 第 2 
节 提 到 的 多 项 式 情形 .. Æ u 是 调和 , 则 (а) 是 平凡 的 ,这 是 因为 ， 
根据 1.11.2 节 ， 一 个 RY 上 的 单 边 有 界 调和 函数 恒 等 于 一 个 常 
Ж. 

为 处 理 情形 〈a)， 假 设 “是 下 有 界 的 ,并 且 用 x* 代替 lx| ,把 
上 调和 函数 不 等 起 L(u,r,* ) Sue) 用 于 (3.1) 中 的 等 式 ， 便 
得 到 

AU, yu) Sule), (з.2) 
它 正 好 是 上 岗 不 等 式 ,这样 在 使 8{wx[w(z)]} 有 限 的 参数 值 : 的 
集合 上 过 程 {w[w(，)], 多 (' )} 是 上 鞭 。 如 果 абе < +оо, Д] 
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HEE 点 的 不 等 式 (3.2) A, Е{и[ю()1) = «(,&,и) < +0; 
从 而 在 参数 区 间 К+ 上 x[w(。)] Е. ПЯ sE) 一 +оо, N 
这 个 讨论 失效 ,但 是 下 面 的 不 等 式 表明 ,对 : > 0 HE {ulw} 
+оо, 使 得 {w[w(D)], (C0),t > 0) 是 一 个 上 对 

Е{ш (01) < (2x01) ay |. Leur, еа Си, 8) 


= (230) M A(u,1,8) + L(u,1,E) < +оо, 


(3.3) 
这 里 我 们 已 经 用 到 了 函数 Lu, + ,5) 的 单调 性 。 


为 处 理 情形 〈b)， 假 设 是 上 调和 的 且 满足 (3.1), 它 可 简单 
表述 为 Е {lulw (0]1} < +оо, M (32) 再 一 次 成 立 ; 所 以 
x[w(。)] 就 是 所 述 的 上 默 , 它 的 参数 值 0 当 uE) 一 十 oo 时 被 
省 略 ， 最 后 , 如 果 и 是 调和 的 而 且 满足 (3.1)， 则 这 个 讨论 可 应 用 
于 w 和 —u 两 种 情形 ;于 是 {w[w(')], 多 (')} ЖЮ. 


应 用 于 位 势 


WR N > 2， 则 一 个 测度 4 的 上 调和 位 势 C。 满 足下 有 界 
HA (а). 如果 N 一 2， 则 上 调和 函数 С, 满足 (3.1)。 事实 
E, HF С, 的 上 调和 性 则 „(Егу < 十 co ， 而 且 下 面 的 不 等 式 
(3.4) 和 (3.5) 表 肯 (3.1) 是 满足 的 。 


ЖООСУ РИСТЕ 
< сею (нса [о PE 10 1а) 
= (404) lu (R?) < +оо, (3.4) 
利用 这 不 等 式 并 令 а — (хочу 便 得 到 
ja alt, E,n)la(dn) IA log |n — | u (dë) 


< | .ec [ово пов — д) 
+ Cho) ‘a CR) 
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< | „(Юю [| <6,8,min — tlcan) | 
+ (очул p(B) 

< |„ “(ою || ваа] 
+ Got) д CR) 

= (оаа LE — оС) + аво) 

< [log (20) + (600) p (R) 


шы 96 18 Del; (35) 
这 最 后 一 行 是 有 穷 的 因为 在 ВСЕ,а) 外 部 投影 的 位 势 在 这 加 
盘 上 是 调和 的 从 而 在 点 是 有 穷 的 。 


抛物 型 情形 


定理 3 容易 移植 到 抛物 型 情形 , 设 (we), FCI} Е А 
中 从 去 一 (59) 出 发 的 一 个 时 空 Brown 运动 . 设 ú Æ R 包 
含 二 的 一 个 半空 间 {огай < с} 上 的 上 抛物 型 函数 ,还 假设 a)# 
是 下 有 界 的 或 者 (b)& 对 所 有 + > 0 满足 

5а Оа) < +00, (3.6) 
ЭВА, CE) 二 十 oo ， 则 过 程 {ala l, FCO Е ЕВ, 
ПП а Н ADO ЕА. ШЖ aé) 一 十 co ， 则 对 参 
数 区 间 10, 十 co[ 这 结论 仍然 成 立 ， 它 的 证 明 可 由 定理 3 的 证 明 而 
得 到 。 


应 用 于 Brown 轨道 命中 一 个 点 


在 УП.6 节 我 们 已 经 看 到 ,一 个 R 中 的 Brown 运动 的 几乎 
每 条 轨道 在 任意 大 的 参数 值 命中 R 中 的 每 个 点 ， 当 N > 1 时 ,我 
们 将 要 证 明 : 对 于 КУ 中 的 Brown 运动 ,几乎 没有 它 的 轨道 在 -- 
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个 严格 正 的 参数 值 命 中 R* 的 一 个 指定 点 na。 为 此 ,我 们 只 要 考虑 
从 ВУ 的 一 点 出 发 的 Brown 运动 ,函数 u 一 G(n,*) 在 R* 上 是 上 
调和 ,在 ?点 取 十 co 值 。 这 函数 当 N > 2 时 取 正 值 而 且 当 N= 2 
时 对 每 个 点 $ (不 排除 п) 满足 可 积 性 条 件 (3.1)， 如 果 {wC ), 
ЗС) 是 从 5 出 发 的 Brown 运动 , 则 过 程 {и[ю( + )],# (+ )} 
ЖЕЙ, RT E= 17 且 参数 值 0 被 排除 以 外 。 这 个 睦 几乎 必然 
连续 ， 所 以 (根据 IV.1 节 ) 几 乎 每 个 样本 函数 取 有 穷 值 。 因而 几 
FRA wC.) 的 轨道 命中 n RTH E= 并 且 参 数值 等 于 0 
以 外 。 这 样 便 推 得 ,如 果 XN > 1 而 且 4 是 R* 的 一 个 可 数 子 集 , 则 
几乎 没有 Brown 运动 的 轨道 在 一 个 严格 正 的 参数 值 能 命中 集 合 
4。 这 个 结果 将 被 推广 到 第 5 节 中 的 极 集 4 的 情形 。 


”4. 命中 一 个 F。 ж 


设 4 是 Rx 的 一 个 子 集 , MA w(#£,4) 是 一 个 从 5 点 出 发 的 
Brown 运动 在 一 个 严格 正 时 刻 命中 4 的 概率 (如果 这 个 概率 有 定 
义 ). 如 果 4 是 一 个 F, EOL V1.6 节 )， 则 函数 и( ,4) 有 定义 
їй Н.Ж Borel 可 测 的 ;如 果 4 是 一 个 解析 集 , 则 根据 同一 节 可 知 ， 
这 函数 有 定义 而 且 是 普遍 可 测 的 。 在 本 节 我 们 假设 4 是 一 个 Р, 
集 , 以 了 解 相 对 地 应 用 初等 方法 能 够 走 多 远 .对 于 4 是 解析 集 的 情 
形 参 见 第 9 节 , 在 第 5 节 所 作 的 应 用 中 这 样 的 一 般 性 是 不 必要 的 。 

引 理 ”如果 4 是 КУ 的 一 个 F, 子 集 ， 其 中 N 过 2， 则 函数 
“(° ,A) 是 上 调和 的 ,在 К 一 4 上 是 调和 的 . (ШЖ N = 1， 
则 当 4 非 空 时 函数 «Ce, A) 便 等 1.] ДЖ N>1, 设 8 是 А" 
中 以 点 为 中 心 的 一 个 球 ， 又 设 Т, 是 从 上 出 发 的 Brown 运动 
w+) 到 3B 的 命中 时 。 因 为 Brown 运动 是 关于 它 的 原点 旋 
转 对 称 的 ， 所 以 we(Ts) 的 分 布 是 在 OB 上 的 均 分 布 usle) 
CHAURE). AE uC, 4) 在 RN 一 4 上 调和 ,假设 BCR" 一 工 . 
应 用 Brown 运动 的 强 Markov 性 质 便 求 得 wC) 命中 4 的 概 
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率 ， 它 与 ws(*) ERA Т, 以 后 命中 4 的 概率 相同 ， 由 下 式 给 
出 : 

(Е, Ау = Е{и[ш,(Т,)1} = uslu). (4.1) 
于 是 u(，,4) 在 R* 一 АЯ 上 有 调和 函数 平均 性 质 从 而 在 Rv 一 4 
上 是 调和 的 。 为 证 x 在 RY 上 是 上 调和 的 ， 注 意 当 4 是 一 个 F 
集 时 , 集 4 一 8 也 是 一 个 F。 集 ,并 且 根 据 刚才 所 证 的 uC, A 一 
В) 是 调和 的 。 因 为 x(，,4 — B)< x(，,A4) 并 且 ( 见 第 3 节 ) 当 
8 收缩 到 它 的 中 心 §5 时 在 极限 情形 有 等 号 成 立 ， 所 以 函数 ue, 
A) 在 $ 点 是 下 半 连 续 的 。 此 外 ，w《5,4) 至 少 等 于 一 个 w) 
轨道 在 时 刻 Т, 以 后 命中 4 的 概率 ,所 以 在 目前 的 情况 ,(4.1) 可 修 
改 为 上 调和 函数 不 等 式 


ul, A) > E{x[we(Te)]} 一 po ,4). (4.2) 
可 见 Ce A) 在 RV 上 是 上 调和 的 ,这 就 是 要 证 的 。 


抛物 型 情形 


设 al, A) 是 一 个 从 # 出 发 的 时 空 Brown 运动 在 某 个 严格 
正 时 刻 命中 4 集 的 概率 (如 果 这 个 概率 是 有 定义 的 )， 根 据 VIL12 
节 中 的 一 个 事实 ; 在 一 个 区 间 边 界 上 关于 这 个 区 间 上 一 个 点 的 抛 
物 型 测度 是 从 这 个 参考 点 出 发 的 时 空 Brown 运动 的 边界 上 的 命 
中 分 布 ,我 们 可 以 得 知 ,用 一 个 区 间 代 替 球 8 的 引 理 4 的 证 明 方法 
表明 , 当 4 是 R* 的 一 个 F。 子 集 时 (其 中 N > 1), 函数 ál, d) 
ER 是 上 抛物 型 的 ,而 在 R 一 4 上 是 抛物 型 的 。 特 别 地 ， 如 
果 4 一 4XR, 其 中 4 是 R* 的 一 个 Р, Ж, ШИЖ i E R 的 一 
个 Fe RE aC) À) = нЕ, A) 对 所 有 :成 立 。 
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5. Brown 运动 对 集合 的 命中 


定理 设 #(-) 是 R 上 的 一 个 Brown 运动 。 

(а) 如 果 4 是 Rx 的 一 个 极 子 集 , 几 乎 没有 ol) 轨道 在 一 
个 严格 正 参数 值 处 能 命中 4. 

(b) 如 果 N > 2， 则 几乎 必然 Jimw(e) = œ, 因此 ,从 RY 
的 Green 子 集 DD 中 菜 点 出 发 的 几乎 每 个 Brown 运动 轨道 要 
么 命中 DD 的 一 个 有 限 边界 点 ,要 么 位 于 DD 内 ,而 且 有 边界 点 oo 
作为 极限 。 | 

(с) 如 果 М—2, LEED w(。) 轨道 在 任意 大 参数 值 处 


命中 每 个 圆 盘 。 


注 (N 2) 根据 (a), 如 果 D 不 是 Green Ж, 则 几乎 没有 
从 人 中 一 个 开 子 集 D 的 点 出 发 的 Brown 轨道 命中 Әр, 反之 
《在 第 10 节 中 证 明 ), 如 果 忆 是 Green 集 , 则 几乎 每 条 从 了 内 某 点 
出 发 的 Brown 运动 在 一 个 有 限 边界 点 上 命中 Әр. 

(а) 的 证 明 。 如 果 AE R 的 一 个 极 子 集 并 且 N > 2， 则 存 
在 一 个 RY 上 的 正 上 调和 函数 u, Æ ALESTO (WEM I.V. 
2)。 选 取 5 > 0. 根据 定理 3, 如 果 we(。) 是 从 5 出 发 的 Brown 
运动 , 则 过 程 {ulw 宇 6} 是 一 个 上 著 。 又 利用 这 个 上 默 之 
反 号 的 下 缺 最 大 不 等 式 (п.9 节 ) 得 知 ,几乎 每 个 w[we(。)] В 
本 函数 到 [6,1/5] 中 有 理 点 上 的 限制 是 有 界 的 。 因 此 ,如 果 用 一 
个 有 任意 初始 分 布 的 Brown 运动 w(。) 代替 we(，)， 则 可 得 
同样 的 结论 。 因 为 “是 下 半 连 续 的 ， 所 以 这 个 函数 在 它 的 每 个 无 
穷 点 是 连续 的 ， 并 由 此 推 得 几乎 没有 wC°) 轨道 在 一 个 严格 正 
参数 值 能 够 命中 A. WEN 一 2， 则 假设 4 有 界 将 是 方便 的 而 且 
是 充分 的 根据 定理 1.V.2， 存 在 一 个 在 4 上 其 位 势 x С, 恒 
等 于 0 的 测度 上 &， 而 且 稍微 注意 其 证 明 便 可 得 知 ,如 果 4 有 界 , 则 
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可 选择 4 使 之 有 紧 支 撑 。 利用 第 3 节 中 关于 到 位 势 中 的 应 用 可 
知 ,函数 “满足 (3.1), 而 且 (а) 的 证 明 现在 可 以 象 在 N > 2 的 情 
形 那样 来 进行 ， 

СЬ) 的 证 明 ”我 们 只 要 考虑 从 一 点 上 出 发 的 Brown 运动 
we(。)。 ШЖМ> 2 并 且 ua) = |a t, WRR e EEE 
3 的 假设 使 得 x[ws(。)] 是 一 个 正 的 几乎 必然 连续 的 上 款 ( 如 果 
= 0 则 忽略 参数 值 0)。 因 此 〈 见 HL15 节 )》， limul we (D1 在 
在 而 且 几 乎 必然 有 限 ;也 就 是 ， im | ws СО 几乎 必然 存在 ， 而 且 


这 个 极限 是 十 co ,这 是 因为 CVILS(C)) 依 测度 此 极限 是 十 co 。 
(с) 的 证 明 。 设 了 是 一 圆 盘 , 而 w(#,8) 是 从 5 出 发 的 Bro- 


wn 运动 we) 命中 中 的 概率 。 根 据 第 4 节 ， 正 函数 x(， ,B) 
在 Re 上 是 上 调和 的 ， 因 而 推 得 (1.11.13 节 ) ux(。 ,8B) 恒 等 于 常 
数 ,由 于 这 函数 在 8 上 等 于 1 故 它 恒 等 于 1, 于 是 几乎 每 一 个 从 二 
出 发 的 Brown 轨道 在 一 个 严格 正 时 刻 命中 В, Ж 3 > 0， 则 
过 程 {wS 十 ?),tE R+} 是 一 个 以 (5) 的 分 布 为 初始 分 布 的 
Brown 运动 ,因而 几乎 每 一 条 Brown 轨道 在 时 刻 5 以 后 命中 В; 
也 就 是 , 几乎 每 条 从 R 中 的 点 出 发 的 Brown 轨道 在 任意 大 的 参 
数值 命中 B， 从 而 在 任意 大 的 参数 值 命中 每 一 个 以 有 理 点 为 中 心 
以 有 理 数 为 半径 的 圆 盘 ,部 分 〈c) 得 证 。 

МИЎ (с) 意味 着 当 参数 值 变 成 无 穷 时 几乎 每 条 平面 Brown 
轨道 的 聚 点 集 是 整个 平面 .根据 下 面 的 定理 10, 用 “解析 非 极 集 ” 
代替 “ 圆 盘 " 时 ，(c) PARZ. 

定理 5 揭示 了 维 数 2 在 经 典 位 势 理论 的 特殊 本 质 。 维 数 1 也 
是 特殊 的 ,例如 ,只 有 В 的 空 集 才 是 极 集 ; 这 样 ,定理 5Ca) 当 N = 
1 时 变 成 平凡 的 。 定 理 5(c) 几乎 是 平凡 的 ,因为 几乎 每 个 Brown 
轨道 是 正 负 无 界 的 。 另 一 方面 ， 对 于 定理 5 的 抛物 型 形式 ,情形 
N 一 1,2 就 不 是 特殊 的 。 


抛物 型 情形 
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定理 5(а) 在 抛物 型 情形 是 成 立 的 ， 即 几乎 没有 时 空 Brown 
轨道 在 一 个 严格 正 时 刻 命 中 一 个 抛物 型 极 集 ， 定 理 5(a) 的 证 明 
是 可 用 的 ,而 且 在 抛物 型 情形 更 为 简单 ,因为 在 上 面 关 于 N> 2 所 
给 的 证 明 在 抛物 型 情形 对 于 X > 1 仍然 成 立 。 定理 5Cb) 的 抛物 
型 情形 是 平凡 的 : ШЖ ale) 是 时 空 Brown 运动 , 则 有 

lim orda (e) = 一 co。 

关于 时 空 Brown 运动 命中 一 个 扎 物 型 半 极 集 问 题 的 讨论 参见 第 
15 节 。 


6. БУЯТ, Brown 运动 的 过 分 函数 


定理 ”如 果 * 是 RY 的 开 子 集 刀 上 的 一 个 正 上 调和 函数 ， 则 
# 是 4 的 过 分 函数 ,而 且 对 上 > 0 有 4p(1,* ,4) < +оо, 
关于 此 定理 的 逆 见 第 8 H. u 是 过 分 函数 的 条 件 是 
(а) 4›(т,* u) <u, 
(Ы) Ша, + ун) =н, 
我 们 首先 证 明 (6.1Ь), «DC, + ,u) 的 有 限 性 可 由 (6.1a) He 
得 。 对 于 DD 的 每 个 点 Е, 设 {we ), 多 se(，)} ÆN DHH E 
出 发 Brown 运动 ,其 生存 时 间 为 Se (У11.9 节 ); 例如 ,这 个 过 程 
可 以 是 В“ 中 在 ӨР 的 命中 时 中 断 的 Brown 运动 。 我 们 可 以 假 
设 2.00) BAREM F) 是 右 连续 的 。 由 于 w 是 正 的 下 
半 连 续 函 数 ,而 且 we(。) 是 几乎 必然 连续 的 , 故 由 Fatou 引 理 ， 


(6.1) 


lim inf ált, Eu) 一 lim inf Efulws(r)];8 > 1} > uE), 
(6.2) 
并 从 而 由 (6.1a) 得 到 《6.1b)。 如 果 ul) < 十 co ， 则 根据 (6.1a) 
推 得 coG,5,u) WARE., mE ul) 一 +оо, 则 令 8 是 以 5 为 
中 心 闲 包 在 D 中 的 一 个 球 ， 函数 vou 是 正 的 且 在 D 上 上 调和 ,在 
BEAJ E D 一 B 上 等 于 u. Ж (6.1a) 用 于 tsu 便 求 得 <p 
(Era) < +оо, MIRI u ЕВ Е lw 可 积 这 一 事实 ,我 们 有 
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dolt, Eu) < «ь(1,Е,тви) + «0(2,&,и15) 
< ть) + 4(1,&,и1„) < +оо, 06.3) 
于 是 ,为 证 本 定理 我 们 只 要 证 明 (6.1a). 
在 下 面 的 证 明 中 我 们 要 仔细 分 析 VLA 节 给 出 的 一 个 例子 . 
设 B.(n) 是 以 D 中 的 ”为 中 心 以 s 和 人 (ly 一 8D1/2) 为 半径 的 
球 , 特 别 地 ， 如 果 D 一 RY 取 半 径 为 。。 选 取 一 个 ?使 得 在 该 点 
и 取 有 限 值 的 一 ,并 定义 
Т0, Tin а> Т: Wal) € Bw(T.))},n > 0, 
因为 T, 是 几乎 必然 连续 过 程 {w,(，), Fe )} 到 一 个 闭 集 的 
命中 时 ， 所 以 T, 是 对 F) 可 选 的 。 函数 Т,—Т7Т, 是 以 
р XD 为 状态 空间 几乎 必然 连续 过 程 
Le (Tite), (Т), FT + + )} 
到 一 个 闭 集 的 命中 时 ， 因 此 Т,— Т, 是 对 FT: + +) 可 选 
的 ， 从 而 《11.2h 节 ) Т, 是 对 PC) 可 选 的 。 利 用 归纳 法 我 
们 可 以 推 得 对 所 有 n, Т, 是 对 ZC) 可 选 的 。 由 强 Markov 
性 ,离散 参数 过 程 {w(T,)， FT.) пе Z+} 是 有 状态 空间 D 
和 平稳 转移 函数 9 的 Markov 过 程 ,其 中 gq(n,* ) 是 6B.(n) 上 
的 均匀 概率 分 布 .因为 gq(7,x) 一 L(u,n,e Л (In — ӘР |/2)), ik 
过 程 {x[w(T，), FAT.) ЖЕЙ. 显然 ,几乎 必然 有 
Бат, 一 Sp, 
取 : > 0 并 且 定义 7 
min {n:T, >:} 如 果 >t, 
R= loo 否则 。 
则 对 FT.) 是 可 选 的 ,而 且 几 乎 处 处 有 limT, 一 !， 其 中 
S， > !(。 如 果 x[w(T+e)] 定义 为 0, 则 由 在 时 刻 0 ТА РО ЕВЕ 
不 等 式 (可 选 样本 定理 ) 可 得 
ибп) > E{ulw(T:)1}, (6.4) 
щв> 0 时 ,由 w 的 下 半 连 续 性 和 Fatou 引 理 ,根据 这 一 不 等 式 
便 得 到 
ибт) > E{z[wn(t)13S > т} = 4ь›(,л,и); (6.5) 
292, 


从 而 (6.12) 成 立 ,此 即 为 所 证 。 


定理 6 的 概率 解释 


用 概率 的 语言 将 定理 6 表述 如 下 。 设 “是 Rw 中 某 个 开 子 集 

也 上 的 一 个 正 上 调和 函数 ,上 是 也 中 一 点 ，{fws(。，), 色 s 站 是 

RY 中 从 专 出 发 的 一 个 Brown 运动 ， 又 设 5, 是 w.) 到 Әр 

(Euclid 边界 ) 的 命中 时 , 则 过 程 

{u[welt) llis F C), rE R+} 

АЕ Т? x(5) 一 十 co 时 参数 值 0 被 略 去 以 外 。 等 价 
“地 ,如 果 (С), 7 Ce )} 是 D 中 从 § 出 发 的 一 个 Brown 运 

动 ,有 生存 时 间 5s:， 此 时 当 + > 0 w 时 有 定义 域 {S > 4}, 

则 我 们 可 以 用 另外 的 语言 来 复述 这 一 结果 , 即 过 程 

{wu[ welt)]; F Ce) tE R+} 
当 对 :之 8 ЕХО Е-Е, 除了 当 u) = 十 co 时 参 
数值 0 被 略 去 以 外 。 


抛物 型 情形 


定理 6 以 及 它 的 概率 解释 和 证 明 ， 除 了 定理 6 证 明 中 的 “ 球 ” 
需要 用 "区 闻 ” 来 代替 以 外 ,都 可 以 直接 翻译 成 抛物 情形 。 

例 设 000), FOY 是 也 中 从 原点 出 发 的 Brown 运 
动 ,又 设 名 是 R 中 异 于 原点 的 一 个 点 , 并且 定义 (E) 一 |Е— 
El Ws ER EHEHE, MARRECA 3 或 定理 6, 
М (ии l, FO 是 一 个 几乎 必然 连续 和 平凡 地 右 可 
闭 于 0 的 上 稻 。 这 上 鞭 具 有 下 列 性 质 : 

(а) w[w(，)] 是 17 有 界 的 (由 于 函数 rr ER 上 
的 一 个 一 致 可 积 性 集 函 数 , 因此 它 还 是 一 致 可 积 的 )。 事 实 上 ， 如 
Ж В = В(&,|&1/2),3ЁН. 4G,85) = <(т,0,Е), W 


А 


иш) dP = К 4(1,&)|# — ЛЕГО) 


ре Cr 


°293° 


< 415.17, 


2 { ,{, È 一 上 | 
о 100928 | (i À) е ызы 


- eG à), (6.6) 


(b) limu[ (0) ] = 0, а. s.， 这 是 因为 Jimw (0) = 0 а. в. 


(由 定理 50)). 

(с) фг<1&], HE Т, Æ wC) 到 ӘВСЕ,,9) 的 命 
中 时 . 则 在 x[w( 十 co)] 一 0 的 约定 下 ,过 程 

{uw (Ts N]; Z C), tE R+} (6.7) 

ER, 旦 有 界 从 而 是 一 致 可 积 的 。 事 实 上 ， 因 为 过 程 (6.7) 可 以 通 
过 在 时 刻 Т, 停止 右 闭 于 0 的 上 革 x[w(。)] 而 得 到 , 故 它 是 一 
AER 又 因为 215 一 мо СТ.Л )1 是 参数 集 R+ БЕЊ, 
故 过 程 (6.7) BE FR. 过程 2/6 一 “[w(Ts 入 。)] EUR 
因 是 ,如果 w'(。) 是 中 断 在 Ts 的 w(。)， 便 得 到 R — BC, 
8/2) 中 的 一 个 Brown 运动 , 且 如 果 v 是 zx 到 R — B(&,6/2) 
的 限制 ， 则 正 调和 函数 2/6 一 5 w“(，) 的 复合 过 程 2/6 一 
w[w"(。)] EELER, 它 停止 在 时 刻 T。， 从 而 得 到 过 程 215 一 w 
[w(Ts* 入 ，)]。[ 结 论 Сс) 是 下 面 定理 7(с) 的 结果 ,因为 * Ж 
Rs 一 (5,,6) 上 的 有 界 调和 函数 并 且 在 它 的 定义 域 闭 包 上 连续 ， 
但 似乎 眼下 证 明 (ce》 更 自然 .] 

Ca) CE) = Е{иГ 《Ts)]}， 因 为 它 是 过 程 (6.7) 在 时 刻 0， 
+оо 

(е) {ulw ZG) a ERY) RER, НКТ 
ГЕНЕ, ESZE! 一 十 co 于 它 的 极限 0 是 右 可 闭 
的 ( 见 Ш.14 节 ), 从 而 几乎 必然 恒 等 于 0, 但 这 与 事实 矛盾 ， 

СЮ) (е) 中 的 过 程 是 一 个 上 坎 位 势 ， 因 为 它 是 一 致 可 积 的 ; 
因而 在 (Ь) 中 存在 到 0 的 L' 收敛 性 ， 

Св) (е) 中 的 过 程 是 一 个 奇异 位 势 ,因为 根据 第 3 节 或 定理 
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3, 几 乎 没有 wC) 轨道 命 中 5 而 使 得 几乎 必然 Бат, = +%, 
A (е) 中 的 过 程 是 一 位 势 ， 根 据 《c), 这 位 势 是 一 局 部 鞭 于 是 
是 奇异 的 (定理 V.12), 

h) (е) 中 的 过 程 不 在 类 D 中 。 事实 上 , 假如 这 过 程 属于 
DX, 则 我 们 可 以 通过 〈d) 中 取 极限 〈8 一 0) 而 求 得 它 , 但 由 
于 

limP {u[w(T:) =0}=1, 


得 到 值 uE) = 0, 


7. 上 调和 函数 与 Brown 运动 复合 的 初步 处 理 ， 
一 个 概率 Fatou 边界 极限 定理 


定理 6 使 得 我 们 有 可 能 利用 轴 论 来 分 析 上 调和 函数 与 Brown 
运动 的 复合 问题 。 在 本 节 标 题 中 的 “初步 处 理 ”是 指 下 面 的 事情 ; 
虽然 在 下 面 的 定理 12 将 证 明 这 样 一 种 复合 过 程 几乎 每 个 样 本 函 
数 是 连续 的 ， 但 在 本 节 仅仅 所 作 的 证 明 是 右 连 续 的 。 更 确切 一 点 
说 ,下 面 (7.1) 中 的 过 程 x*(。) 不 仅 是 几乎 必然 右 连 续 的 ( 正 是 本 
节 要 证 的 ), 而 且 事实 上 还 是 几乎 必然 连续 的 ,此 外 ，(7.1) 中 的 过 
E Ce) 除了 在 参数 值 5; 有 一 个 可 能 的 距 跃 间断 点 外 也 是 几 
平 必然 连续 的 。 定 理 7 也 是 初步 处 理 的 ， 因 为 在 祖 对 上 调和 函数 
和 条 件 Brown 运动 的 更 一 般 情 形 是 成 立 的 (定理 X.8》。 

在 1.XI1.19 节 我 们 已 经 证 明 过 ,如果 h 是 RY 的 某 个 Green 
子 集 刀 上 的 一 个 严格 正 亩 和 函数 ， 而 且 ” 是 D 上 的 一 个 正 上 调和 
函数 ， 则 v/h 在 D 的 Martin 边界 上 的 М, 几乎 每 个 点 有 一 个 
最 小 细 极 限 。 我 们 将 会 看 到 (定理 3.HI.4)， 这 个 定理 的 一 个 等 价 
概率 描述 是 定理 X.8， 它 不 涉及 边界 并 且 指 出 v/h 沿 着 一 定 的 
Brown 轨道 有 极限 , 当 h 三 1 时 ,这 个 结果 就 是 下 面 定理 的 (a) 款 、 

定理 设 D 是 RY 的 一 个 Green FR, 5 是 DD 的 一 点 ， 又 
ШС), FCO) 是 从 8 出 发 的 一 个 Brown 运动 。 还 假设 
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2.00) Без. жу 
Se = ѕир{ғ > 0:0(5)є6р ў ғ< 2}, 
хі ижр Е-Е БЯ, RENA, ARAME 
界 调和 成 分 ， 分别 记 为 w,,um， 和 инь 并且 满足 итир + Was 
+ има 则 
(а) imul wl)] 几乎 必然 存在 (有 限 )。 


定义 多 es(+o) = V Fi), 
єң+ 


E) 一 xlt) = шоор 如 果 2 < 5; 
at) 0, 00) 一 limulwe(s)1 
ЫЫ: 


如 果 Se 和 :和 十 co。 (7.1) 

(b) 过 程 {x FN Яп l) FCO ЁЛ, 
КНЕН ER, RTH x(5) 一 十 co 时 参 效 值 0 被 
略 去 以 外 。《〈 在 第 11 节 将 证 明 第 二 个 过 程 是 几乎 必然 连 
续 的 。) 

(с) WẸ w 一 w， 或 者 ucun, N (a) 中 的 极限 几乎 必 
ЖЭТ О. Ж u= ung WAE (С), ZC) 
He) EURE. 

Cd) uCE) D ungal) = E {limul wC), 


Ж M yo 时 ,随机 变量 500) 在 零 集 上 可 以 任 
意 定 义 ， 而 在 这 零 集 上 《a) 中 的 极限 是 不 存在 的 。 注意 ， 如 果 
иб) 一 +оо, и 必定 连续 , 则 此 时 rel JAI ze + ) 在 参 
数值 0 几乎 必然 连续 ,尽管 这 个 参数 值 在 上 欣 结 论 中 是 被 排除 的 。 


可 选 时 Sa 


这 个 随机 变量 是 wle) 命中 Euclid 边界 的 命中 时 间 。 用 
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式 子 阐述 此 定理 中 的 等 价 定义 是 为 了 强调 该 定理 不 包含 D 的 任何 
特殊 边界 。 当 N > 2 时 ,D 是 Green 集 的 假设 归结 为 D 是 开 的 非 
BE ELEWE, S 可 能 以 严格 正 概率 取 无 穷 值 ， 而 且 事实 上 当 
D =R" 时 它 几 乎 必然 取 十 co。 当 和 一 2 时 ， 了 是 Green 集 , 即 
CEH 1.V.6) R? 一 D 是 非 极 集 并 且 了 是 非 空 的 ,是 为 了 避免 焉 碎 
的 细节 。 事实 上 ， 如 果 是 非 空 的 而 且 是 非 Green 集 , 则 在 
了 上 的 正 上 调和 函数 必定 恒 等 于 常数 ， 从 而 该 定理 显然 成 立 。 最 
后 ， 根 据 下 面 第 10 节 的 结果 ， 当 N= 0 并 且 D 是 Green 集 时 几 
平 必然 有 Se < +оо, 

(а) 和 (b) 的 证 明 除了 包含 参数 值 十 oo 的 情形 以 外 , 对 于 
Ко) 此 条 件 期 望 鞭 不 等 式 精确 地 是 (6.1a)。 对 于 含 参 数值 十 co 
的 情形 ,由 于 几乎 必然 有 +o) 一 0， 故 这 不 等 式 变 成 平凡 的 ， 
进而 根据 定理 6, Mr > 0 时 有 

Е{хК:)} = dolt, Eu) < +оо, 

由 此 推 得 ， 如 果 当 x (5) = 十 co 时 参数 值 0 被 略 去 ， 则 过 程 
(20), Fl) ЖЖ. 在 下 面 的 证 明 中 我 们 总 假 E) < 
十 oo; 在 uCE) 一 十 co 情形 的 证 明 中 要 作 的 修改 是 显然 的 . 设 we 
是 D 上 有 极限 x 的 取 有 限 值 正 连续 上 调和 函数 的 一 个 增 序列 〈 定 
理 1.IV.10)。 用 х.) 记 w 由 un 代替 后 (7.1) 式 所 定义 的 过 程 
хе). REWA ERAR Се), С JR ЕВ, 
xe(。) 的 几乎 必然 连续 性 此 过 程 还 是 几乎 必然 右 连续 的 。 于 是 过 
E {«К.), FC) 是 几乎 必然 右 连续 上 寺 增 序 列 的 极限 ， 
AG) 一 limxse(t)， 从 而 它 是 几乎 必 右 连续 的 (定理 1V.4)。 既然 
一 个 几乎 必然 右 连 续 上 贡 几 乎 必然 有 左 极限 (定理 IV.1)， 所 以 
(а) 是 成 立 的 ， 于 是 (e) 可 以 用 (7.1) 来 定义 ， 而 且 是 几乎 必 
然 右 连 续 的 。 设 р. 是 忆 的 开 祖 对 紧 子 集 的 一 个 增 序列 ， 这 序列 
的 并 是 D 而 且 5 在 р, P, N Su 是 w) 到 9D。 的 命中 
时 . 则 停止 在 Su 的 过 程 xse(。)， 即 过 程 


AGA Sa) F elt) ,1€ R+}, 
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ЖЛ. ЙА ЖШ. ERCE IV.3)。 因 此 , 当 0 委 :一 :时 有 
UCE) 2 Е{ (ЛЗ), 

Е{ х, (1 №5.) 1.3 (5) } © (Л) а. з. (12) 
进而 对 每 个 参数 值 *， 几 乎 必然 有 Шах GA Sue) 一 xs CG), ЭЩ 
п оо 时 对 (7.2) 中 的 条 件 期 望 应 用 Fatou 引 理 , 得 知 几乎 必然 
右 连 续 的 过 程 {xe(。), 多:(，)} 是 上 拷 。《 根 据 下 面 的 定理 11, 
这 过 程 实际 上 是 几乎 必然 连续 的 。》 

(с) A1 Cd) 的 证 明 . 用 w(#) 记 (d) ЙЯ. н С) 
在 两 时 刻 0, 十 co 的 上 氧 不 等 式 得 到 x > n°, 不 用 解析 集 论 ,读者 
可 以 证 明 是 Borel 可 测 的 。 根据 VI.6 节 中 的 一 般 理论 又 可 
推 得 w 是 普遍 可 测 的 ,这 就 是 全 部 我 们 所 要 证 的 .如 果 В(Е,в)с 
DHT w.) 到 ӘВ(Е,8) 的 命中 时 ， 则 由 Brown 运动 
的 强 Markov 性 质 可 推 得 ws (ТУ 6) 是 以 ws (Т) 的 分 布 为 
初始 分 布 的 Brown 运动 ,根据 一 个 Brown 运动 关于 它 的 初始 点 
的 球 对 称 性 ,这 初始 分 布 是 OBCE) 上 的 均匀 分 布 。 因 此 ， 

“(у= EPA = L(W,8,8), 


因为 и( <и) EDE In 几乎 处 处 有 限 , 所 以 这 函数 是 调和 的 ， 
и 是 wx 的 一 个 调和 弱 函 数 。 如 果 x н. 是 位 势 , 则 GMpzx = 
OCLIV.3 节 ); 故 有 w 一 0 并且 《〈a) 中 的 极限 几乎 必然 为 0, 如 果 
u= wm 是 奇异 调和 函数 ， 则 对 每 个 常数 <， 函 数 x À с 是 位 势 
(1.1Х.10 节 )， 从 而 再 次 得 知 (а) 中 的 极限 几乎 必然 为 0。 ШЖ 
u 是 有 界 的 ,比如 说 x со, WRER и> и 可 用 于 x 和 一 % 
便 得 到 ии. RMW, БАКАН aC) 和 asul), 
便 得 知 {aC ZCO ӘЙ. 如果 vus 是 一 个 拟 有 界 
调和 函数 ， 即 为 р 上 某 个 正 有 界 调 和 函数 增 序列 的 极限 ， 则 由 
(7.1) 中 以 w RE u 后 的 过 程 l) ZCO) 是 鞭 这 一 事实 
可 推 得 , 当 一 co 时 ,(7.1) 中 的 过 程 x(。)》 А, 而 且 必 是 一 致 
可 积 的 由 于 它 是 右 闭 的 [111.3(e) 节 ]。(d》 中 的 等 式 是 时 刻 0， 
+оо уб 


29%. 


上 调和 位 势 在 它 的 定义 域 边界 上 恒 为 0 


这 种 恒 为 0 性质 可 用 不 同方 法 来 说 明 ， 例 如 ,根据 在 Green 
集 D 上 一 个 正 上 调和 函数 的 Riesz 分 解 , 这 函数 是 一 位 势 的 充 
要 条 件 是 GMou 一 0; 等 价 地 ,( 由 LVI 节 ) 当 в. 是 以 为 
并 的 D 的 开 相对 紧 子 集约 一 个 增 序列 ， 则 这 个 正 上 油 和 注 数 «是 
一 位 势 的 充 要 条 件 是 

limra,u = limps,l * ,4) = 0, 
即 是 说 ，* 是 一 位 势 的 充 要 条 件 是 以 L' 意义 关于 调和 测度 在 边 
界 上 有 极限 0。 根据 下 面 的 定理 13 , 如 果 Te MA BhA ë H 
发 的 Brown 运动 we (。) 到 98。 的 命中 时 ， 则 aa; CE, u) 一 
ЕСТ) 故 * 是 位 势 的 充 要 条 件 是 imEfz[we(Teo)]} = 


0。 这 一 条 件 还 是 L 收敛 性 条 件 .( 在 前 面 的 讨论 中 ， 只 要 这 个 
L! 条 件 对 于 DD 的 每 个 开 连 通 分 支 的 一 个 单 点 5 满足 就 够 了 。) 按 
照 定 理 7(c)， 一 个 上 调和 位 势 * 沿 着 几乎 每 条 wC) 轨道 到 
边界 有 极限 0。 然而 ， 加 在 一 个 正 上 谓 和 函数 x 上 的 这 个 条 件 如 
果 不 通 过 某 种 Z 收敛 性 条 件 增强 的 话 ， 则 它 不 足以 使 # 成 为 
一 个 位 势 。 例如， 对 于 D 一 B(0,1)， 考 虑 对 应 于 边界 点 S 的 
Poisson 核 函 数 i 2 

кте 
这 函数 * 在 D 上 是 正 的 调和 的 ， 而 且 在 每 个 除 5 外 的 边界 点 有 极 
限 0; 故 虽然 :不 是 位 势 ,但 沿 几乎 每 条 从 DD 的 一 个 点 到 边界 的 
Brown 轨道 都 有 极限 0。 


抛物 型 情形 


定 7 和 它 的 证 明 可 直接 翻译 成 抛物 型 情形 。 然而 要 注意 ， 

在 抛物 型 情形 中 ,“ 右 连续 性 ”在 下 面 将 不 加 强 到 “连续 性 ”。 即 是 

їй AR à ER 中 某 个 开 子 集 D 上 的 一 个 正 上 调和 孔 数 , 则 过 程 
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хо) 的 抛物 型 情形 对 应 过 程 是 几乎 必然 连续 的 ,但 未 必 是 几乎 
必然 连续 的 ,关于 这 点 正 要 在 12 节 中 用 例子 来 说 明 。 


8. Brown 运动 的 过 分 函数 和 不 变 函 数 


定理 ”如果 DD 是 R 中 的 一 个 开 子 集 ，x 是 关于 4v 的 一 个 
过 分 [不 变 ] 涵 数 ， 则 在 DD 的 每 一 个 开 连 通 分 支 上 函数 要么 是 上 
调和 [调和 1 的 ,要 么 恒 等 于 0. 

这 个 定理 的 (部 分 ) 逆 定理 参见 第 6 节 。 在 定理 证 明 中 可 设 DD 
是 连通 的 。 先 设 # 是 过 分 连续 的 并 在 D 上 有 界 ， 又 令 § 是 D 中 一 
A WE dwe) Ср 是 D 中 从 5 出 发 的 Brown 运动 并 
Н (+) 如 (7 1) 所 定义 ， 那么 过 程 {C FC )} 是 一 几 
PARAE. 如果 Ё (Е, CD 而 且 T) 是 这 Brown 
运动 到 ӘВСЕ,8) 的 命中 时 , 则 根据 we(T(5)) 在 ӘВ(Е,в) 上 
的 均匀 分 布 性 《Brown 运动 关于 它 的 初始 点 的 球 对 称 性 ), 可 由 对 
0 和 TO) KERR ERES LARMER ER uE) > 1и, Е, 
ё). Ru 是 上 调和 的 。 在 一 般 情 形 我 们 定义 


Pre af” doli, + mA mdr), (зл) 


根据 节 V1.10, 函数 u, 对 4o 是 过 分 的 而 且 и. 是 以 м 为 极限 
的 增 序列 .进而 #„<л 而 且 由 do 的 连续 性 (VII.9 节 ) 得 知 函 
数 и, 是 连续 的 .根据 刚 刚 处 理 的 定理 8 的 特殊 情形 ,函数 м, 是 
上 调和 的 ,并 由 此 推 得 *， 作 为 上 调和 函数 某 个 增 序列 的 极限 ,或 
是 上 调和 的 或 者 恒 等 于 0. 如果 и 是 不 变 过 分 的 而 且 不 恒 等 于 
十 co ,使 得 w 是正 上 调和 的 , 则 由 定理 6 得 知 ,对 所 有 1 > 0,《Lrt， 
н) < 十 co。 因 此 , и (т, + ,x) 取 有 限 值 ,而 且 过 程 (x), 
F Ki), 1ER) 是 一 个 几乎 必然 右 连 续 的 凌 。 注意 参数 集 不 包 
含 十 co 点 。 对 这 一 过 程 在 时 刻 0 和 ATO RERE 


s) = koš #[we(T(8))]dP + СОЛА 
(8.2) 
第 二 个 积分 至 多 是 


300, 


(оС Сат) < CODE 
019--61<8) 


РИСОК 
从 而 当 г 一 十 co 时 趋 于 0.。(8.2) 中 的 第 一 个 积分 当 г —> oo 
至 L(u,8,8), MEH н) Ју 局 部 可 积 性 推 知 « 是 调和 的 ,从 而 
结论 得 证 . 

例 (а) igui Green 集 呈 上 的 一 个 正 上 调和 函数 , 则 и E 
关于 Zp IA, РАШ ЕК к> holt, Eu) 是 单调 下 降 的 .函数 
u 一 тёр, ，,u) 是 不 变 过 份 函 数 《V1.10 节 ) АМ и їй— 
个 调和 弱 函 数 。w, 的 概率 解释 将 在 X.1 节 给 出 。 


抛物 型 情形 


定理 8 在 抛物 型 情形 变 成 : 如 果 DER 中 的 一 个 开 子 集 ， 
ME i 是 关于 45 的 一 个 过 分 [不 变 过 分 ] 函 数 , 则 当 D 的 每 个 
点 都 《关于 D) 在 а 的 某 个 有 穷 点 下 面 时 à 在 D 上 是 上 抛物 
型 [抛物 型 ] 的 。 其 证 明 可 遵从 定理 8 的 证 明 来 进行 , 只 是 RY 中 
的 球 要 用 RY 中 的 区 间 来 代 蔡 。 例 如 ,(8.1) 目 前 变 成 
ан ао | PACGORCIO) 


5 
5-и шо) Йй! 
“ Сп) Лт Саз), (817 

ЮВ ú, 在 D LER. 注意 , 即便 a 在 D 上 不 是 上 抛物 型 的 ， 
函数 在 那里 也 是 下 半 连 续 的 ,而 且 在 严格 位 于 之 的 一 个 有 限 点 
下 面 (关于 D) 的 每 个 开 集 上 是 上 抛物 型 的 ， 当 i EN do 的 不 
变 过 分 函数 时 ， 函 数 а 在 严格 位 于 à 的 一 个 有 限 点 下 面 〈 关 于 
D) 的 每 个 开 集 上 是 抛物 型 的 . 

例 (b) шж 旋 一 R， 则 在 刀 上 定义 的 函数 4, ERE 
十 2 或 者 0 取决 于 纵 坐 标 是 否 严 格 取 正 值 ， 是 锰 物 型 过 分 的 但 不 
是 上 抛物 型 的 。 


例 (с) wl) 是 ЕВ” 中 以 R 为 参数 集 的 一 个 Brown 
运动 ,又 设 40+ S) 是 wS) XF Is 的 分 布 密度 , 如 УП.2 中 
定义 的 。 由 à 所 满足 的 方程 УП (2.3) 表明 á 对 于 时 空 Brown 
运动 为 不 变 过 分 的 ,从 而 # 在 КУ 是 抛物 型 的 。 反 之 , 通过 直接 
计算 可 以 证 明 一 个 В” 上 的 最 小 正 抛物 函数 ,在 1.XVI(8.1) À 
所 给 出 的 ,是 对 于 时 空 Brown 运动 不 变 过 分 的 。 根 据 任 意 正 抛物 
函数 ,利用 最 小 正 抛物 函数 的 积分 表达 式 1.XVI1(8.2) 可 以 推 得 ,每 
一 个 在 RY 上 的 正 抛 物 函数 是 对 时 空 Brown 运动 不 变 过 分 的 . 


9. 应 用 于 命中 概率 和 转移 密度 的 抛物 性 


(a) 命中 概率 设 D 是 RY 的 一 个 Green РЖ, AE DH 
一 个 解析 子 集 . 又 设 ww (。) 是 了 D 中 从 5 出 发 的 一 个 Brown д 
动 , 而 且 ue, A) 是 一 个 wl) 轨道 在 一 个 严格 正 时 刻 命中 4 
的 概率 , 即 x(5,4) 是 一 个 从 5 出 发 的 未 中 断 轨 道 在 命中 6D 以 
了 上 是 调和 的 。 在 第 4 节 中 已 经 告诉 我 们 当 D ку 并 且 4 是 
一 F。 集 时 是 如 何 证 明 这 一 事实 的 .这 一 证 明 方 法 对 一 般 情况 也 适 
用 ,但 要 注意 ， 当 4 是 一 个 F。 集 时 证 明 并 不 需要 用 到 解析 集 论 . 
在 目前 情况 ，w(， ,4) 是 上 调和 的 另 一 个 证 明 可 以 通过 下 面 的 事 
实 而 给 出 来 : 《VI.12 节 ) 这 个 函数 对 Brown 运动 是 过 分 的 从 而 
由 定理 它 8 是 上 调和 的 。 在 14 节 将 证 明 x(，,4) 一 кА, 这 
一 讨论 翻译 到 抛物 型 情形 是 平凡 的 : 只 要 将 “上 调和 ” 变 成 “上 抛 
物 型 "等 等 ， 

(b) 转移 密度 的 抛物 性 ”按照 VIL10 节 , дар RY 中 
的 一 个 非 空 子 集 , D—DXR, ME 7 是 D 的 一 点 , 则 函数 4 
Cese sn) 对 D 中 的 时 空 Brown 运动 是 过 分 的 , 对 D — {(n, 
0)} 中 的 时 空 Brown 运动 是 不 变 过 分 的 ， 而 且 在 D — {(n,0)} 
中 纵 坐 标 值 <0 的 点 是 连续 的 且 取 0 值 。 从 而 得 知 Lol, a) 
在 DP 上 是 上 抛物 型 的 而 在 D — {(n,0)} 上 是 抛物 型 的 。 更 一 
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般 地 ,如 果 D 是 К^ 中 一 个 非 空 开 子 集 而 且 放 是 力 中 一 点 , 则 
由 于 《VI 10 节 ) aCe, i) 对 D 中 的 时 空 Brown 运动 是 过 
分 的 ,对 户 一 {4} 中 的 时 空 Brown 运动 是 不 变 过 分 的 ,而 在 力 一 
{я} 中 纵 坐 标 Sordi 的 点 上 是 连续 且 取 0 值 ,从 而 推 得 La(。 i) 
在 D 是 上 抛物 型 的 而 在 D — {t 上 是 抛物 型 的 。 再 利用 Riesz 
分 解 便 得 到 

Lale и) = cG5C e i) + Modol i)e (9.1) 
由 于 [VIC10.3) 的 记号 ] 12:7) — il > 100 — #1, Ж УП 
(10.3) 式 中 的 最 后 一 项 定义 了 一 个 5 的 有 界 函数 。 从 而 c = 1 而 
В. УП (10.3) 式 中 的 最 后 一 项 在 D 中 定义 了 一 个 的 抛物 型 
函数 ， 在 17 节 我 们 将 证 明 Zs 一 Co, 即 (9.1) 中 的 最 后 一 项 恒 等 
于 零 。 


10. Brown 运动 命中 非 极 集 (N=2) 


下 面 的 定理 加 强 了 定理 5(c) 的 结果 。 

定理 (a) їй w(t) ÆR 中 一 个 Brown 运动 ，: 是 一 
个 非 内 极 集 的 平面 集 (例如 , 4 可 能 是 解析 的 和 非 极 的 ), 则 几乎 每 
个 wl) 轨道 在 任意 大 的 参数 值 处 命中 A. 

(b) 如 果 一 个 平面 开 集 D 是 Green 集 ， 则 几乎 每 个 从 刀 的 
一 点 出 发 的 Brown 轨道 都 命中 边界 。 如 果 D 不 是 Green Ж, Д] 
几乎 没有 从 DD 的 一 点 出 发 的 轨道 命中 边界 . 

(а) 的 证 明 。 可 以 假设 we) 一 we(，) 是 从 某 点 出 发 
的 Brown 运动 。 还 可 假设 4 是 紧 的 非 极 集 。 则 它 的 补 集 刀 是 
Green Ж (定理 1.V.6)。 在 DD 的 相同 开 连 通 分 支 中 选取 任意 一 点 
7 作为 E 函数 u= Gp(n,* ) 八 1 是 D 上 的 一 个 正 非常 数 连续 
的 上 调和 函数 。 根 据 第 6 节 , 如 果 5, 是 Өр 的 命中 时 ， 则 过 程 
{и ао) Изо» 16 R+} #—Һ@. 这 个 上 款 的 样本 函数 几乎 
都 是 右 连 续 的 ， 除 了 当 5; < 十 co 时 在 参数 值 5, ATER 
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极限 (III.13 #5). 如果 P{Se 一 十 coj > 0, ДЕЕ wle) 
轨道 具有 下 列 性 质 : 

G) 该 轨道 永 不 命中 4. 

(ii)” 当 参数 值 变 到 无 穷 时 и 在 该 轨道 有 一 极限 с. 

Gii) 该 轨道 在 任意 大 参数 值 处 命中 每 一 个 圆 盘 . 

但 另 一 方面 ，D 是 连通 的 ， 并 由 u 的 连续 性 这 函数 必 恒 等 于 с, 
得 出 矛盾 .因此 5; 几乎 必然 取 有 穷 值 ; 即 几乎 每 个 wx 。) 轨 道 命 
中 4。 利 用 定理 5(с) 证 明 中 相应 部 分 的 证 明 方法 即 可 证 得 (a). 

СЬ) 的 证 明 。 如 果 刀 是 Green 集 ，R? р 是 非 极 集 (定理 
1.V.6); 故 由 本 定理 的 〈a) 得 知 , 几乎 每 一 个 从 D 中 一 点 出 发 的 
Brown 轨道 命中 边界 。 反 之 ,如 果 D 不 是 Green Ж, Д) R — р 
是 极 集 ， 故 由 定理 5Ca)， 几 乎 没有 从 DD 中 一 点 出 发 的 Brown 轨 
道 命中 边界 。 

wS) 的 分 布 和 调和 测度 (М > 2) 

ADE RY 中 一 个 Green 子 集 ，5 是 DD 的 一 个 点 ，wsC(，) 
是 从 5 出 发 的 Brown 运动 ， 又 设 S 是 ӨР 的 命中 时 (6D 为 
Euclid AF). HN 2 时 , 根据 定理 10， 这 一 可 选 时 是 几乎 必 
RARI AN> 2 时 ,几乎 必然 有 lim ws (0) 一 co， 并 方便 地 


定义 w(t) 一 co, 在 13 节 我 们 将 证 明 : 对 М2 2, ws) 
的 分 布 是 调和 测度 DCE, » ). 


11. Brown 运动 复合 函数 的 连续 性 
在 本 节 我 们 设 所 有 Brown 运动 有 相同 方差 参数 。 


定理 设 * 是 RY 中 某 个 开 子 集 D 上 的 一 个 Borel 可 测 广 
义 实 值 函数 ， 并 假设 ， 如 果 wl) 是 从 DD 中 点 5 出 发 的 
Brown 运动 ，5s 为 它 到 Әр 的 命中 时 , 则 函数 ulw. ,wo)] 对 
几乎 每 个 “都 在 区 间 [0,5e(w)] БЖ. 于 是 ， 如 果 w(°) 


EUR 


是 К" 中 的 Brown 运动 , 则 函数 lwl. , о) 对 几乎 每 个 w 都 
在 它 有 定义 的 区 间 上 连续 . 

根据 VI.6 节 ， 如果 4 是 D 上 的 一 个 概率 分 布 ,wx(。) 是 以 
1 为 初始 分 布 的 一 个 Brown 运动 , 则 几乎 每 个 ulw- )] 过 程 
样本 函数 直到 ор 的 命中 时 是 几乎 必然 右 连续 的 ， 这 是 因为 , 当 
4 是 由 单 点 支撑 时 由 假设 它 是 成 立 的 。 较 一 般 地 ， 如 果 a ERY 
上 的 一 个 测度 ，2。 是 4 在 D 上 的 投影 , 则 当 1p(D) > 0 时 ,我 们 
可 以 考虑 一 个 以 lp 为 初始 分 布 的 Brown 运动 wap(。) (4p 多 
半 不 是 概率 分 布 ,但 允许 这 种 情况 为 平凡 的 推广 )， 并 来 推导 这 过 
程 的 几乎 每 个 样本 函数 直到 ӨР 的 命中 时 是 右 连续 的 ， 现 设 r> 
0， 则 过 程 wr 十 ，) 是 一 个 以 на Cr) 的 分 布 为 初始 分 布 的 
Brown 运动 。 由 刚 证 的 结果 得 知 ， 几 乎 每 个 x[zwxr 十 ，)] 过 
程 样本 函数 是 右 连续 的 ， 其 中 wi (r+)€ D， 而 且 仅 仅 考 虑 直到 
uw[wilr 十 ")] 到 ôD 的 命中 时 。 例外 的 Р, ЖК Р”, 
但 是 当 ~ 跑 遍 正 有 理 数 时 这 些 零 集 的 并 是 一 个 P， SK, MH 
w 不 在 这 个 零 集 内 时 ， 样 本 函数 1 u [wi (т, w)]( 它 依赖 于 使 
Go) 在 DD 内 + 点 集合 ) 是 右 连续 的 .。 当 4 不 是 概率 测度 时 这 
一 论证 无 需 改 变 ,而 且 特 别 地 当 2 — ly 时 《使 Brown 运动 具有 
平稳 性 的 一 种 选择 ) 见 VIL2 节 ) 结 论 仍然 成 立 。 利 用 这 种 选择 ， 
假设 622 0， 而 且 考 虑 由 下 式 定义 的 过 程 w): 

vid) [09 如 果 Sb 

w0) + wle) — wb) WR >h. 
此 过 程 是 一 Brown 运动 ; 故 几 乎 每 个 x[wi(，)] 样本 函数 在 其 
定义 域内 是 右 连续 的 。 特别 地 ,几乎 每 个 slwl — + )] 样本 函 
数 (只 要 有 定义 ) 在 参数 区 间 [0,2[ 上 是 右 连续 的 .因此 (在 现在 
的 假设 1—1, 下 ) 对 每 个 5 > 0, 几乎 每 个 slwl. )l ЧЕ 
本 函数 (只 要 有 定义 ) 在 参数 区 间 [0, м 上 是 连续 的 ,从 而 在 В+ 
上 是 连续 的 。 再 回 到 VI.6 节 , 可 知 对 В” 中 的 jw LERA E, 
Ma {#} 支撑 时 这 一 样本 函数 性 质 对 x[wi《，)] 成 立 ， 从 而 
HART ly 绝对 连续 时 这 性 质 对 wx[w《。)] 也 成 立 。 现在 如 
395 。 


Ж wle) 是 RY 中 有 任意 初始 分 布 的 Brown 运动 , ME r> 
0, WAE w(r + +) 是 有 关于 In 绝对 连续 初始 分 布 的 Brown 
运动 。 该 定理 对 参数 值 >r 成 立 从 而 结论 得 证 . 


12. Brown 运动 与 上 调和 函数 复合 的 连续 性 


定理 ”如 果 w 是 R* 中 某 个 开 子 集 刀 上 的 上 调和 函数 ,w(，) 
Æ RY 上 的 Brown 运动 。 则 几乎 每 个 x[w(“。)] 样本 函数 (只 要 
有 定义 ) 取 有 限 值 ， 而 且 除 了 在 参数 值 0 可 能 取 无 穷 值 外 是 连续 
的 。 
我 们 只 要 对 一 个 开 集 D, 的 某 个 有 界 开 相对 紧 的 子 集 D 和 在 
D 的 令 域 上 上 调和 的 и 来 证 明定 理 即 可 .如 果 必要 将 w* 加 一 常数 ， 
故我 们 可 以 假设 u 在 了 上 取 正 值 。 根据 定 理 7 , u 满足 定理 11 的 
假设 。 因此 x[w《，)] 样本 函数 在 有 定义 的 地 方 是 几乎 必然 连 
续 的 。 由 于 (定理 5) 几乎 没有 Brown 轨道 在 一 个 严格 正 时 刻 命 
中 的 无 穷 点 极 集 ， 故 这 些 样本 函数 除 可 能 在 参数 值 0 外 几乎 必 
RRA SE. 


抛物 型 情形 


根据 第 7 节 ， 如 果 uC) 是 《7.1》 中 定义 的 过 程 在 抛物 型 
情形 的 釉 版 ， 则 除了 当 AC) 一 十 oo 时 参数 值 0 被 忽略 外 过 程 
LHC), FCO 是 几乎 必然 右 连续 的 上 鞭 。 由 此 推 得 ,除去 可 
能 在 参数 值 0 2h, HCO) 样本 函数 是 几乎 必然 取 有 穷 值 的 ,而 且 
有 有 穷 的 左 极 限 。 留 给 读者 验证 更 一 般 的 情形 : ШЖ AE Rh 
某 个 开 子 集 上 的 任 一 上 抛物 型 函数 ， 而且 èC) 是 RY 上 一 个 
时 空 Brown 运动 , 则 除去 可 能 在 参数 值 0 外 ,几乎 每 个 alale )] 
样本 函数 (只 要 有 定义 ) 是 取 有 限 值 的 而 且 有 有 穷 左 极限 。 下 面 的 
例子 表明 这 些 样本 函数 未 必 是 连续 的 。 


例 设 f 是 R 上 的 一 个 单调 增加 左 连续 函数 ,并 用 aE, S) 
IS) 在 RY 上 定义 а, 函数 是 上 抛物 型 的 ,而 且 如 果 Ae) 
是 RY 上 的 Brown 运动 , WH f 在 自 变量 严格 小 于 ordw(0) 的 
值 上 有 间断 点 时 过 程 &[2w(。)] 的 样本 函数 将 有 跳跃 点 。 


13. 经 典 Dirichlet 问题 的 概率 初 解 


下 面 的 定理 是 更 深入 的 定理 3.11.2 的 特殊 情形 ， 但 在 后 者 尚 
未 证 明之 前 我 们 需要 用 到 它 。 首先 回顾 ，R* 的 一 个 Green 子 
集 的 Euclid 边界 是 PWB 可 解 的 。 虽 然 我 们 还 没有 而 且 也 不 将 
定义 在 参数 值 十 o 上 的 某 个 Brown 运动 w. ), BERTHS 
尔 地 用 到 含有 w (5) 的 公式 ， 其 中 5 是 可 能 取 无 穷 值 的 随机 变 
量 , 如果 这 样 , 则 将 w( 十 co ) 理解 为 co。 


定理 ADER 的 一 个 Green 了 于 集 ,{ws(*), F С) 
DD 中 点 出 发 的 Brown 运动 。 又 设 3% 是 we(。) 到 Euclid 
边界 ӘР 的 命中 时 ， 
ба) wS) 在 ӨР 上 的 分 布 是 调和 测度 (Е, +). 
(b) 设 f 是 一 个 PWB 可 解 边界 函数 , 则 
H) = Е{{{ш(5,)1}, (13.1) 
а = Ню.(5.)1 а. s. (13.2) 
ПН ШЖ a) Ж 
Hi[wslz)] WRI S 
z) 一 { 
flws(Se)] WR Se <r< +оо, 
则 过 程 {xG), FG), 0<r<+o} 是 一 个 几乎 必然 连续 的 
аав. 


注 算式 (13.1) 是 关于 过 程 xC°) 在 时 刻 0, +0, 或 者 说 
在 时 刻 0,5, REX 作为 两 个 正 调 和 函数 之 差 Н, 的 表达 式 
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H, = Ну 一 Неру 使 我 们 由 定理 可 以 明了 为 什么 《13.2) 中 极 
限 存 在 .然而 我 们 不 想 用 这 个 论证 .等 式 (13.2) 是 解 Dirichlet (51 
题 PWB 方法 最 完美 的 佐证 ， 因 为 解 Н, 有 人 们 所 需要 的 沿 几乎 
每 个 Brown 轨道 趋 近 的 边界 极限 函数 . 在 定理 3.11.2 中 ， 等 式 
(13.2) 将 推广 到 任意 一 个 PWB HAINE, 它 定义 在 一 个 未 
必 PWB* 可 解 的 边界 上 . 

(а) 的 证 明 ”只 要 证 明 当 f 是 一 个 有 界 Borel AWAR, HE 
如 |f| 三 ce，(13.1) 成 立即 可 ， 设 v 是 对 f 上 PWB 类 中 的 了 
上 的 一 个 函数 。 则 v 十“ 是 上 的 一 个 正 上 调和 函数 而 且 在 每 个 
边界 点 ?3 上 有 至 少 为 fn) 十 “ 的 下 极限 .因此 取 * 一 ”十 c, 由 
定理 7(d) 便 得 到 不 等 式 Co + NE) > BE{f[ze(Se)] 十 c}; 也 
即 是 oE) > Е{}[ю,($01}. 根据 已 的 定义 我 位 有 HE) > 
E{f[ws《$Ss)]}， 把 这 不 等 式 应 用 f 和 一 f 即 得 证 (13.1). 

(b) 的 证 明 . 由 于 Hj = pp《(，,f), 故 由 (a) 得 知 ,对 于 PWB 
可 解 的 f 有 等 式 (13.1)。 为 证 (b) 的 其 余部 分 , 我 们 首先 来 证 明 ， 
对 于 每 个 :之 0 有 

к) 一 EF flws) Ft)} а. з. (13.3) 
这 个 等 式 在 集 {S<} 上 是 平凡 的 。 在 补 集 {S>} E, 由 
Brown 运动 的 Markov 性 质 ，(13.3) 的 右边 几乎 必然 等 于 
E{f[ws《Se)]|wsC?)}。 既然 过 程 wat e) Ж (б) 的 分 
布 为 初始 分 布 的 Brown 运动 ， 故 这 一 条 件 期 望 就 是 从 w) 
发 的 Brown ”运动 在 首 中 6D 点 f 的 期 望 .根据 (a), 这 个 期 望 
几乎 必然 等 于 НС Со). 于 是 (13.3) 成 立 并 且 证 得 : {r ), 
FC 是 一 个 几乎 必然 右 连 续 著 ， 由 于 它 的 右 闭 性 还 是 一 臻 
可 积 的 ,并 且 是 一 个 给 定 随机 变量 的 条 件 期 望族 。 TXL 
平 必然 右 连 续 的 ,所 以 它 在 所 有 点 几乎 必然 有 左 极 限 ;从 而 (13.2) 
的 极限 存在 (另外 一 种 方法 是 ， 象 上 面 的 注 那 样 应 用 定理 7， 也 
可 得 到 这 极限 的 存在 性 )。 为 验证 此 极限 就 等 于 f[ws《5s)]， 我 
们 可 应 用 定理 Vli.4， 此 定理 告诉 我 们 : ”关于 Brown 运动 的 一 
个 适当 定义 的 过 小 几乎 必然 右 连 续 扶 是 几乎 必然 连续 的 。 但 是 我 
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们 还 可 以 给 出 下 面 的 更 初等 的 直接 证 明 。 注意 ,用 定理 7 证 明 中 
的 记号 ,显然 对 所 有 天 ，we(Ste) 是 Y F CSa) 可 测 的 ;所 以 


Беби) 050), MEA HSD 是 YF SD 可 测 


的 。 根据 这 种 可 测 性 以 及 条 件 期 望 连续 性 定理 ,有 
lim Е{}Ї wS DF ON): 


= лабо Y #5} ~ Ново a.s., 


(13.4) 
即 , 几 乎 必然 有 im HLwe(5,6)]==fLwe(5e)]， 至 此 (b) 全 部 得 证 ， 


抛物 型 情形 


对 证 明 可 不 作 改动 直接 把 定理 13 翻译 成 抛物 型 情形 。 

例 设 4 是 Rw 的 一 个 解析 子 集 ，5s 是 从 出 发 的 一 个 
Brown 运动 到 4 的 命中 时 ,并 定义 a(#,5) = Р{5, < S} HS > 
0. 则 a8,5) 是 访 一 RY х ]0, 十 co[ 中 从 CE, 5) 出 发 的 时 
Z Brown 运动 在 过 程 生存 时 间 内 在 一 个 严格 正 时 刻 命中 4 一 
Ах 10, 十 cof 的 概率 。 于 是 (第 9 节 ) “在 旋 上 是 上 抛物 型 的 ， 
在 D— À 上 是 抛物 型 的 。 特别 地 ， 如 果 4 是 闭 集 , 定 义 D, 一 
В” 一 4， 则 D, = D, X ]0,+œ[. 用 于 # 到 D, 的 限制 加 的 定 
理 13 的 抛物 型 情形 表明 de 一 dal ,Du X 10, +01). 


14. 约 化 的 概率 计算 
设 D 是 RY 的 一 个 Green Ф, 上 是 万 中 的 一 点 ， we(。) 


是 从 二 出 发 的 一 个 Brown 运动 过 程 , 并 且 用 TAITEN W wle) 
命中 [进入 ] 某 个 集 4 的 时 刻 。 
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EE MRAEDA MMA -+ ЖЕН. 是 D 上 的 一 个 正 上 
调和 函数 , 则 (关于 DA) 

RIG) = Eole CT) TE < ТР} (41) 

RACE) = Elu (TONTÉ < TH} (әт) 


即 对 每 个 Borel $ В À 


P{w(T{)E В,Т{ < Т2?) = 88(Е,В), (14.2) 

特别 地 ， | 
RÉ(E) = P{Te < TE} (143) 
К“) = Р{Тё< Тг), (14.3sm) 


注 (a)。 等 式 (14.1) 和 (14.1sm) 使 得 许多 约 化 性 质 更 加 显 
然 化 ,而 这 些 性 质 在 它们 的 位 势 理 论 情形 一 点 也 不 明显 ， 例 如 , 函 
数 "一 к; 的 可 数 可 加 性 [1.VI.3(f) #5]. 

注 (b)。 下 面 给 出 的 对 于 紧 集 4 (14.1) 和 (14.1sm) 的 证 
明 既 不 涉及 解析 集 论 也 不 涉及 容 度 理论 ， 而 且 由 于 这 些 等 式 当 对 
ЖЖ 4 成 立时 也 对 Р, ART, 从 而 对 4 为 F。 集 时 这 些 等 
式 的 证 明 既 不 涉及 解析 集 论 也 不 涉及 容 度 理论 。 

È (с). 根据 第 9 M, (14.3sm) 的 右边 定义 一 个 5 的 上 调 
和 函数 。 更 一 般 地 ，(14.1sm) 的 右边 定义 的 函数 对 Brown 运动 
是 过 分 的 《IV.12 节 ), 从 而 在 D 的 每 个 开 连 通 分 支 上 是 上 抛物 型 
的 或 者 恒 等 于 十 co。 于 是 定理 14 可 以 认为 是 作为 约 化 的 某 种 概 
率 方 法 定义 上 调和 函数 的 判定 准 见 。 

ВР 是 某 个 有 界 正 上 调和 函数 某 个 增 序列 ni о Nn 的 极 
限 ,故我 们 只 要 对 有 界 的 v 来 证 明 (14.1) 和 《14.1sm》 即 可 (有 界 
性 假设 被 默认 为 贯穿 下 面 的 整个 证 明 ), 

对 4 为 紧 集 时 (14.1) 的 证 明 。 如 果 £€ D A, Ді R4(E)= 
RICE), Т 一 TK， 而 且 如 果 A4 为 紧 集 时 ， 则 我 们 已 经 看 到 《1. 


VIIL10 节 ), 在 D 一 4 上 的 К^ 对 于 ANAD 一 A) 上 的 边界 


函数 "是 D 一 4 上 的 PWB 解 , 否则 为 0。 根据 定理 13， 这 个 
PWB 解 在 D 一 4 上 精确 地 等 于 (14.1) 的 右边 , MEAE, (141) 
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的 两 边 都 等 于 v). 

对 于 解析 集 4(14.1) 和 【14.1sm) 的 证 明 。 固 定 所 和 v, 并 
且 当 4 为 解析 集 时 把 (14.1) 的 右边 记 为 ФОСЛ). 因为 当 x*(*) 是 
对 > TP 的 参数 值 定义 为 0 的 过 程 viw) 时 ，x(*) 是 一 个 
几乎 必然 右 连续 的 上 巩 而 且 CA) 一 BE{z(T#)}， 故 函数 中 是 一 
个 单 增 的 集 函 数 ; 从 而 当 4CB CB) > (л) 的 事实 就 是 
aCe) 在 一 对 时 刻 Te ,Tt4 БА ЕВЕ. ЮНЕ 1.VL5 节 ， 如 
Ж Ф(А) 定义 为 (14.1) 的 左边 , 则 ф, 是 了 上 的 一 个 Choquet À 
度 ,这 容 度 由 一 个 拓扑 预 容 度 产生 的 ， 是 Ф, 到 DD 的 紧 子 集 的 类 
的 限制 。 因 为 由 是 一 个 增 集 函 数 ,在 了 上 等 于 Ф, 又 因为 当 4, 1 
4 时 有 gp(A,)1 (4)， 故 首先 可 推 得 当 4 是 开 集 时 pe (A) 一 
(4)， 其 次 推 得 当 4 是 解析 集 时 有 

(4) = зир{фФКВ):ВСА,В 为 紧 集 } 
= sup{b(B):BCA, В ЮЕ} < (A), 
最 后 当 4 为 解析 集 时 有 
po(A) = inf{h(B):BDA, В 为 开 集 } 
= їһ{Ф(В):В5А, В 为 开 集 } > $(4)。 

因此 对 于 解析 的 4 有 Ф = Фо, EBI (14.1) 中 的 论断 。 由 于 用 
A— В(Е,т) 代替 4 时 的 (14.1) 当 > 一 0 时 变 成 (14.1sm)， 故 
等 式 〈14.1sm) 是 成 立 的 . 

如 果 将 《14.1sm) 用 于 "一 Gp《7,*)， 则 《14.1sm) 的 右边 
ER Сол (л), 其 中 4 是 ws (TE) 对 Тё< Т?Р 的 分 布 ， 使 得 
(14.1sm) 成 为 确定 测度 8 和 na,*) 的 等 式 , 从 而 (14.2) 为 真 。 


与 Brown 运动 复合 的 经 典 约 化 


设 D 是 R” 的 一 个 Green FR, {ws(*), #,С-)} 是 DD 中 
从 二 出 发 的 一 个 Brown 运动 , 生存 时 间 为 Se B 27 (0) 包 
AFE. Rr 是 D 上 的 一 个 正 上 调和 函数 。 则 

limolwC)] 


6311. 


几乎 必然 存在 ,而且 对 5, << 十 oo EN 0101 为 这 个 极 
限 ， 使 得 (第 7 节 ) {1ш (01,9 CD 是 一 个 几乎 必然 连续 的 
ЕЁ. 设 4 是 D 的 一 个 Borel FR, FEX 4 = {(,о): wC, 
©) 4}, Т mC) 是 几乎 可 料 的 过 程 , 故 4 是 几乎 可 料 的 。 
在 经 典 情形 ，R4 是 万 上 的 正 上 调和 函数 ,并 且 定义 

RACE] ~ lim Rw)], 
其 中 s << Hoo, ERA R? C) 是 一 个 几乎 必然 连 


ер 


ШЕФ, HAEE 14 和 定理 IV.20 便 证 得 : ЖХ E 
&4[we《*)1 是 祖 同 的 ， 
推广 设 4 和 8 是 DD 的 解析 子 集 ,又 设 Т 是 wC) 在 命 
中 4 以 后 而 在 命中 ӨР 以 前 命中 8 的 时 刻 , 即 
TE? = inf{1: TE < < Т?ш (г) В}, 
则 用 记号 中 表示 平滑 约 化 ,有 
00008042) 一 Evl w (TE); TE < Т?Р}, (14.4) 
且 特 别 地 ， 
00102040) 一 P{TE < Т?Р}, (14.5) 
为 证 (14.4), 我 们 注意 ,如 果 C) 是 中 断 在 TP 的 过 程 wC), 
Ду GR Markov 性 ) 2 CTI ++) 是 中 断 在 时 刻 T? — Té, Д 
z《T4) 的 分 布 为 初始 分 布 ， 并 且 全 部 值 < 1 的 Brown 运动 。 这 
过 程 到 8B 的 命中 时 是 T8 一 Tf。 于 是 (14.4) 的 右边 是 
E{E{olwi(Té?)]; 
TE < ТФ | (TÉ)}} 一 ЕСГ) 
= 1000804), (14.6) 
抛物 型 情形 ”定理 14 和 上 面 的 推广 连同 它们 的 证 明 可 直 接 
转化 为 抛物 型 情形 。 特 别 地 ,以 显然 的 记号 有 
SË, E) = РСТ) В; Т?) 


15. 细 拓 扑 的 概率 描述 
WEER 的 一 点 ，ws《*) 是 从 5 出 发 的 Brown 运动 , 而 
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且 对 В” 的 任意 子 集 4 我 们 用 ТЕ 1а wC) 到 4 的 命中 时 ， 
定理 8 是 4 的 细 极 限 点 的 必要 条 件 是 ， 对 包含 4 的 任意 解 


HEBE 
P{T; = 0} =1, (15.1) 


且 它 的 充分 条 件 是 对 包含 4 的 任意 开 集 有 有 (15.1) 成 立 。 

根据 这 一 定理 ,如 果 4 是 解析 的 , 则 点 是 4 的 细 极 限 点 当 且 
仅 当 B = 4 时 (15.1) 成 立 ; 一 个 Borel Ж AE E 的 细 邻 域 的 充 要 
条 件 是 对 于 某 个 参数 区 间 [0,:[〔《 其 中 :一 Ko) > 0) 几乎 每 条 
wC) 轨道 都 在 4 内 。 值 上 可 取 作 КУ 一 4 的 命中 时 。 

在 证 明定 理 15 中 ， 我 们 可 以 假设 4 是 某 个 Green Жр 
集 。 由 于 〈 定 理 1.X1.3) Е 是 一 个 解析 集 4 的 细 极 限 点 的 充 要 条 
件 是 0208,08) 一 1， 所 以 在 А 解析 情形 下 的 本 定理 可 根据 取 
В 一 {5} 的 (14.2) 式 推 得 。 由 于 (1.XL1 节 ) 是 集 4 的 细 极 限 点 
的 充 要 条 件 是 为 4 的 每 个 开 子 集 的 细 极 限 点 ， 从 而 定理 得 证 。 

应 用 细 极 限 和 紧 值 

设 * 是 从 R 中 的 一 个 开 子 集 忆 到 一 个 完全 可 分 度量 D 的 
某 个 Borel 可 测 函数 ,5 是 DD 的 一 点 ,又 设 wet(*) 是 К" 中 从 8 
出 发 的 一 个 Brown 运动 . 在 УП.6 (4)—(ї) 节 中 把 定理 15 应 
用 于 # 沿 Brown 轨道 的 极限 值 的 分 析 ， 便 得 到 下 面 的 结果 。 如 
果 D’ 一 R, 则 

lim sup PPAOES f lim sup u(n) а. s. 
对 于 下 极限 也 有 类 似 关系 。 对 一 般 的 D', D 中 一 点 n 是 x 在 
的 细 紧 值 的 充 要 条 件 是 п 为 * 沿 几乎 每 个 wC) 轨道 返回 
的 紧 值 ,而 且 #* 在 上 有 细 极 限 n 的 充 要 条 件 是 几乎 必然 有 
lim ulwe(e)] =. 

前 面 讲述 ,一 个 点 是 #* 要 么 几乎 不 沿 任何 ws(*) 轨 道 要 么 沿 几 
FER w) 轨道 返回 8 的 紧 值 ,而 且 Plimu ЛОЗЕ 
于 0 或 1, 在 后 者 情形 这 个 极限 几乎 必然 为 常数 , 即 一 个 单 点 本. 
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在 抛物 型 细 拓 扑 情形 ,用 时 空 Brown 运动 代替 Brown 运动 
后 定理 15 的 相应 结果 仍然 为 真 。 而 且 它 的 证 明 可 以 直接 地 把 定 
理 15 的 证 明 翻 译 过 来 ， 定 理 15 到 约 极 限 和 紧 值 的 应 用 也 可 不 加 
改变 地 搬 到 抛物 型 情形 上 来 .。 


应 用 于 扫除 测度 的 支撑 (定理 14 的 记号 ) 


根据 定理 14, 对 于 Т < TE, СТЕ) 的 分 布 是 as.) 
注意 ,一 方面 对 于 TE < TP, R ите) wT.) 
的 分 布 为 初始 分 布 的 Brown 运动 ， 另 一 方面 对 于 Тё< TP 和 
ЖА СТР), 使 we(T& 十 1) 在 4 的 严格 正 : 值 的 集合 
必 有 极限 点 0， 因 此 ,由 定理 15 和 Brown 运动 的 强 Markov Ж, 
对 于 Tk < ТР, (TE) 的 分 布 [ 即 测度 586(#，*)] 的 支撑 集 是 
4 的 细 紧 值 AUA 与 D 的 交 。 由 抛物 型 情形 的 这 一 推理 得 知 关 
于 这 情形 扫除 测度 支撑 的 相应 结果 。 这 些 结果 已 经 在 1.X1.14 和 
1.ХУШ.13 节 用 非 概 率 的 方法 导出 过 。 在 经 典 情形 而 不 是 抛物 型 
情形 我 们 可 以 更 深 和 人 一步。 事实 上 〈 经 典 情形 ) 几乎 没有 wle) 
轨道 命中 极 集 4 — A; 故 oE) 必 是 由 A 支撑 ， 这 正好 是 
1.XI.14 节 中 用 非 概率 方法 所 证 得 的 结果 。 利用 简单 的 时 间 逆 转 
的 讨论 得 知 ,如 果 кєр A, W (ТЕ) 几乎 永远 不 是 4 的 细 
上 极限 点 ; 故 对 这 样 的 一 点 上， 分 布 hE) 是 由 РПО! 97 
支撑 ,这 正好 是 1.XI.18 节 中 用 非 概 率 方法 所 证 得 的 结果 , 

时 空 Brown 运动 命中 一 个 抛物 型 半 极 集 

设 aCe) 是 Rw 中 的 一 个 时 空 Brown 运动 , 又 设 4 是 RY 
的 一 个 抛物 型 半 极 子 集 。 我 们 现在 来 证 明 ， 对 于 几乎 每 条 d(e) 
轨道 ,使 必 (#) € 4 的 参数 + RES TT, HE HUM A ААО 
构造 ,只 要 对 于 R 的 每 个 点 上 的 一 个 抛物 型 薄 Borel Ж À 来 
证 明 该 结论 即 可 。 进 而 只 要 考虑 对 于 任意 的 “ > 0， 过 程 在 参数 
KE 10,‹[ 内 仅仅 命中 À 的 情形 . 没 Ti 是 aC) 到 4 的 命 
中 时 。 如 果 aC) 是 从 一 点 出 发 的 一 个 时 空 Brown 运动 ， 则 
概率 P{T; 一 0} 要 么 为 0 要 么 为 1， 但 由 于 À 在 是 抛物 型 


++ 


ЖООДОЙ 0. TILA (0) 的 分 布 无 任何 限制 地 有 PIT, 一 
0} 一 0， 定义 T,= TiN, RE СТ, 5) 是 一 个 时 空 Brown 
运动 ; 故 当 Т; 是 这 过 程 到 4 的 命中 时 ， 则 有 P(T; 一 0} 一 
o RELEVAR aC, + TE À, KT +Т;< +оо, E 
X 五 一 《Ti 十 7 和 Ac。 如 此 继续 下 去 我 们 便 得 到 一 个 可 选 时 增 
序列 T， 使 得 几乎 必然 7。< ci T, <e 意味 着 wT,)e 4 并 
E T, < Ты; 对 于 /< Tu 一 lim7。， 属于 关系 Ое 4 成 立 
的 充 要 条 件 是 + Т, 或 者 Ta KEA E 是 第 一 超 限 序 .我 
们 可 以 用 超 限 归纳 法 继续 上 面 的 讨论 ,定义 Ton Ton 
注意 Е{Т,} ЕТ, н) 的 充 要 条 件 是 几乎 必然 Tr 一 c; 故 存在 
一 个 可 数 序 7 使 得 几乎 必然 Tr — с, 并 由 此 推 得 几乎 每 个 оС) 
轨道 在 参数 区 间 ]0,c[ 内 至 多 可 数 次 命中 4, 这 就 是 要 证 的 

MF (хуш? H) 一 个 妆 物 型 半 极 集 也 是 共 折 物 型 半 极 
集 , 故 一 个 抛物 型 半 极 集 是 Borel 集 的 可 数 并 , 其 中 这 些 Borel Ж 
同时 在 Б” 的 每 点 上 是 抛物 型 薄 的 和 闪 执 物 型 薄 的 , 这样 我 们 就 
可 以 在 的 证 明 中 假设 4 具有 这 一 性 质 。 在 关于 À 的 这 一 假设 
下 ,容易 扒 得 在 证 明 中 有 Р }[) {T,= e) } тонида 
免 用 起 限 归纳 法 ， 


重 对 数 律 


设 wC) 是 R 中 从 原点 出 发 的 一 个 Brown 运动 。 则 
lim s 201 


тА? (2о?г1о | log ғ)" 

事实 上 还 有 一 个 更 强 些 的 结果 : 当 c > 1 时 ， 
ae) |? < 2cotlog | log r| (15.3) 
几乎 必然 地 对 所 有 充分 小 严格 正 的 上 值 《 依 赖 于 Brown 运动 路 


径 ) 成 立 ， 但 是 当 “ = 1 时， 几乎 必然 存在 任意 小 严格 正 的 + 值 
使 得 (15.3〉 取 等 号 。 这 一 结果 是 1.XVIIL.6 节 中 例 (d) 和 (е) 


“3154 


=] as. (15.2) 


结果 的 概率 语言 的 重 述 。 为 看 出 这 点 ,我 们 注意 到 ， 一 方面 , 按 当 
“一 1 时 的 例 Cd), HE 
D = {(&,з+):1&1#*< 2002: | log | log [511 ,—1 < s < 0} 

有 原点 作为 一 个 抛物 型 正规 点 ,从 而 (定理 LXVIL7) D KÆR 
点 的 一 个 去 心 抛物 型 细 邻 域 。 因此 几乎 每 一 个 从 原点 出 发 的 时 空 
Brown 运动 在 任意 小 严格 正 参 数值 命中 R* 一 D; 故 (15.2) 中 的 
上 极限 几乎 必然 最 小 是 1。 另 一 方面 , 当 ¢ > 工时 ， 按 照例 Ce), 
集合 广 有 原点 作为 一 个 抛物 型 非 正规 边界 点 ,从 而 (定理 1.XVIIL. 
7) Ò 是 原点 的 一 个 去 心 抛物 型 细 邻 域 ; 故 几乎 每 一 个 从 原点 出 
发 的 时 空 Brown 运动 轨道 对 所 有 充分 小 严格 正 参 数值 都 在 户 中 ， 
从 而 (15.3) 几 乎 必然 对 所 有 充分 小 严格 正 的 г 值 (依赖 于 轨道 ) 成 
立 。 于 是 《15.2) 中 的 上 极限 几乎 必然 最 大 是 ,从 而 几乎 必然 是 
1. 


16. Brown 运动 的 a 过 分 函数 及 其 
与 Brown 运动 的 复合 


DE R 的 一 个 连通 Green FE. Жаба 总 表示 一 个 固 
定 的 正 数 ， 并且 当 и 是 一 个 从 D 到 Е 中 的 函数 时 则 用 à 记 
D=DXR 上 由 40,0) = e”uln] ELKAR. Цр Е Со 类 
函数 为 定义 域 定义 一 个 算 子 A?: 


A*u 一 Z au — au, (16.1) 


从 万 到 В" 中 的 一 个 普遍 可 测 函 数 * 关 于 D 中 的 Brown 运动 是 
a 过 分 的 条 件 是 
eh, ju) <и, 
当 # 0 时 依 极 限 有 等 号 成 立 , 并 由 此 推 得 * 是 过 分 的 充 要 条 
件 是 à 关于 D 中 的 时 空 Brown 运动 是 过 分 的 。 因 此 (定理 8 
的 抛物 型 情形 翻版 ) 如 果 à 在 一 个 稠 集 上 有 穷 的 话 则 是 上 抛物 型 
‚зи, 


的 ,而 且 我 们 可 以 导出 下 面 的 两 个 结论 Cal) A1 (а2), 

(al) 如 果 ” 是 “过 分 的 , 则 * 是 下 尘 连 续 的 并 且 在 刀 上 处 处 
有 u= +оо Ñ u< +o, 

(a2) 如 果 # 是 从 刀 到 类 Со 的 R 中 的 一 个 正 函数 , 则 x* 是 
a 过 分 的 充 要 条 件 是 Ar 入 0， 而且 如 果 #* 是 过 分 的 ， 则 与 4 
WEKA Riesz 测度 《定理 1.XVI1.6) ТЕ (л) 点 有 Inn 密度 

—Ax(n,t) 一 —e"Au(n), 

如 果 w 是 任意 一 个 不 恒 等 于 0 的 а 过 分 函数 , 则 正 上 抛物 型 
函数 à 关于 它 的 位 势 、. 拟 有 界 抛物 型 和 奇异 抛物 型 成 分 的 分 解 式 
б == úp ль 十 tim 在 平移 (n) Gite) 下 是 不 变 的 . 因 
此 ,如 果 ”是 上 述 三 个 成 分 中 的 任何 一 个 , 则 

Ent) = eme + с) == 6“ 5(n,0), 
并 且 记 4,(п,0) 一 uC), „бл, 0) 一 иль (п), ms (п, 0) 一 
бл). 则 Aung 一 0 并且 Aun = 0, ЖК, PA (лғ) — 
eun) 是 D БЕШ , ЕА AIR HT TE 
证 得 与 这 位 势 相 联系 的 Riesz 测度 是 形 如 eplan) (4) 的 一 
个 乘积 测度 ， 其 中 是 刀 上 的 一 个 测度 。 如 果 *“ 属于 类 Со, D 
我 们 已 经 求 得 и: иат) 一 —Au(n)In(dn), 

现 设 5 是 DD 中 一 点 ，{wa(*)， FC) 是 从 5 出 发 的 一 个 
Brown 运动 ， W S, 是 w) 到 D 的 Euclid 边界 的 命中 时 ， 
第 7 节 中 5, 的 定义 表明 在 这 里 实际 上 没有 涉及 任何 具体 的 边 
Ж. 在 下 面 ，* 是 D 上 一 个 任意 的 不 恒 等 于 0 的 c 过 分 函数 。 根 
据 定理 7 用 于 а 的 抛物 型 翻版 , 对 于 < 5, 的 参数 值 ， 几 乎 每 个 
#[ш{С-)1 样本 函数 是 右 连续 的 ， 并 且 除 了 当 uC) 一 十 co 和 参 
数值 是 0 以 外 是 有 穷 的 。 应 用 定理 11 发 现 ， 在 这 里 “ 右 连续 ”可 
用 “连续 ”来 替换 ,而 且 对 于 В” 中 任 一 Brown 运动 w(*)， 几乎 
BA ulol) 样本 函数 当 (е) 轨道 在 D 中 时 是 连 绪 的 ， 同 时 
除了 #(0)є D, и[ш(0)] = 十 co 以 及 参数 值 为 0 以 外 还 是 取 有 
限 值 的 。 定 理 7 用 于 а 便 得 到 结果 (a3) 一 (a6)。 

(a3) lime “ulwele)] 几乎 必然 存在 (< 十 0)。 定义 
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F +0) 一 ү F (з), 
sert 
eli) = xli) = еи [оо СР), ANR 8 之 5,5 
х0) = 0, 00) 一 lim e “Su[ws(s)] ,如果 Ss < 1 < +00, 
SE 


《a4) 过 程 С) оС) 和 x), FCI) 是 几乎 必 
然 连续 的 上 圾 ,除了 当 uE) 一 十 co 时 参数 值 0 被 忽略 和 当 < 
+оо (ЗЕ x6Cse—) 一 0) НС) 在 + 一 ss @Я—1 КК 
АЦ. 

(а5) ШЖ u= и, 或 者 # 一 ww， 则 《a3) 中 的 极限 几乎 必 
然 等 于 0。 如 果 x 一 ungs WER {xs(。)，, 多 es ，)} 是 一 致 可 
Ий, 

(а6) u(§) > umg (E) = Е{ ne vale, 


Я 如果 * 是 方程 As 一 0 在 D 上 的 一 个 正 有 界 C? 解 收 
敛 级 数 之 和 , 则 我 们 现在 证 明 # == й„„,; 从 而 
uÇ) = Eflime “ulwe(r)]}, (16.2) 
© 


这 只 要 对 # 是 有 界 来 证 明 该 结论 。 GER 2 的 有 界 性 并 不 意味 4 
的 有 界 性 . JEX 
dE 35) 一 E{nN lime Palwe()11}, 
КЕ; 


定理 7 抛物 型 情形 翻版 应 用 于 D 上 正 上 抛物 型 函数 An, Жк 
着 а, 是 inn 的 所 有 界 抛 物 型 成 分 。 由 于 é. 是 以 为 极限 的 
有 界 抛物 型 函数 增 序列 , 故 函 数 & 是 拟 有 界 的 。 
留 给 读者 证 明 : (а) 如 果 了 是 D 的 Euclid 边界 上 一 个 正 
Borel 可 测 函数 ,而 且 在 刀 上 定义 “为 
#(&) 一 Ее (51), 
其 中 约定 。 ”一 0， 则 * 要 么 恒 等 于 十 co 要 么 是 方程 Arx 一 0 的 
一 个 CP; (b) 如 果 f 是 有 界 的 而 且 在 D 的 正规 Euclid 边界 
点 $ 工 是 连续 的 ， 还 设 Se 几乎 必然 有 限 ， 则 w 在 ARE 
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5)， 这 个 结果 《还 可 以 大 大 加 强 》 阐 明了 利用 关于 抛物 函数 
Dirichlet 问题 的 对 应 分 析 来 解决 关于 方程 A"x 一 0 的 解 的 Diri- 
chlet 问题 的 可 能 性 。 读 者 还 可 以 通过 研究 D 上 函数 差 内 一 局 的 
线性 卒 间 ,其 中 m,m ЖЮ 上 的 正 上 抛物 函数 ,将 本 节 的 全 部 讨 
论 加 以 推广 ， 从 而 上 面 关 于 到 正 函 数 的 限制 可 以 取消 。 


空 时 Brown 运动 的 a 过 分 函数 

HR à AE Rw 的 某 个 开 子 集 态 中 任意 一 个 对 于 时 空 Brown 
运动 的 a 过 分 函数 , 即 如 果 函数 úi — (л) к> очар) 是 对 于 
DERZ Brown 运动 为 过 分 的 ， 则 关于 抛物 型 情形 的 过 分 函数 
的 性 质 直接 可 用 于 à. 


17. 作为 Green 函数 的 Brown 运动 转移 函数 ; 
对 应 的 向 后 和 向 前 抛物 型 方程 


W D ERY 的 一 个 开 子 集 ， HAT, Ё — Es), nu (лз) 
并 且 这 些 点 都 在 Ò K. Mii F, VI. 10 节 中 定义 的 do 是 一 
个 确定 时 空 Brown 运动 转移 函数 的 密度 。 特 别 地 (VII.9 节 ), 当 
=D X R 时 ,其 中 DD 为 RY 的 一 个 Green Ж, D 上 的 时 空 
Brown 运动 由 满足 «р(т,&,л) 一 4ь((Е,;),(л,+— 1) 的 一 个 转 
移 密度 4o 所 控制 。 此 外 ,对 于 D 的 这 一 选取 ,记号 Zp 也 已 在 
1.XVIL18 节 引 进 过 ,不 过 在 那里 被 确定 是 为 了 满足 下 面 定理 的 条 
# Фф) @. Їй б), 4› 的 这 两 种 解释 等 价 。 


定理 шю 是 Rw 的 一 个 非 空 开 集 ,又 设 do 是 D hijs 
Brown 运动 的 转移 密度 。 
(а) &(#„) 一 Gp(E,). 
СЬ) 特别 地 ,如 果 D 为 RY 时 ， 的 一 个 Green TM == 
DXR, ЖН 4 是 了 中 Brown 运动 的 转移 密度 , 则 
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4›(:,&,л) = GaC ss), Cass — 7)). 

证 (а) У DR 论断 (a) 是 成 立 的 ,因为 这 时 (а) тр 
等 式 两 边 化 为 <(s 一 1,5,7)。 在 一 般 情 况 4» 是 由 VII(10.3) 给 
定 的 ,这 时 利用 节 13 中 关于 抛物 测度 的 概率 赋值 ,等 式 VI (10.3) 
则 意味 着 对 固定 的 js СЁ) 等 于 < (2,8, п) RE D E 
Dirichlet 问题 对 边界 函数 «(+ — 5, + ,n) 在 的 解 ( 这 一 边界 
函数 当 D 无 界 时 在 co 点 定义 为 0)。 因 为 Gs 也 可 用 < 以 这 种 方 
法 来 表示 (1.XVIIL1 节 ), 从 而 (a) 得 证 。 

论断 б) Æ (a) 的 特殊 情况 无 需 单独 证 明 。 

注 (a). RERE do 满足 两 个 微分 方程 :在 D-— {i} 上 
Сое ,中 是 抛物 型 的 , 即 有 , Д8) = 0; ED — ÈE 468, 
+) 是 共 抛 物 型 的 , 即 满足 Аё 5,7) 一 0。 这 些 方程 分 别称 作 这 
时 空 Brown 运动 的 向 后 和 向 前 方程 ,因为 它们 分 别 指 原始 的 和 后 
来 的 位 置 的 ， 如 果 ре рх Е, Жү р& RY 的 一 个 Green F 
集 ， 则 转移 密度 <p 还 满足 两 个 微分 方程 :<p《1,5 ,mn) 确定 一 个 
(#,1) 的 抛物 型 函数 和 一 个 《7%, г) 的 抛物 型 函数 ， 其 中 5 20. 
但 是 这 种 描述 掩盖 了 向 后 和 向 前 方程 之 间 的 差别 。 实 际 上 ， 对 于 
CEs) Æ Cnt), dols — 2,8,1) 关于 (5,s) 是 抛物 型 的 (向 后 方 
程 ) 而 关于 (п, г) 是 共 抛物 型 的 (向 前 方程 ), 其 中 Es) A (nr), 

Œ (b). 在 1L.XVIL18 节 已 经 证 明 过 : wÈ D= D Xx R, 其 
中 也 为 R” 的 Green 子 集 , 则 


[Г аы, NC) = ааб), 07.1) 


其 中 as 如 那 一 节 所 指定 的 ， 我 们 现在 来 概述 一 下 《17.1) 怎样 根 
据 VILS 节 中 4p 的 概率 定义 推导 出 来 而 不 用 位 势 理论 的 方法 ， 
首先 注意 ， 对 于 М >з, R VII(9.5) 中 4p 的 赋值 可 得 到 等 
式 (17.1)。 事 实 上 ,如 果 D 一 RY， 此 时 Zp = 4, 积分 VII(9.5) 
便 得 到 


(або, has) = о1б(Е,л) — tol GC + ,1))] 
0 (17.2) 
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其 中 用 到 wS) 有 分 布 aE, ) 的 事实 , 则 (17.1) 成 立 。 上 
面 括号 中 的 量 在 1.VIIL, 3 节 中 是 看 成 与 Gp 《(#, 7) FH. 5 
和 一 2 时 , 先 设 刀 是 一 个 半 平 面 D+。 在 1XVII(18.3) 我 们 已 计 
算 过 Gp+， 而 且 在 VIIC9.8) 我 们 对 一 个 不 含 原点 的 半 平 面 计算 
了 这 个 从 原点 为 初始 点 出 发 的 Brown 转移 密度 。 这 种 计算 容易 
给 出 关于 Brown 运动 在 一 个 半 平 面 中 的 转移 密度 的 表达 式 1. 
XVIIC18.4)， 我 们 现在 可 以 对 р 一 D+ 来 验证 方程 (17.1)。 当 
DCD*, 等 式 

4201,81) 一 &ь+(1,&,л) 一 Е{&ь+(:— пимаи 3 


) 
正如 УПС9.5) 所 导出 的 ， 通 过 积分 即 可 证 得 (17.1) 对 于 DCD* 
成 立 ， 从 而 当 D 为 一 个 非 空 开 有 界 平 面 集 时 必 有 (17.1) 成 立 。 因 
此 ,把 这 一 结果 用 于 以 D 为 并 的 一 个 任意 Green 集 D 的 有 界 开 子 
集 增 序列 的 每 个 元 素 ， 便 得 证 当 N = 2 时 (17.1) 在 一 般 情形 下 成 
X. ЖМ = 1 只 要 经 过 简单 处 理 即 可 得 到 ,注意 ， 由 于 在 目前 
情形 适用 于 抛物 型 测度 ， 所 以 当 N> 3 时 的 上 述 论证 要 比 在 1. 
XVIL18 节 中 给 出 的 论证 更 为 简单 。 

应 用 于 能 

在 1.ХШ.8 节 我 们 已 经 指出 ,定理 17 给 出 的 关于 Go 的 赋值 
计算 可 以 用 来 证 明 一 个 电荷 的 能 量 是 正 的 。 


18. Brown 运动 的 过 分 测度 


经 典 位 势 论 中 的 对 称 性 , 例如 通过 Laplace 算 子 和 是 形式 上 
自 伴 的 以 及 《pl1,*,*) 和 Gp《*,*) 是 对 称 函 数 这 一 事实 表现 出 来 
的 对 称 性 ,启发 人 们 设想 Brown 运动 的 过 分 测度 在 某 种 意义 上 与 
它们 的 对 偶 , 即 Brown 运动 的 过 分 函数 ,是 相同 的 。 下 面 的 定理 
告诉 我 们 , 4o 过 分 函数 与 4 过 分 测度 的 这 种 等 同性 事实 上 在 最 
本 质 意义 上 是 正确 的 。 

定理 WDE R" 的 一 个 Green FR, Й] Ой Borel F 
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集 的 一 个 (点 体 上 无 限制 ) 油 度 4 为 一 4o 过 分 测度 的 充 要 条 件 是 
存在 一 个 《过 分 函数 x 使 得 对 D 的 每 个 Borel FRAR 
aCA) = | =й. (18.1) 

注意 ， 这 个 定理 意味 着 在 D 的 一 个 连通 开 分 量 上 测度 4 要 么 
是 一 个 正 上 调和 函数 《的 不 定 积分 ， 要么 (и = 十 co) 根据 4 是 
BA ly ER CA) 取 值 为 0 还 是 为 1。 

在 本 定理 下 述 的 证 明 中 ,为 加 免 融 碎 ， 我 们 假设 卫 是 连通 的 。 
回忆 一 下 ， 由 定义 D 的 Borel 子 集 的 一 个 测度 4 (在 紧 集 上 未 必 
有 限 ) 称 为 是 过 分 的 充 要 条 件 ,是 当 4 为 D 的 Borel 子 集 时 有 


|, нса [соса < AD G>), 82) 


且 当 一 0 取 极限 时 上 式 取 等 号 。 如 打上 是 一 个 4 过 分 测度 ， 
则 这 一 极限 等 式 意味 着 只 要 In CA) 一 0 便 有 pn(4) = 0, Жи 
是 hp 过 分 的 而 且 只 要 In(4) > 0 便 有 CA) = +оо, Ди 
由 (18.1) 给 出 而 且 и 是 恒 等 于 十 co 的 过 份 函数 ,反之 , 以 这 一 过 分 
函数 决定 的 (18.1) 产 生 一 个 过 分 测度 。 另 一 方面 ,如 果 # 是 hp 过 
分 的 而 且 对 D 的 某 些 非 Iy Æ Borel 子 集 4 有 u(A) < +оо, Й] 
由 (18.2) 右 端的 有 穷 性 连同 对 于 + > 0 时 4p 的 连续 性 和 严格 正 
性 可 推 得 , & 在 紧 集 上 取 有 穷 值 ， 于 是 ， 在 这 情形 4 是 关于 iw 绝 
对 连续 的 , 它 是 由 (18.1) 给 出 ,而 且 * 是 一 个 Lebesgue 可 测 函 数 ， 
在 D 上 是 In 几乎 处 处 有 限 的 。 则 对 于 固定 的 > 0, 
|, «оак Sun) Cw а. е я), (18.3) 
根据 Chapman-Kolmogorov 方程 和 <p《:,*,*) 的 对 称 性 ,(18.3) 
意味 着 对 所 有 5 > 0,1: > 0 An € DE 
[но + 1,8 mn CAE) < | осе ы д). 
(18.4) 
因此 ,对 固定 的 %",，(18.3) 的 左边 随 : 的 碱 小 而 增加 。 定 义 w(n) 
хуц г 一 0 时 (18.3) 左 边 的 极限 , 则 在 D 上 lw 几乎 处 处 有 и < 
w， 但 由 于 (18.2) 的 左边 当 + 一 0 有 极限 pw(4), 故 必定 几乎 处 处 


“322。 


и — и. и 除 一 个 lx 零 集 外 是 唯一 确定 的 ,并 且 我 们 用 и К 
# x。 这 种 变化 并 不 影响 (18.3) 式 的 左边 ; 即 我 们 现在 有 2 一 н. 
MERR u 是 过 分 的 。 反 之 , 如果 w 是 4ь 过 分 函数 而 且 不 恒 等 
于 十 oo , 邯 如 果 w 是 D 上 的 一 个 正 上 调和 函数 ， 则 w 是 局 部 jw 可 
积 的 ,而 且 再 一 次 应 用 doses.) 的 对 称 性 我 们 得 到 


[косо мав) < бл) (18.5) 


HH: 一 0 时 在 (单调 ?极限 下 取 等 号 。 积 分 |= аб) 得 知 
由 (18.1) 给 出 的 测度 4“ 是 Zp 过 分 的 。 


时 空 (抛物 型) 情形 。 设 D 是 R 的 一 个 非 空 开 子 集 。 我 们 
采用 VIL2 节 中 引进 的 记号 : 如 果 4 是 R 的 一 个 子 集 ， 则 定 


Ж Am {n:n} 和 4, 一 A, х {1}, ME À 是 方 的 
FH 4 的 o 代数 ,其 中 AND, 对 所 有 + 都 是 Borel Ж. 利用 


uA) АСАХ Ur), ИЕ о К D 上 的 一 个 测度 à 确定 
D, 的 Borel 子 集 的 一 个 测度 ale). 有 反之， 如 果 对 每 个 + 存 


在 Р, 的 Borel 子 集 的 一 个 测度 (+, 四, WE D 上 的 一 个 
测度 д 可 以 通过 令 
ili) = У) (4,0) (18.6) 


1ER 

来 确定 ， 对 于 不 可 数 和 需要 显然 的 约定 。 在 下 面 所 谓 “在 À 上 
的 测度 ”就 是 指 的 这 样 定义 的 一 种 测度 ,但 我 们 没有 对 关于 eC, 
D 或 者 在 任何 集 上 的 有 穷 性 作 什么 假设 . 在 À 上 的 一 个 测 

E a 4 过 分 的 充 要 条 件 是 ， 当 ded 时 有 
|, нса, |, ED dn) < aCA) С> 0) 
А 1 (18.7) 
而 且 当 + 1 ， 时 在 极限 情形 有 等 号 成 立 。 一 个 <5 过 分 测度 是 D 
上 满足 显然 的 对 偶 性 条 件 的 测度 , 在 抛物 型 情形 的 定理 18 现在 
可 以 陈述 如 下 : 多 上 的 一 个 测度 à 是 24) 过 分 测度 的 充 要 
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条 件 是 ,存在 一 个 Za[Lp] 过 分 函数 à 使 得 对 AED 有 
пса) = | alms lindn). (18.8) 
一 方面 设 à 是 一 个 45 NAME 0 < à € -Hoo, à Æ D 
可 测 的 ,并 且 
|, ДСС), nan Сан) < 4,0) G> 
i (18.9) 
щт te 时 在 极限 情形 有 等 号 成 立 ， 我 们 由 (18.8) 和 (18.6) 在 D 
上 定义 一 个 测度 л, БИШ do 和 Z 之 间 的 对 侦 性 关系 VIOO. 
6) ,不等式 (18.9) 意 味 着 对 4e 多 有 
[„ ^ш, |, LAC, EDE) < аса), 
А А (18.10) 
当 + 个 了 时 依 ( 单 调 ) 极 限 有 等 式 成 立 ; 故 由 do 过 分 的 。 反 过 
来 ,如 果 л 是 一 个 Zs 过 分 测度 , 则 遵照 本 节 第 一 部 分 给 出 的 关 
于 经 典 情形 的 讨论 不 难看 出 ,存在 一 个 满足 (18.8) 的 4» 过 分 函数 
#， 但 比 经 典 情形 的 证 明 可 能 更 繁 一 些 ,我 们 把 细节 留 给 读者 ， 
关于 20 过 分 函数 和 do 过 分 测度 的 对 偶 结果 可 用 同样 的 方 
法 导出 ,或 者 利用 RY 依 横 坐标 超 平面 的 反射 化 归 为 刚才 所 证 ВЯ 
的 结论 。 


19. Brown 运动 的 几乎 Borel 集 


在 一 般 情形 ， 对 于 某 个 随机 转移 函数 ?的 (拓扑 ) 状 态 空间 中 
的 一 个 集 4， 如 果 满 足下 列 条 件 , 则 称 之 为 几乎 Borel Ж: 对 于 
状态 空间 上 的 每 个 初始 分 布 & 和 具有 转移 函数 函数 ? 的 一 个 几乎 
必然 连续 的 Markov 过 程 х„(- )， 存 在 状态 空间 的 Borel FR 
Au 和 As, E ACACA, 而 且 几 乎 没有 te) 轨道 在 任 
意 一 个 严格 正 时 刻 命中 A 一 4, 这 个 定义 的 细节 在 更 一 般 的 
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场合 是 需要 的 , 但 是 根据 下 面 的 定理 ,在 Brown 运动 的 情形 并 不 
十 分 必要 ， 

定理 一 个 集 4 对 于 К^” 的 一 个 开 子 集 中 的 Brown 运动 是 
JLF Borel 集 的 充分 必要 条 件 是 4 与 一 个 Borel 集 只 差 一 个 极 
Ж. 

我 们 可 以 假设 所 讨论 的 Brown 运动 在 一 个 连通 的 Green Ж 
内 。 如 果 4 是 几乎 Borel mH e EHAA {E} 所 支撑 , 则 
差 集 À 一 А. 是 这 样 一 个 Borel Ж: 一 个 从 出 发 的 Brown 
运动 到 这 个 集 的 命中 时 几乎 必然 取 十 co 值 , 使 得 由 定理 14 函数 1 
在 这 差 集 上 的 光滑 约 化 恒 等 于 0， 因此 (定理 1.V.4) 这 个 差 集 是 
RE; 故 4 不 同 于 À 仅 相差 一 个 极 集 。 反之 ， 如 果 4 与 一 个 
Borel 集 仅 差 一 个 极 集 ， 则 可 设 4 一 AUA, 其 中 4 是 一 个 
Borel 集 而 А, 是 一 个 极 集 ,而 且 如 果 这 样 的 话 , 则 集 А, 和 4, 可 
分 别 取 为 A 和 А, 5 @ 4 的 任意 一 个 极 集 Gs 之 并 。 

关于 时 空 Brown 运动 的 几乎 Borel Ж. 定理 19 的 抛物 型 
情形 对 应 结果 可 以 通过 直接 转换 方法 得 到 。 


20. 从 非 规 则 边界 点 出 发 的 Brown 运动 命中 一 个 集 


设 D 是 RY 的 一 个 Green FH, др 为 它 的 Euclid WR. 
ож D 的 一 个 有 限 非 规则 边界 点 ，w《，) 是 “出 发 的 一 个 
Brown 运动 。 又 设 3 是 wC.) 命中 др 的 时 间 。 08—120 
界 点 不 规则 性 的 细 拓 扑 准则 〈 定 理 1. ХУШ. 7) 和 由 定理 5 推 
得 的 对 应 抛物 型 此 准则 ， 随 机 变量 S 是 几乎 必然 取 严格 正 值 。 设 
ШС). 是 在 8 中 断 的 过 程 we), W {wr), 17 0} 是 有 状 
RSA D 和 转移 密度 4v 的 Markov 过 程 。 再 设 > 是 D 上 的 
一 个 正 上 调和 函数 。 只 要 对 定理 8 稍 加 修改 即 可 证 得 : 如 果 过 程 
{60 (0)1, 1> 0} 对 于 + 之 $ 定义 为 0， 则 它 对 于 + <S 是 几 
乎 必然 连续 的 ， 并 且 如 果 过 程 随 机 变量 的 期 望 是 有 限 的 则 这 过 程 
是 一 个 正 上 坝 。 如 果 有 必要 我 们 用 ”和 “ 代替 v 以 保证 这 些 期 望 
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的 有 穷 性 ,而 且 让 < Р +оо , MAÉ ЕШ ЕЕ [П1=Г@ 
A: v 沿 几乎 每 个 wC) 轨道 返回 5 有 一 个 有 限 或 无 限 的 极 
限 ， 即 ”在 “有 一 个 < 十 co 的 细 极 限 。 由 此 我 们 已 经 得 到 了 
1. ХІ. 21 节 中 极限 结果 的 一 个 概率 证 明 ; 类 似 地 我 们 可 得 到 
LXVI. 17 节 中 的 对 应 抛物 型 情形 的 定理 。 

对 于 DD 中 国定 的 n,D X В 上 的 函数 ё = (#,„)к—> 4005,5, 
n) 是 上 调和 的 并 且 取 正 值 ,而 且 对 于 每 个 严格 正 值 点 o 这 函数 在 
{>} 上 是 有 界 的 ; 故 对 于 + > 0 和 тєр, HER 

pf lim 4 p(s + 5,Ë,n) 


存在 而 且 是 有 限 的 。 用 0(,0,n) 记 这 个 极限 。 等 价 地 ,存在 一 
Л @,0) 的 去 心 抛物 型 细 邻 域 使 得 


lim 4p(t+5,6,n) = &ь(1,&,т). (20.1) 
AJER) 


这 里 的 4 依赖 于 à — (л), 但 是 根据 引 理 1.X1. 8 的 抛物 型 情 
形 的 相应 结果 , 我 们 可 以 选择 4 使 得 (20.1) 对 于 D х ]0, 二 cof 
上 的 可 数 稠 子 集 中 的 让 成 立 ， 抛 物 型 情形 的 Harnack 定理 现在 
意味 着 (20.1) 对 于 这 个 乘积 集中 的 所 有 à R, 并 且 这 一 收敛 性 
是 局 部 一 致 的 , 从 而 函数 ji pl1,5,n) 在 这 个 乘积 集 上 是 抛物 
型 的 。 最 后 我 们 证 明 ，4p(1, &,+ ) 是 wO 的 分 布 密度 。 为 得 
到 这 一 点 ,我 们 注意 ,如 果 f 是 D 上 的 连续 函数 ,并 有 紧 支 撑 , 则 根 
据 刚 证 的 细 极 限 结果 ,有 


|, p(t — ssw (5), п) 1) Cdn) 
= (, 426%5,т) Сат) a.s. (20.2) 


上 式 左 边 的 积分 是 ЕН (0) 11 (7} 的 变形 ,而 且 由 Brown 运 
动 的 Markov 性 ,这 一 条 件 期 望 对 于 0<* < 5 (其 中 + 固定 ) 确 定 
一 个 鞠 , 再 应 用 条 件 期 望 连 续 性 定理 和 Brown 运动 的 0-1 律 可 证 
得 : 当 s 一 0 时 这 个 条 件 期 望 的 几乎 处 处 极限 是 E {flw Oh. 
将 这 一 事实 与 (20.2) 式 结合 便 证 得 《pC1,5,，) 为 所 求 密度 。 挑 
物 型 情形 的 相应 结果 留 给 读者 考虑 。 
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第 X Ж 条 件 Brown iar) 
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设 D 是 К” 的 一 个 开 子 集 ， 回忆 УП. 9 节 , 我 们 把 DD 中 的 
rBcwn 运动 定义 为 一 个 几乎 必然 连续 的 Markov 过 程 , 它 有 状态 
空间 DD 和 转移 密度 4p。 该 过 程 定义 所 在 的 杰 率 空间 的 大 小 可 能 
足以 (也 可 能 不 足以 ) 使 得 能 把 这 过 程 扩充 为 R” 中 的 一 个 Brown 
运动 。 

我 们 现在 定义 一 个 受 D 上 某 个 任意 的 严格 正 .上 调和 函数 条 
件 约束 的 DD 中 的 Brown 运动 。 如 果 РЖ Green 集 , 例 如 N= 
2 并 且 R? р 是 极 集 , 则 这 个 定义 得 不 到 任何 新 东西 ,因为 这 时 
4 必定 是 一 个 常数 函数 而 且 条 件 Brown 运动 化 为 Brown 运动 。 
因此 下 面 我 们 总 设 D 是 Green W, VIL 13 节 , 令 D'={h< 
十 co}， 并 且 定 义 

Huit о, 如 果 (E,n) € D° x D 
0, 如 果 (8,1) € (D — р) хр, 
697) 
REA, ШЖ» <p 过 分 函数 , 则 当 EED’ 时 Zpl1,5,*) 在 
р-р" 上 iy 几乎 处 处 等 于 0。 因 此 D 中 的 h-Brown 运动 是 
以 也 为 状态 空间 以 4Ь 为 转移 密度 和 初始 分 布 由 р" 支撑 的 
Markov 过 程 。 在 第 2 节 我 们 将 首先 证 明 ,满足 这 些 条 件 的 连续 过 
程 必定 存在 ,然后 把 过 程 是 几乎 必然 连续 的 条 件 加 到 定义 中 去 . 接 
着 将 证 明 此 时 几乎 没有 样本 轨道 离开 р^, 于 是 D 中 的 1-Brown 
运动 即 是 我 们 已 经 把 它 作为 也 中 Brown 运动 所 定义 的 过 程 。 
记号 Pi 和 Е* 
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在 前 些 章 ,我 们 已 经 一 般 地 用 到 记号 P 和 Е: 当 遇 到 一 个 概 
率 空间 时 , P 和 五 分 别 指 在 这 空间 上 的 概率 和 期 望 , 如 果 同 时 遇 到 
几 个 概率 空间 ， 册 记号 P 和 五 同时 用 于 每 一 个 空间 。 在 本 章 的 前 
几 节 这 记号 可 能 含混 不 清 ， 轩 为 我 们 同时 研究 h-Brown 运动 和 
Brown 运动 。 以 后 为 避免 混淆 ,我 们 将 对 Brown 运动 用 了 和 Е, 
而 对 h-Brown 运动 用 Р* 和 E*。《〔 如 果 h 便 等 于 常数 ， 这 时 
h-Brown 运动 化 为 Brown 运动 , 则 上 标 将 省 略 . ) 然 而 , 在 本 章 的 
第 8 节 以 后 一 直到 后 面 的 所 有 章节 , 这 一 特殊 记号 P4 和 EN 
当 有 必要 避免 含混 时 才 使 用 。 通常 地 ， 对 于 所 涉及 过 程 , 例如 
h-Brown 运动 的 w4(,)， 这 个 记号 将 告诉 读者 在 wO) SEE 
的 记号 已 和 五 指 的 是 #-Brown 运动 的 概率 和 期 望 。 


h-Brown 运动 的 存在 性 和 生存 时 间 


根据 Markov 过 程 理论 ,如 果 ЕЄ D*， 则 转移 密度 45 确定 
一 个 从 5 出 发 的 h-Brown 运动 。 这 个 过 程 的 生存 时 间 5} 的 分 


布 是 由 下 式 确定 的 : 
гч > = Фе, 
ACE 


рз} +оо} — lim А, (12) 
函数 h= Боко) LT А LU 
8 节 , 例 CD. FE HR EEA WER 加 恒 等 于 零 ;从 而 几 
平 每 个 h-Brown 运动 轨道 有 有 穷 的 生存 时 间 。 如 果 是 D 上 的 
一 个 严格 正 上 调和 函数 且 在 盖 上 Iy 可 积 ,例如 , 当 D 有 界 且 是 
一 有 界 函 数 时 , 则 б 

PASt — 十 oo) < CEP ска CHIC) = 0; 
(1.3) 
从 而 ,在 这 些 假设 下 几乎 每 个 -Brown 运动 轨道 都 有 有 穷 的 生存 
时 间 。 如 果 在 D 上 是 最 小 调和 的 , 则 对 某 个 常数 c。 有 名 сн, 
而 且 由 于 加 是 对 do 不 变 过 分 的 , 则 有 
"328。 


ho = 4 pCt," ,ho) = ck pCt,- ,h) > ch, 
使 得 要 么 “ 一 1， 此 时 几乎 每 个 h-Brown 运动 轨道 有 无 穷 的 生 
存 时 间 ,要 么 c 一 0， 此 时 几乎 每 个 Brown 运动 轨道 有 有 穷 的 生 
存 时 间 . 


45 过 分 函数 


为 避免 琐碎 起 见 ， 在 这 一 段 我 们 假设 刀 是 连通 的 。 我 们 利用 
OX. 6 和 1X. 8 节 ) 4 过 分 函数 与 正 上 调和 函数 连同 恒 等 于 十 co 
的 函数 的 等 同 关系 .由 МІ. 13 节 可 知 ,如 果 v 是 D 上 的 正 上 调和 
函数 ,由 函数 v/AE D — D* 上 定义 为 0) 是 <$ 过 分 的 ;反之 ,如 
R uE ah 过 分 函数 , 则 在 D — р" 上 w 一 0, 而 在 D* 上 ,要 么 
и 十 co ， 要 么 存在 一 个 D 上 的 正 上 调和 函数 v 使 得 x 一 v14。 

由 45 过 分 函数 与 h-Brown 运动 的 复合 所 定义 的 上 黑 


W o 入 为 了 上 的 严格 正 上 调和 函数 ,又 设 有 生存 时 间 5} 的 
ШАС) 是 一 个 从 р? 中 的 点 出 发 的 4-Brown 运动 。 在 D' 上 
定义 u= v/h, 在 D— D} 上 随便 定义 x 的 值 。 根 据 上 段 结果 ， 
EH r> Shki ulw) 一 0 的 约定 下 ,过 程 (ulw), E R+} 
当 wu(#) < +00, ВП ol) < 十 co HEER EE h = 1 的 情 
е. яК, 5h = l 的 情形 一 样 ,由 当 + > 0, 甚至 CE) 一 十 oo 
时 dolei) < +оо, (EH IX.6) 的 事实 可 推 知 ,这 时 还 有 45 
(а, ,и) < +оо; 所 以 ， 当 x() = 十 co ht, 过程 {wlw4(G)], 
0<:< +оо) ЖЕЙ. Ж 2 节 我 们 将 看 到 ,在 选取 wi) 为 
几乎 必然 连续 (将 会 看 到 这 是 可 能 的 ) 的 条 件 下 ,这些 睦 除了 在 
参数 值 Se 处 可 能 是 一 个 跳跃 闻 断 点 外 都 是 几乎 必然 连续 的 。 


调和 时 的 h-Brown 运动 


特别 地 , 当 丰 是 了 上 的 严格 正 调和 函数 时 ， 思 -Brown 运动 对 
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4 调和 和 h 上 调和 函数 所 起 的 作用 和 Втома 运动 对 调和 和 上 调 
和 函数 所 起 的 作用 是 相同 的 。 例 如 , 当 上 是 调和 函数 时 ， 一 个 <b 
过 分 函数 ， 在 轧 的 每 一 个 连通 开 分 支 上 , 或 者 恒 等 于 十 oo 或 者 是 
4 上 调和 的 。 从 DD 的 一 点 出 发 的 Brown 运动 w) IH №2 2 
定义 we 十 oo ) 一 0]， 几 乎 每 条 轨道 都 命中 《Euclid〉 边界 ,这 
一 事实 意味 着 , D 中 Brown 运动 的 几乎 每 条 轨道 在 轨道 生存 时 间 
趋向 一 个 边界 点 ， 但 是 对 于 一 般 的 调和 函数 4， 后 一 性 质 对 于 也 
中 的 h-Brown 运动 并 不 成 立 。 然 而 ,在 第 4 节 我 们 将 证 明 , 4 Л 
调和 时 ， 几 乎 每 条 从 DD 的 一 点 出 发 的 h-Brown 轨道 都 趋 于 ôD, 
虽然 轨道 在 өр 上 的 聚集 可 能 不 是 一 个 单 点 集 。 


正则 条 件 Brown 运动 


设 D 和 4h 同上 。 在 ҮП. 9 节 我 们 在 空间 9 上 定义 过 一 个 
D 中 的 正则 Brown 运动 尺 *")。 类 似 地 ， 可 以 定义 一 个 正则 k- 
Brown 运动 。 但 是 存在 一 个 本 质 的 区 别 : 当 В me 1 时, 一 个 D 中 
h-Brown 运动 的 几乎 每 条 轨道 在 轨道 生存 时 间 都 趋向 D 的 Euclid 
边界 的 一 个 点 ,但 这 一 点 并 不 是 对 的 所 有 选取 者 成立， 因此 ,我 
们 必须 改变 一 下 0 的 定义 .由 于 我 们 抛 开 VI. 9 节 中 的 如 下 条 
#: 函数 o ERNA $C) ik Rw 的 Euclid 拓扑 有 一 左 
极限 。 当 对 不 加 限制 讨论 正则 4-Brown 运动 时 ,我们 将 意味 着 
目前 的 定义 连 h == 1 这 样 的 情形 都 包括 在 内 ， 在 下 一 节 我 们 将 证 
朋 ，h-Brown 运动 对 任何 4 的 选择 都 存在 , 而 且 都 是 几乎 必然 连 
续 的 直到 它们 的 生命 时 间 。 如 果 wC) 是 空间 2 上 的 这 样 一 个 D 
中 h-Brown 运动 , 则 有 相同 初始 分 布 (由 D 支撑 ) 的 了 中 的 正则 
4-Brown 运动 的 存在 性 容易 用 映射 推 得 、 事实 上 ， 映射 о— 
wo) = © 取 9 的 一 个 点 口 对 应 到 © 的 一 个 点 © (我 们 候 
设 这 过 程 有 一 个 灭绝 点 添加 到 刀 中 ), 而 且 Q 上 的 w(.) 测度 化 为 
9 上 的 测度 ， 在 此 测 训 下 坐标 函数 过 程 ФО) 就 是 所 求 的 4 
Brown 运动 。 
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抛物 情形 

本 节 内 容 关 于 抛物 情形 的 讨论 留 给 读者 。 但 是 注意 ， 在 抛物 
情形 IX 12 节 中 的 一 个 例子 表明 ,一 个 上 抛物 函数 与 几乎 必然 
连续 并 有 左 极限 的 时 空 Brown 运动 的 复 台 可 能 有 一 个 稠密 的 间 
断 点 集 ,这 点 集 对 每 个 样本 函数 是 相同 的 。 


2. 用 Brown 运动 表示 h-Brown 运动 


在 本 节 我 们 来 推导 h-Brown 运动 和 Brown 运动 之 间 的 关 
R, WEHE h-Brown 运动 的 性 质 化 为 对 应 的 Brown 运动 的 性 
Ж. ЖЖ, DAE К 的 一 个 Green FE, h 是 D 上 的 一 个 严 
格 正 上 调和 函数 ME SÆ D 的 一 点 。 过 程 wC) ZCO 是 
定义 在 一 个 滤 过 的 概率 空间 (9 ,多 ,多 (.),P) 上 从 5 出 发 具 
有 生存 时 间 S 的 了 D 中 的 Brown 运动 ,而 过 程 fw 人 (.), 多 人 多.)} 是 
定义 在 一 个 滤 过 的 概率 空间 (9, 多 *,.F“《('),P*) 上 从 上 出 发 
有 生存 时 间 5* 的 了 中 的 h-Brown 运动 。 注意 

{єр} = {S > 1}, {ф*(:ує р} = {5 > 1}. 
假设 在 D 中 添加 一 个 灭绝 点 使 得 转移 函数 是 随机 的 ， 而 在 该 灭绝 
状态 上 定义 为 0. 

我 们 要 在 不 同情 形 下 来 证 明 下 面 的 结论 。 设 了 是 9 上 的 一 个 
FC) 可 选 时 , 又 设 AEFUT). Bi T* 是 a 上 的 一 个 
FC) 可 选 时 ,而 且 Ae ZT), 我 们 希望 证 明 ， 如 果 利 用 
wC) 样本 函数 定义 T 与 4 的 方法 和 利用 wC) 祥 本 函数 定义 
Т* 与 A 的 方法 相同 , 则 


Pan > Т) = | АСО AS 1) 


虽然 我 们 以 后 只 要 用 到 (2.1) 的 很 特殊 情形 , 但 要 在 直观 含义 上 把 
它 阐述 清楚 我 们 还 得 在 非常 一 般 的 假设 下 来 证 明 (2.1)。 

《2.1) 的 情形 《a): 对 某 个 严格 正常 数 :，T 一 +。 在 可 测 空间 
(09,2 (00)) 上 用 
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ААБ Ju м») Б сй 
定义 一 个 测度 8:， 便 得 到 一 个 测度 空间 ， 在 这 个 空间 上 过 程 
dels) s < ео 是 几乎 必然 连续 的 .假设 0 <<... <= 
8 AE (D), 定义 

Mo = {[w(n1), ,w(t1)] € A}: 

M$ = {w(t), w(t) E A}, (2.3) 
并 且 注 意 М„с{5 >} 和 MIC{S >з}, RE D — D 是 极 
集 从 而 是 ly 零 集 的 事实 ,我 们 可 利用 <b 计算 OCM): 


осм, = DS TOUT CRE) 


4 


16451). 1(45,). (2.4) 
于 是 对 于 M = М, 和 M' = Mi, # 
QCM) = PM}; (2.5) 


故 当 Т анг, Т^ аг, Л = М, В Л = Мі 时 (2.1) 是 成 立 的 。 
由 此 推 知 ， 如 果 ALAN 在 F {ws < iho 9700005), 
s< thon) 中 ， 而 且 A 和 A 是 用 同样 的 方法 借助 过 程 的 样本 
函数 来 定义 的 ， 则 当 7 三 + 和 T4 一 ， 时 (2.1) 是 成 立 的 。 更 精 
确 地 说 , 设 9 是 从 [0,41 到 D 中 的 函数 。 的 空间 ， 并 且 定 义 
Uro) = ol) 如 果 Ме HG) <ih 则 定义 M 为 在 从 
(S> 到 9 中 的 映射 оС оу F M 的 逆 映 象 ,又 定 
X м» 为 在 从 {S> 到 9 ЯН о — whl о) 下 
М 的 逆 映 象 ， 于 是 当 Те Тн, AM H A-M’ 时 
(2.1) 成 立 .事实 上 ,关于 对 子 集 的 这 一 结论 对 于 形 如 80), 
20,16 A} (其 中 +、 和 4 如 (2.3) 中 所 定义 ) 的 2 的 子 集 代数 中 
的 M 是 成 立 的 ,从 而 对 于 由 这 一 代数 产生 的 = 代数 中 的 M, 这 
一 结论 也 成 立 。 我 们 留 给 读者 验证 一 个 事实 《虽然 我 们 将 不 用 到 
E): 对 于 用 这 种 方法 得 到 的 对 子 (M , M*) RA, REME o 代 


*332' 


数 F 0000), <1} h (522) 的 子 集 类 , MAX м* 是 " 代 
数 F (006), <1) п {$ >} 的 子 集 类 . 

h-Brown 运动 的 几乎 必然 连续 性 。 等 式 (2.5) 表 明 在 8' 下 
的 几乎 必然 连续 过 程 {w(s)，s < theo 有 与 过 程 {w*(s), s< 
љо 相同 的 有 限 维 分 布 ， 由 此 推 得 ,后 一 过 程 有 一 几乎 必然 连 
续 的 标准 修正 ,从 而 从 D 的 一 点 出 发 的 每 一 个 D 中 的 h-Brown 
运动 ,而 且 更 一 般 地 ,每 一 个 具有 由 D* 支撑 的 初始 分 布 的 DD 中 的 
h-Brown 运动 , 都 有 一 个 直到 过 程 生存 时 间 几 乎 必然 连续 的 标准 
修正 ,更 详细 地 说 ,我 们 所 证 的 结论 表明 , 当 t> 0 时 ,几乎 每 一 个 
wC Justo 样本 函数 在 [0,z] 中 有 理 数 上 的 限制 是 一 致 连续 
的 ,而 且 对 于 固定 的 + 有 


ps О! = ша), s< s} 一 0 (r 为 有 理 数 )。 


因此 ， 如 果 对 于 s< St, w() 在 0* 定义 为 wO) 沿 有 理 数 
在 :点 的 极限 ， 则 wC) 就 是 所 求 wC) 的 几乎 必然 连续 标准 
修正 ,而 且 它 本 身 就 是 一 个 从 专 出 发 的 h-Brown 运动 。 于 是 我 们 
可 把 4-Brown 运动 的 初始 定义 精细 一 些 说 , 即 以 后 所 涉及 的 了 中 
h-Brown 运动 指 的 是 DD 中 直到 过 程 生存 时 间 ( 但 是 不 包括 这 一 时 
间 ) 几 乎 必然 连续 的 过 程 ,而 且 有 密度 «5 和 由 D* 支撑 的 初始 密 
Б. 特别 地 ,这 一 节 从 这 以 后 假设 wO) 直到 (但 不 包括 ) 过 程 生 
存 时 间 是 几乎 必然 连续 的 。 


中 断 的 h-Brown 运动 


设 B8 是 D 的 一 个 F, FR, Hik Т[Т*) 是 wC) [w*(*)] 
到 B 的 命中 时 ， 则 如 果 《M ,M*) 是 如 上 述 关 联 的 对 子 ， 那 么 对 
+ (МПТ > 2}, MINAT 1р) 也 是 依 相 同意 义 下 关联 的 对 
+, 这 只 要 注意 到 对 于 命中 一 个 F。 集 的 概率 的 简单 表达 式 即 可 
得 知 (参见 МІ. 6 4). 因此 ,由 (2.1) 的 情形 (a) 得 到 


РМ» {SNT > 1}} -| hiwa) 4E. (2.6) 


мчзлт>) hÇEY 
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特别 地 ， 如 果 D 是 D 含 的 一 个 真 开 子 集 , 则 (2.6) 并 且 B= 
р 一 D, 表明 ,在 Т* 中 断 的 wC) 有 与 从 出 发 的 hip,-Brown 
运动 相同 的 有 限 维 分 布 ,这 个 hip,-Brown 运动 直到 过 程 生存 时 间 
是 在 T* 中 断 的 vC), 而 且 添上 一 个 灭绝 状态 以 后 就 是 一 个 从 
ER D, 中 的 加 po-Brown 运动 。 
ER, 由 于 在 O 下 的 几乎 必然 连续 过 程 {w(s),s гро 
和 几乎 必然 连续 过 程 {w*《s),s < than ААВАА, 
所 以 这 些 过 程 在 指定 的 参数 区 间 内 (1. 12 节 ) 命 中 DD 的 一 个 解析 
TAR в 的 概率 相同 ,而 且 更 一 般 地 ,根据 同样 的 道理 得 知 ， 如 果 这 
些 过 程 分 别 地 限制 于 集合 M 和 M* 《它们 有 前 面 所 述 的 联系 ), 则 
仍 有 相同 的 结论 。 REH, WR Т[Т*] 是 wlw’) 到 B 
的 命中 时 , 则 (2.6) 仍 然 成 立 。 
任意 -个 h-Brown 运动 用 Brown 运动 的 表示 “对 于 :>0, 
我 们 定义 Ce) 上 的 一 个 测度 为 
AUDE AG) gps, ол) 


м^? hliws(e)] 
并 注意 О°(м*у = 0 的 充 要 条 件 是 PHM4n{fS >) 一 0. 在 
Q 下 的 过 程 (0705), < thois 与 受 限制 的 Brown 运动 过 程 
{е (з), <> 有 相同 的 有 限 维 分 布 , 现在 我 们 可 以 完成 这 个 
讨论 的 整个 循环 : 积分 


eh 
РИ миот 
当 M*€ FC) 时 它 的 值 是 РҶМ'П {S > 1}, ЖС) 过 
程 在 边 条 件 H>: 下 到 时 刻 * 并 利用 在 相应 边 条 件 下 DD 中 
Brown 运动 表示 的 概率 。 重要 一 点 是 这 个 Brown 运动 和 所 述 
h-Brown 运动 包含 相同 的 概率 空间 和 相同 的 随机 变量 ,仅仅 测度 
不 同 。 特 别 地 ， 如 果 u 是 卫 上 的 函数 , 则 ио) рі г 的 参数 
值 不 仅 是 在 P 下 而 且 是 在 8%* 下 wC) 的 一 个 函数 ,因此 我 
们 可 以 根据 # 在 Brown 运动 上 的 已 知性 质 导出 * 在 h-Brown 运 
动 上 的 性 质 。 
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下 面 的 结论 是 用 Brown 运动 表示 h-Brown 运动 (我们 已 经 
得 到 ) 的 直接 结果 。 

(а) 如 果 4 是 了 的 一 个 极 子 集 ， 则 一 个 也 中 h-Brown 运动 
几乎 没有 其 轨道 在 一 个 严格 正 参 数值 命中 4。 特 别 地 , 几乎 没有 
这 样 的 轨道 命中 р—р*, 

Cb) 与 D 中 h-Brown 运动 复合 的 一 个 D 上 的 上 调和 函数 v 
产生 一 个 过 程 ， 这 过 程 直 到 h-Brown 运动 生存 时 间 几 乎 必然 连 
续 , 并 且 除 可 能 在 参数 值 0 以 外 可 取 有 穷 值 的 样本 函数 。 

在 第 1 节 我 们 已 经 指出 ,如 果 v 是 D 上 的 一 个 正 上 调和 函数 ， 
WEAH и о/а Оң h= +0 ff, и = 0), M wx[zx(.)] 当 参 
数值 >S 定义 为 0 时 是 一 上 和 黄 , 问 时 当 E 一 十 co 时 理解 参 
数值 0 是 被 忽略 的 .根据 a) 和 б) 容易 看 出 ,这 一 上 默 除了 在 
S 可 能 为 一 间断 点 外 是 几乎 必然 连续 的 。 对 于 几乎 每 个 样本 函 
数 ,显然 这 个 上 拷 在 S 存在 右 极限 ,而 且 右 极限 等 于 0; 在 % 的 
左 极限 几乎 必然 存在 (有 限 )， 因 为 几乎 必然 右 连 续 的 上 霓 在 所 有 
参数 值 ,包括 当 这 上 庄 取 正 值 时 参数 值 取 十 0% ,都 几乎 必然 有 有 穷 
ERR. 

(с) k-Brown 运动 滤 过 和 强 Markov 性 质 。 定理 УІ. 8 和 
VI. 9 不 能 直接 用 于 4-Brown 运动 ,除非 h 取 有 穷 值 ,此 时 рк 
D, 但 是 这 些 定理 的 证 明 可 用 于 4-Brown 运动 的 情形 。 因 此 ， 如 
RFC) 是 由 零 集 和 多 {ws),s 过 让 所 产生 , 则 FCO) А 
右 连 续 的 。 进 而 ， 即 使 没有 过 滤 的 这 一 特殊 先 择 , 强 Markov 性 
质 对 于 #*(-) 也 成 立 。 显 然 这 些 结论 不 仅 对 w4(0) 一 是 成 立 
的 ,而 且 对 于 由 D* 支撑 的 任意 初始 分 布 也 是 成 立 的 。 

(d) k-Brown 运动 的 0-1 Ф. 设 FZ, 是 由 零 集 和 


NF 0900), <<} 


产生 的 , 则 [同上 假设 : wC) 是 从 D* 中 5 出 发 D 中 的 一 个 h- 
Brown 运动 ] 多 ,是 平凡 的 ; 即 是 说 ， 它 是 由 零 集 和 它们 的 补 集 
所 组 成 的 。 对 于 Brown 运动 0-1 律 的 两 个 证 明 已 在 УП. 6 # 
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中 给 出 了 ;第 二 个 证 明 可 对 所 有 h 用 于 h-Brown 运动 ， 由 此 0-1 
律 可 推 知 ,如 果 B 是 DD 的 一 个 任意 的 解析 子 集 并 且 T 是 wC) 到 
В 的 命中 时 , 则 概率 P(T 一 0) 必定 要 么 为 0 要 么 为 1。h-Brown 
运动 用 Brown 运动 的 表示 意味 着 这 个 概率 不 依赖 于 的 选取 ,并 
由 此 推 得 (定理 IX. 15)， 这 概率 等 于 1 的 充 要 条 件 是 5 为 4 的 
一 个 有 穷 极限 点 粗略 地 说 ,从 一 个 点 出 发 的 h-Brown 运动 的 初 
始 特 征 不 依赖 于 的 选择 。 根据 这 一 事实 ，VIL 6 节 的 结论 
(с) —() 对 于 所 有 h 的 h-Brown 运动 都 是 有 效 的 。 

在 轨道 生存 时 间 的 h-Brown 运动 [记号 D,é,w(*),w*(*) 
同上 ] 

WR wC) 是 从 5 出 发 RY 中 的 Brown 运动 , Н S Ж 
wk.) 到 Euclid 边界 的 命中 时 ， 则 在 SS。 中断 的 几乎 每 条 
we) 轨道 都 在 参数 值 S BF wS). 由 此 可 知 ， 几 乎 每 条 
we) 轨道 在 轨道 生存 时 间 都 趋 于 ӨР 的 一 点 ， 但 是 不 能 根据 
Brown 运动 和 h-Brown 运动 的 这 一 关系 推出 每 条 wC) 轨道 
在 轨道 生存 时 间 趋 于 6D 的 一 点 .事实 上 , 当 h 是 位 势 时 ,在 第 4 
节 我 们 将 证 明 , 几 乎 每 条 在 刀 中 的 h-Brown 运动 轨道 在 轨道 生存 
时 间 趋 于 D 的 一 点 ， 并 且 将 求 得 这 个 极限 点 的 分 布 。 当 h 是 调和 
函数 时 ,我 们 将 证 明 几乎 每 条 DD 中 h-Brown 运动 轨道 在 轨道 生存 
时 都 趋 于 ор 但 未 必 趋 于 др 的 一 点 。 


3. (2.1) 的 由 Ж 


正如 在 第 二 节 所 说 明 的 , 寻求 (2.1) 的 真正 关系 的 首要 问题 是 
求 相关 联 的 可 选 时 对 《T ,7T*) 和 相关 联 的 集合 对 (4A,4*),。 关 键 
是 T? 应 该 以 了 依赖 于 wO) 的 相同 方式 依赖 于 wC), mE 
At 应 该 是 依赖 于 wC) (Сиз Т") 的 集合 , 其 依赖 的 方式 
与 4 依赖 于 wC) 〈 直 到 时 刻 T) 的 方式 相同 。 在 第 2 节 通 过 选 
Е T* 和 了 为 相同 的 常数 函数 使 情形 得 到 简化 。 在 本 节 ,T"” 和 了 
将 还 是 非 平凡 的 可 选 时 。 
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ODARE wC) 和 Со) 是 正则 的 , ТТ, A= 
ль 设 C, SC) 是 在 概率 函数 空间 СО", SP) 上 
的 从 D* ДЕҢ ЖИ РН ПЕЙ] #4-Brown 运动 。 M А = 1 
и ый. ШОО 一 0,， 2(.) 一 0006), 而 且 过 程 的 生存 时 
闻 8,8 是 相同 的 。 定 义 

FLD = FA), <= FA), 

Fito) = YF) = FH), 
此 时 的 基本 过 滤 是 多 多.)。 设 À HAE HEC) 可 选 时 ， 
而 A 是 一 个 #}(7) 集 。 我 们 作 19 和 A 的 一 个 显然 选取 , 即 
шї яд 如 一 4， 并且 在 此 情形 来 证 明 (2.1)。 首先 注意 ， 
利用 IL2 例 (b) 中 定义 的 可 选 时 记号 以 及 事实 ; 

ANS > {27* [he FG), 
由 (2.6) 得 到 

кп >} Ў ANS > j2 = (PI) 
` 2-*уу dP 
Е > Prec NI ГӨ) 
3, dP 

hL&C(LT1.)] ху (3.1) 
当 п» оо, (31) 的 左边 趋 于 {MN (89 > 190). 而 右边 是 
E{#L(T1,)1; APACE) FA, 52([ 公 ],)]，4[2([ 他 ]。)]， 
为 所 写 的 排序 ,是 一 上 舱 , 是 左 可 闭 于 如 必 ()] 的 ,而 且 是 (定理 
I11.17) 一 致 可 积 的 ; 故 存在 LA 而 且 几 乎 处 处 收敛 于 极限 ВГ). 
于 是 我 们 可 以 在 (3.1) 中 积分 到 这 极限 (n> co)， 从 而 得 到 目前 
情形 的 (2.1)。 

情形 СЪ) 的 应 用 ШЖ (866), FOH), FON 
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是 在 概率 空间 (O, F, P) (O, 7’, P] 上 从 5 出 发 有 生存 
时 间 515°] 的 D 中 Brown [4h-Brown] 运动 ， 则 寻求 对 子 (T， 
т^), (4,4*) (此 时 (2.1) 是 成 立 的 ) 的 大 类 问题 可 通过 归结 为 情 
形 (b) 来 解决 。 事 实 上 ,如 时 我 们 作 这 样 的 约定 : 设 所 涉及 的 所 
有 过 程 都 有 一 个 共同 的 灭绝 点 ， 映 射 ow, о) оой» 
wC, ок) = о 都 是 从 9 和 0* Fj 0 — 0%, яф 0 是 一 个 
从 出 发 PD 中 正则 Brown 运动 的 空间 。 依 情形 СЪ) 的 记号 , 如 
果 我 们 假设 (可 做 此 假设 ) FC) 和 FAC) 都 是 右 连 续 的 , 则 
D 上 的 任 一 可 选 时 À 在 这 些 映射 下 有 .上 的 可 选 时 了 和 o 上 
的 可 选 时 T4 作为 它们 的 朔 映 象 。 ZiO 中 的 每 个 集 À 有 
FT) 中 一 个 集 4 和 FT) 的 一 个 集 A 作为 逆 映 象 ， 而 
且 如 果 Т,Л,Т* 是 用 这 种 方法 得 到 的 则 (2.1) 是 成 立 的 , 这 是 因 
为 在 情形 (b) 的 场合 (2.1) 是 成 立 的 。 例如 ， 如 果 T° 是 05) 
到 DD 的 一 个 闭 子 集 的 命中 时 ， 则 TIT) 几乎 必然 等 于 we) 
[wx(,)] 到 这 个 集 的 命中 时 ， 


Олж С) 的 推广 


(下 面 用 不 到 这 点 。) 一 个 自然 想法 是 推广 情形 b) 从 而 在 
上 提 到 的 应 用 中 考虑 到 p ERA ри 零 集 。 这 一 推广 是 必要 的 , 例 
ш, МТЖ BC) 到 D 的 任 一 解析 子 集 或 是 D 的 Borel F 


集 的 命中 时 时 ,就 需要 这 种 推广 .更 特殊 地 ,定义 SOLS AO] 
为 由 340 以 及 PIPI 零 集 所 产生 的 代数 根据 第 二 节 , 江 


过 区 (.) 和 FAC) 都 是 右 连 续 的 ， 如 果 字 是 一 个 FC) 
可 选 时 而 且 Ає FÈ), WOR 11.2(j) 节 ] 存 在 一 个 FC) 
可 选 时 À 和 一 个 PCR) 可 选 时 4。， 使 得 除 一 个 р 零 集 外 
有 名 一 全 和 4。 一 4。 根据 (2.1) 的 情形 《b), 一 个 {5 >F) 的 
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FT) TER р 零 集 的 充 要 条 件 是 它 为 P 零 集 ， 因 此 ， 除 
一 个 P 零 集 外 ,有 名 一 全 AA 于是， 如 果 我 们 定义 
тї, TT, Am Л, A= A,， 则 作为 推广 情形 O) 等 
À (2.1) 在 正则 过 程 情形 是 成 立 的 。 这 使 得 我 们 可 以 完全 等 价 地 
从 一 个 FE 可 选 时 P 和 一 个 FEN 集 A 出 发 来 研 
究 问题 . 


4. h-Brown 运动 在 其 生存 时 间 的 渐 近 特性 


定理 设 D 是 R” 的 一 个 Green 子 集 ,又 设 h 是 D 上 的 一 个 
严格 正 上 调和 函数 且 是 D* 中 一 点 。 

(а) 如 果 h 是 调和 的 , 则 几乎 每 一 个 从 5 出 发 的 4-Brown 
轨道 在 轨道 生存 时 间 趋 于 Әр, 

(b) WR 4 一 Gop 是 一 个 上 调和 位 势 , 则 从 二 出 发 的 几乎 
每 个 4-Brown 轨道 都 有 有 穷 的 生存 时 间 , 并 在 它 的 生存 时 间 趋 于 
рб {. СУ >(#,+) 是 由 v(&,4d5) = Gok, t) н(4)/ 
h(5) 给 出 。 如 果 4 RSR, D vE, AND) = 0. 

ЖО) 定理 的 部 分 (а) 并 不 意味 着 当 4 是 调和 函数 时 , JL 
平 每 条 从 出 发 的 h-Brown 轨道 都 趋 于 Әр 的 一 点 ,而 事实 上 
在 3.11.2 节 我 们 将 证 明 : ”如果 др 是 由 D 的 度量 紧 化 而 得 到 ， 
则 几乎 每 条 从 5 出 发 的 h-Brown 轨道 趋 于 Әр 的 一 点 的 充 要 
条 件 是 OD 为 可 解 的 ,同时 在 此 情形 下 轨道 极限 在 ӘР 上 的 
分 布 是 bE) 现在 我 们 可 以 在 一 特殊 情形 验证 这 一 结果 , 即 
当 h 三 1 H др 是 Euclid 边界 《根据 定理 1. VIl.4 知 它 是 可 
解 的 )。 事 实 上 ,如 果 RY 中 从 DD 中 出 发 的 一 个 Brown 运动 在 
Euclid 边界 的 命中 时 中 断 而 得 到 一 个 DD 中 的 Brown 运动 , 则 以 
这 种 方法 得 到 的 (为 现在 的 目的 没有 失去 一 般 性 )D 中 Brown 运 
动 的 几乎 每 条 轨道 都 在 轨道 生存 时 间 趋 于 8D 的 一 点 , 即 趋向 初 
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始 Brown 运动 命中 ðD 的 那 一 点 。 根 据 定理 1Х 13, 在 др 上 
这 一 命中 点 的 分 布 是 pp($,*)。 

注 (2) 我 们 将 证 明 一 个 比 定理 4(b) 更 强 的 结果 : 在 这 种 情 
形 从 出 发 的 h-Brown 轨道 可 以 通过 下 面 的 方法 得 到 ， 首 先 根 
据 >(,。) 的 概率 分 布 选取 一 个 轨道 的 渐 近 端点 “， 然 后 选取 
一 个 从 二 出 发 的 Gp《(*,5)-Brown 轨道 〈 它 在 轨道 生存 时 必定 趋 
+ ©. 正如 (b》 中 所 述 ,由 些 可知, 如 果 4 是 极 集 , 则 由 于 (定理 
ТУПИ БЕЛА h = Gop = 十 oo 必 有 v(E, AND )= 
0; 从 而 CAND) = 0, 

(а) 的 证 明 。 设 #*С-) 是 从 5 出 发 D 中 的 h-Brown 运 
动 , 且 有 生存 时 间 5*， 又 设 D。 是 含 § 的 DD 的 一 个 开 相对 紧 子 集 
HE T? 是 wC) 到 ôD, 的 命中 时 , 当 4 = 1 时 省 略 上 标 4, 
Р{$ > Т} 一 1 是 平凡 的 ,根据 (在 3 节 用 到 的 ) 情形 б) 下 的 
(2.1) 式 ,如 果 h 是 调和 的 , 则 


Psr =| „Мест ег, a 
- 50.0 1, (41) 


于 是 几乎 每 条 0С) 轨道 命中 Әр, HE (a), RANER: 如 
Жс 是 的 一 个 紧 子 集 且 现在 的 T* 是 wC) 命中 др, ИА 
到 达 的 首 中 时 , 则 只 要 D。 充 分 大 就 有 PHH > THEW. H 
H T' 的 这 一 定义 ,由 (2.1) 便 得 到 
риз те a ded 
ДӨ) 
这 里 右边 的 概率 是 从 5 出 发 D 中 Brown 运动 在 命中 Әр, 以 后 
命中 C 的 概率 ,并 且 这 个 概率 对 于 充分 大 的 D, 而 任意 小 ,因为 从 
E 出 发 的 几乎 每 条 DD 中 的 Brown 轨道 都 在 轨道 生存 时 间 趋 向 边 
界 。 从 而 (а) RY. 
Cb) 的 证 明 。 在 第 1 节 我 们 已 经 看 到 , 当 4 是 位 势 时 ,几乎 每 


eme 


条 h-Brown 轨道 都 有 有 穷 的 生存 时 间 .如果 DEBA E 的 Di 
的 一 个 开 相对 紧 子 集 , 闪 月 Ti 是 wC) 到 Әр, 的 命中 时 ， 则 
由 (2.1) 推 得 
AT çh „у = BCE, h 
PHS > Ti} кыс: 

正如 (a) 的 证 明 得 到 的 。 由 于 现在 h 是 位 势 ， 所 以 ， 只 要 选择 
D, 充分 大 《1.VII1L.11 节 ) 这 等 式 的 右边 可 以 任意 小 ;从 而 几乎 每 
条 从 8 出 发 的 轨道 都 有 一 个 马 的 紧 子 集 闭 包 。 现 考虑 一 个 特殊 情 
形 , 对 DD 的 不 同 于 5 ЖА C, h= Go(. ,5)。 RANEH, 在 此 情 
形 下 几乎 每 条 vC) 轨道 在 轨道 生存 时 间 趋 于 《“。 为 此 ， 定 义 
D' = D — {5}, HH k Whg D 的 限制 。 则 函数 K D E 
调和 , 并 且 从 出 发 D 中 的 hr-Brown 运动 可 以 和 从 5 出 发 PD 
中 的 h-Brown 运动 等 同 起 来 ;于 是 由 (a》 推 得 ,几乎 每 条 从 8 出 
发 的 h-Brown 运动 轨道 在 轨道 生存 时 间 趋 于 Әр = {5}U6D. 
由 于 我 们 刚才 已 经 证 明 几 乎 每 条 vC) 轨道 都 有 DD 的 一 个 紧 子 
集 闭 包 ,所 以 由 此 得 知 几乎 每 条 从 出 发 的 和 Brown 轨道 在 轨道 
生存 了 时 间 趋 于 $。 更 一 般 地 ,如 果 h = Сои, W 


дин) = | LoC m ыба), aD 


而 如 果 0 过 4 过 … in 则 wa), wan) 的 联合 密度 
是 
об, 0) 0 一 nosbsi) ep, а,в) 
sr) 

Lee D vE, dt), (4.3) 
这 一 表达 式 表明 ， 一 个 从 5 出 发 的 h-Brown 轨道 可 以 用 下 列 方 
法 得 到 :首先 按 概 率 分 布 (5,45) 选取 轨道 渐 近 端点 “， 然 后 
选取 一 个 从 5 出 发 的 Go(e,8)-Brown 轨道 , 即 上 面 注 (2) 中 所 述 
К. 这 种 以 条 件 概 率 的 语言 正式 表达 的 构造 方法 留 给 读者 考虑 . 
这 定理 (b) 部 分 可 根据 这 种 构造 而 推 得 。 
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对 于 一 般 h 的 h-Brown 运动 

设 h 是 D 上 的 一 个 严格 正 上 调和 孔 数 ,使 得 (Riesz 分 解 )h 
为 一 个 正 调 和 函数 a 和 一 个 位 势 有 的 和 。 利用 4% 和 ‹Ь Ж 
Ж 45 的 计算 式 

«ау л) 一 каена мааа) (4.4 

可 以 解释 如 下 : ”为 了 得 到 一 个 从 5 [ 当 h(#) < 十 oo] 出 发 的 
h-Brown 轨道 ， 以 概率 hi(#)/hC8) 选取 一 个 从 5 出 发 的 iu- 
Brown 轨道 ,于 是 ,一 个 马 中 的 从 5 出 发 的 h-Brown 轨道 在 轨 
道生 存 时 间 趋 向 D 的 一 点 的 概率 为 如 (8)/h(#)， 且 这 渐 近 端 点 
的 分 布 如 《b) 中 所 述 而 被 确定 ， 因 此 一 个 D 中 的 从 5 出 发 的 
h-Brown 轨道 在 轨道 生存 时 间 趋 于 DD 的 边界 的 概率 为 h(#)/h(8) 
在 后 一 情形 这 轨道 是 否 几乎 必然 趋 于 一 个 边界 点 取决 于 大 以 及 边 
界 的 选择 ， 但 是 一 个 忆 中 的 从 专 出 发 的 h-Brown 轨道 在 边界 上 
具有 某 种 渐 近 性 质 的 概率 总 是 一 个 忆 中 的 从 专 出 发 的 A-Brown 
轨道 具有 这 种 性 质 的 概率 与 h(#)/h(#》 的 乘积 。 


5. 从 4 的 无 穷 大 点 出 发 的 4-Brown 运动 


如 果 D 是 RY 的 一 个 Green 子 集 ，h 是 D 上 的 一 个 严格 正 
上 调和 函数 ， 并 且 AE) < 十 co ， 则 一 个 D 中 从 8。 出 发 的 5- 
Brown 运动 是 具有 下 列 性 质 的 过 程 〈 所 有 密度 都 是 关于 jw 而 言 
的 )。 

5-ВМ(1) 除了 当 转 移 密度 是 非 随机 的 并 把 一 个 灭绝 点 8 Ж 
加 到 D 上 而 得 到 随机 转移 概率 情形 ， 在 转移 到 8 时 存在 一 个 间断 
АД, 0.00) 是 一 个 从 E 出 发 有 状态 空间 DD 的 几乎 必然 连续 
її. 

5-ВМ(2) 当 :>0 时 wi) ВВА AU, Eo). 

h-BM(3) С.) 是 D 上 有 转移 密度 函数 «5 HJ Markov 过 
程 ;等 价 地 ,在 5-ВМ(2) 下 ,逆转 移 密度 (从 在 时 刻 的 7 转移 到 


Ine 


М s А Е, Ийт s<) 是 

40(,50,5)4000 — 5,8 Л). (51) 

olt, Eon) 
今 设 所 有 概率 乘 以 AE). 这 一 变换 不 影响 4-BMC3) 中 的 条 件 
密度 ,而 只 是 4-BM(2) RZA #-BM(2):%4 上 > 0, wiU) 有 分 
布 密度 函数 dol, Eok, 不 难得 到 现在 定义 的 过 程 所 在 的 测度 
空间 有 可 能 不 为 1 的 测度 ， 从 现在 起 一 个 从 & 出 发 的 h-Brown 
运动 当 Aë) < 十 co 时 ( 同 前 ) 指 的 是 满足 h-BM(1) 一 (3) 的 过 
程 ， 而 当 ACE) = 十 co 时 指 的 是 满足 h-BM(1),(2'),(3) 的 过 
程 。 在 后 一 情形 过 程 定义 所 在 的 测度 空间 必定 有 测度 十 co ， 而 且 
事实 上 当 :之 0 时 有 
P*{wi (0) = Eo} 一 Ро G) = 0} = +оо, 

我 们 还 没有 证 明 从 % 的 一 个 无 穷 大 点 出 发 的 h-Brown 运动 的 存 
在 性 ,现在 我 们 着 手 来 做 这 件 事 ， 我 们 将 在 从 R? 到 DU{6} 中 
并 在 参数 值 0 取 i 值 的 全 体 函 数 构成 的 空间 9 上 来 构造 所 要 求 
的 过 程 。 首 先 注意 ,如 果 存 在 满足 4-BM(1) 一 (3) 或 满足 h-BM 
G), (27), G) 的 过 程 wC), WA Кєр, ғ > 0 而 且 无 论 
hE) 是 否 有 限 ， 受 条 件 wh) 一 8” 限制 的 过 程 wC) 均 有 
如 下 的 性 质 : ”在 参数 集 [0,7] 上 的 过 程 与 在 参数 集 [”, 十 cof[ 
上 的 过 程 独立 ;在 前 一 参数 集 上 的 过 程 是 Markov 过 程 ; 在 后 一 
参数 集 上 的 过 程 是 一 个 从 E 出 发 的 h-Brown 运动 。 现在 我 们 
可 以 在 函数 空间 9 上 构造 一 个 过 程 x(")， 使 之 具有 这 种 受 条 件 
限制 过 程 的 有 限 维 分 布 。 事 实 上 ， 利 用 Kolmogorov 标准 方法 ， 
我 们 配给 9 一 个 测度 Pt， 使 得 坐标 函数 族 (10), R+} 对 于 
严格 正 的 参数 值 有 指定 的 有 限 维 分 布 ， 并 且 x(0) = Е. ЯЖ 
类 是 使 得 每 个 坐标 函数 可 测 的 最 小 类 。 这 样 在 9 本 身上 确实 的 要 
率 等 于 1, 如 果 现 在 e 是 已 知 的 ,在 D 上 的 分 布 具 有 密度 Zp(s， 
S)4, M: 在 8 上 的 概率 测度 P4',， 变 成 一 个 测度 


Pi = | «игы КЕРСЕ), 
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并 有 РАСО) = «007 80h); 由 定理 区 .6， 后 面 这 值 是 有 穷 的 . 
Q 上 的 测度 序列 {Pin >1} 是 一 个 增 序列 并 有 性 质 : ШЖ, 
是 2 的 一 个 可 测 子 集 而 且 了 一 sntfzr(1/z)e р}, рч n>m 时 
Pinis} 一 Pfefz}. 这 个 增 测度 序列 的 极限 是 2 上 的 一 个 测度 ， 
CH РКО) = hè) < 十 co 而 且 使 得 过 程 х(-) 是 满足 h 
ВМ(2'),(3) 的 Markov 过 程 。 测 度 Р 是 P* 到 {х(7)єр} 
可 测 子 集 类 上 的 限制 。 测度 P* 也 可 以 用 2 节 中 所 述 的 Brown 
运动 来 表示 ， 在 那里 没有 用 到 测度 规格 化 。 也 就 是 说 ， 如 果 
fon), FC) 是 一 个 从 & 出 发 了 中 的 Brown 运动 , 它 有 生 
存 时 间 8S， 又 如 果 “> 0 В 4e (5), WWE 


At | ВС )]dP 


AMSS: 
配给 {wals),s <s} в, Ар {wels <s) E P F 
ER {x(s)ED} 上 与 {0u <s) 有 相同 的 有 限 维 分 布 ， 仿 
照 2 节 中 的 相应 讨论 ,容易 推 得 x*(*) 有 一 随机 修正 wC), € 
除了 在 转移 到 0 的 时 刻 就 是 连续 的 ; Со) 满足 4-BMC1),C2), 
(3)， 即 为 所 要 求 的 . 

例 it 4 — Golose), ЖА Eo 出 发 的 D 中 的 一 个 4h-Brown 
运动 是 这 样 的 一 个 过 程 : 它 的 轨道 有 有 穷 生存 时 间 而 在 生存 时 间 
向 后 趋向 Ee 


6. 时 间 逆 转 下 的 Brown 运动 


设 D 是 R 的 一 个 Green РЖ, Рр БІРА 
和 函数 。 又 设 wil) 是 D 中 的 一 个 从 出 发 的 h-Brown 运动 ， 
并 有 生存 时 间 s. 容易 引起 人 们 猜想 ， 依 时 间 逆 转 的 这 一 过 程 
(致使 它 的 轨道 在 它们 的 生存 时 间 趋 向 E) 是 一 CpG，)-Brown 
运动 ， 下 面 的 讨论 表明 这 个 猜想 是 正确 的 ， 只 要 作 适 当 的 解释 。 
Rx 号 记 刀 的 一 点 紧 化 的 Alexandrov 点 ,并 定义 
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му E WRO, 
Pen f. 如 果 > st 


此 推广 的 过 程 是 参数 区 间 R 上 的 Markov 过 程 ， 它 有 非 平 稳 转 
移 函 数 ,而 且 依 时 间 逆 转 的 这 一 过 程 也 是 Markov 过 程 。 这 一 事 
实 引出 了 下 面 的 讨论 。 一 种 很 有 用 的 情形 是 从 一 随机 原点 开始 依 
时 间 的 逆转 。 设 z 是 一 正 的 随机 变量 ,与 过 程 wC) 独立 , 且 有 
分 布 4。 更 确切 地 说 ， 用 乘积 空间 9 х R 代替 已 知 随机 变量 定 
义 所 在 的 空间 Q, itz 是 这 个 空间 的 第 二 个 坐标 函数 ,并 把 这 个 
乘积 空间 上 的 测度 @ 定义 为 已 给 的 2 测度 P 和 4 的 完备 乘积 
测度 ， 随机 变量 оС) 变 为 该 乘积 空间 上 的 函数 ， 仍 然 记 为 
wG). HIER, EX хп) 为 we(z — 7), ER 2) 为 定义 
在 一 个 无 穷 测度 空间 上 的 函数 。 应 用 Fubini 定理 并 通过 简单 计 
算 可 证 得 ，x(s) 的 分 布 在 D 上 的 限制 关于 lw 绝对 连续 ,而 且 


+) DAE Dp T ae BEEN, (61) 


进而 对 于 + > 0， 在 给 定 D 一 {5} 中 的 x(s) F, xs + 0) 的 
条 件 分 布 可 以 选取 为 在 D 上 对 每 个 x(s》 的 值 都 绝对 连续 ,并 有 
GG +0) 分布 在 D 中 点 的 密度 |x(s))1scow 
_ botn, C )GoCE,%) i 

Go(E ,n) А (6.2) 

更 一 般 地 , 在 (6.2) 中 如 果 条 件 x(s) 一 ? 代 之 以 更 强 的 限制 条 件 
ala) = ms) = qa) = л, , 

其 中 m <s <s R „єр, 则 这 一 条 件 密度 仍然 不 变 .于 
是 ,对 于 初始 参数 值 һ 的 任意 选择 ,过 程 at.) 到 参数 集 R+ 
和 ОХЕ Ж {x(1) ED} 一 {0<: 一 1 < Si) 的 限制 是 一 
Markov 过 程 ,并 有 由 密度 (6.1)( 包 含 4) 和 转移 密度 (6.2) (不 包 
含 4) 所 决定 的 初始 密度 ,只 要 Х(„+ +) 的 轨道 都 在 D 内 ,更 
确切 地 说 ， 如 果 这 过 程 当 轨道 到 达 吉 时 中 断 使 得 过 程 生存 时 间 是 
* 一 mw。 则 如 此 限制 和 中 断 过程 + Got + )&— Ср, (Е + )-Brown 
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运动 ,并 以 密度 (6.1) 为 初始 分 布 。 进 而 对 定理 VLI GR Markov 
性 质 ) 为 适应 现在 情形 稍 加 修改 即 可 证 得 ;如 果 是 D 的 一 个 解析 相 
对 紧 子 集 而 且 T Æ (°) 到 4 的 命中 时 ， 则 限制 于 集 {T< 
十 00} 且 当 轨 道 到 达 5 时 中 断 的 过 程 x(T' 十 。) 是 一 Сь(%,.)- 
Brown 运动 过 程 ,更 确切 地 说 ,如 果 我 们 用 如 下 方法 定义 9.x 有 
的 一 个 过 滤 多 ): 对 于 R 中 的 + 令 #'бс)%ШРхЬ® 
RAT F'{x(s),—o0 <s <1} 产生 的 5 代数 ， 则 在 如 上 述 情形 
限制 和 中 断 的 过 程 {eC +), 2 (Т0), ER) 是 一 
Go{5,。j}-Brown 运动 过 程 。 返回 到 原始 空间 0, EX L4 为 
ШС) 对 于 4 的 末 遇 时 间 ， 并 令 多 (' ) 是 9 的 过 滤 : 定义 
FC) HP ERA F {wL — s), s <1) 产生 的 9 的 子 集 
9 代数 。 则 根据 我 们 已 证 的 结果 可 以 推 得 ， 在 现在 的 情形 中 断 在 
时 刻 Le 的 过 程 {w4 Lt — 1), F (0), РЕК) 是 一 GE, + )- 
Brown 运动 过 程 ,并 以 w4(L%) 的 分 布 为 初始 分 布 。W4() 的 
分 布 将 在 第 10 HRE. 

例 (a) 设 D. 是 DD 的 一 个 开 相 对 紧 于 集 的 增 序列 , 它 的 并 为 
D, ЖЕЖ D, 的 一 点 ， 又 设 Li 是 w) KA D。 的 时 
间 。 则 我 们 已 经 证 明 , 过 程 СГ, 一 。)( 它 中 断 在 时 刻 LE) 
Ж Ср(&,., )-Brown 运动 ， 注 意 ,这 个 过 程 的 初始 分 布 是 由 др, 
支撑 的 ,而 且 Li 是 一 个 增 序 列 ,有 极限 БЕСС о) 过 程 的 生存 
时 间 )。 我 们 现在 来 证 明 : ”如 果 5; 是 几乎 必然 有 限 的 ， 则 过 程 
#б(53+— .) 《有 生存 时 间 50) 是 开 参 数 区 间 ]0, 十 co[ 上 的 
Сь(Е, • )-Brown 运动 。 事 实 上 ， 如 果 了 是 忆 上 的 一 个 正 连续 函 
数 , 它 有 紧 支 撑 , 并 且 如 果 0 <<, 

Eflwi(Li, — 012 (s)} 

Go(E,n)fCn) = 
Gol wil LE, — s)) 
XIn(dn) a.s. (6.3) 

(Markov HE). 当 п» со, H Fatou 引 理 得 到 不 等 式 

E*{flwi(St 一 )]|.#(з)} > ЕҢ}[4(5: — t) ll wg 
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=| oG swit 0), 


(S? — s)} a.s. (6.4) 
而 且 由 于 两 边 的 期 望都 等 于 EH wS 一 D ARRELS 
式 几 乎 必然 成 立 。 由 此 推 得 ,过程 w 红 中 — + ) 是 СЬ, * )- 
Brown 运动 , 此 即 所 断言 的 。 特 别 地 ， 假 设 刀 通过 度量 紧 化 并 有 
іт) 几乎 必然 存在 福 质 而 附 有 一 个 边界 OD. 定义 wlt) 为 
ar i 


这 一 极限 ,只 要 这 极限 存在 ,否则 为 任意 值 。 这 个 收敛 性 条 件 是 满 
足 的 ,如 果 这 边界 是 Euclid 边界 而 且 4 = 1 或 者 至 少 h 有 一 个 到 
万 邻近 的 严格 正 调和 的 扩张 。 当 刀 连通 时 , 我 们 将 证 明 : 这 种 收 
敛 性 满足 的 充 要 条 件 是 这 边界 为 可 解 的 (定理 3. HL.2)。 如 果 这 
一 收敛 狂 条件 满 足 , 则 中 断 在 时 刻 Sh 的 过 程 {wh(5 — 1) ER}, 
是 几乎 必然 连续 的 Markov 过 程 ， 它 的 初始 分 布 由 ӨР Ж 
PR. 在 3. Ш.2 节 中 我 们 将 证 明 ， 这 个 初始 分 布 就 是 h 调和 测度 
48(5，，)。 注 意 ,不管 是 否 引 进 边 界 , 只 要 wiC +) 是 一 个 DD 中 的 
b-Brown 运动 ,其 中 4 为 它 的 初始 分 布 且 有 生存 时 间 5}, 而 且 如 
R N 几乎 必然 取 有 穷 值 , 则 过 程 {wi — г) г 0}， 中 断 在 
时 刻 St， 是 一 个 Go2-Brown 运动 , 当 引 进 一 种 具有 上 述 性 质 的 
边界 时 ,这 过 程 可 以 扩张 到 参数 集 R 并 有 由 ӘР 支撑 的 初始 分 
Ж. 我 们 将 把 过 程 ю1(51:— +) 叙述 为 一 个 Gp4-Brown 运动 ， 
不 管 参数 集 是 否 扩张 到 К+, 

P (b) 设 5 和 与 是 D 中 的 两 个 不 同 点 ,并 定义 B=D 一 
Li}. WERITE АЗЕ Go, +) 到 8B 的 限制 , 则 以 前 的 例 
子 可 用 于 8 和 А. 注意 《4 节 ) 几乎 每 条 从 5, 出 发 8 中 的 h- 
Brown 运动 轨道 都 有 一 个 有 限 的 生存 时 间 工 而 且 在 轨道 生存 时 
HET 与 。 根据 例 (a)， 这 一 从 5。 出 发 且 在 时 刻 工 逆 转 的 
Сь(&\,* )-Brown 运动 是 一 Со(&,,, )-Brown 运动 。 于 是 ， 例 
如 当 研 究 函 数 在 E AWM &， 出 发 的 Brown 运动 轨道 的 极限 
时 ,我 们 已 经 看 到 (2 节 ), 我 们 可 以 用 一 个 从 g 到 ë 的 
Сь(Е,, © )-Brown 运动 代替 Brown 运动 ， 而 且 现 在 还 得 知 这 个 
条 件 Brown 运动 的 轨道 可 以 和 从 5, 到 E, 的 一 个 Go, *)- 
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Brown 运动 的 轨道 等 同 起 来 。 


7. 对 于 4 调和 函数 Dirichlet 问题 的 概率 初 解 ; 
в-Вгомп 运动 命中 概率 和 对 应 的 广义 约 化 


AT, wC) 是 从 D* 的 点 出 发 在 RN 的 Green F 
集 D 中 的 一 个 h-Brown 运动 ; we) 有 生存 时 间 S, 并 且 
ш) 到 刀 的 一 个 子 集 4 的 进入 [命中 ] 时 间 是 ТОАТ], 4 
в= 1, ЕЙ! 可 从 记号 中 省 略 。 

对 于 调和 函数 Dirichlet 问题 的 概率 解 , 


在 这 里 假设 D 是 有 界 的 ， 又 设 不仅 是 调和 的 而 且 有 一 个 到 
D 的 某 个 开 邻 域 D， 的 严格 正 调和 扩张 。 按 照 2 节 ,- 一 个 D 中 的 
h-Brown 运动 可 以 和 一 个 中 断 在 到 Әр 的 命中 时 DD 中 的 《推广 
的 h-) Brown 运动 等 同 起 来 。 因此 几乎 每 条 wèl ) 轨道 在 轨 
道生 存 时 间 趋 于 ôD 的 一 点 wei). 特别 地 ， 如 果 ле, 
则 根据 定理 1Х.13, 调和 测度 wo(s,") 是 wl) 在 р 
上 的 分 布 。 现在 我 们 对 (Е, +) 来 证 明 相应 的 事实 利用 
Brown 运动 概率 对 4-Brown 运动 概率 的 表示 以 及 调和 测度 对 
h 调和 测度 的 表示 CË 1. VIILS) 我 们 可 得 到 , 对 于 0D 的 一 个 
Borel FEBA 

2 ар 


PHACSI E В) | а ASS 5 


-euh 一 „а,в. (7.1) 
就 是 说 ， 简 单 地 推广 “命中 ”概念 的 含义 ， 得 到 这 В 调和 测度 ив 
(&,+) 就 是 wC) 在 8D 上 的 命中 分 布 ,这 就 是 要 证 的 。 而 
且 定 理 1X.13 现在 可 以 直接 翻译 成 关于 h-Brown 运动 的 定理 ， 
不 用 改变 证 明 。 但 要 注意 ,这 里 的 D 是 有 界 的 而 且 这 里 的 4 具有 
到 D 的 一 个 开 邻 域 的 调和 扩张 。 对 于 任意 的 Green 集合 D 和 
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D 上 的 严格 正 调和 函数 的 一 般 情况 将 在 3112 节 中 处 理 ， 这 一 
般 情况 将 更 加 精细 ,因为 即使 是 一 个 Green 集合 的 Euclid 边界 
也 未 必 对 于 每 个 严格 正 调和 函数 h BE h 可 解 的 。 

对 于 h-Brown 运动 (4 未 必 调 和 ) 的 命中 概率 


固定 4 并 定义 
= 人 < Si} 如 果 5eD^， 
0 如 果 £ € D — р», 

由 于 w Ж 站 一 过 份 的 (VI.12 45), 对 于 D 上 的 某 个 正 上 调和 函数 
v WE D* 有 上 w 一 v/h; WEDE v 拟 h。 特 别 地 ， 如 果 h 是 
调和 的 , 则 函数 « 是 关上 调和 的 ,而 且 在 1Х.9 节 对 于 情形 h 二 1 
给 出 的 证 明 表明 了 《在 D — А 上 是 调和 的 。 对 于 一 般 丸 的 下 
列 讨论 把 命中 概率 放 到 约 化 的 场合 。 


h-Brown 运动 和 广义 约 化 


设 DD 通 过 度量 紧 化 提供 了 边界 Әр, A 是 DU 8D 的 一 个 
子 集 。 又 设 h 是 D 上 的 一 个 严格 正 上 调和 函数 , 而 且 当 w《 在 D* 
上 半 十 %) 是 一 个 4b 过 分 函数 时 ,定义 约 化 “RZ «8 DA 
数 类 的 下 确 界 ,其 中 这 些 <8 过 分 函数 都 在 4n D 和 AN Әр Q 
ЖЖ и 的 强 函 数 。 这 一 约 化 当 上 调和 时 已 在 1. V 节 中 定义 
了 ， 并 且 平 凡 地 'Ri = Ri 根据 第 1 节 , 每 个 4b 过 分 函数 4 在 
D 一 D* 上 等 于 0, 并 存在 一 个 上 调和 函数 ,在 本 节 我 们 将 用 [45] 
来 记 它 , 使 得 在 р? 上 u 一 [xp]/4。 显 然 在 刀 一 D* 上 *Ri= 
4 一 0, 当 4 用 ANDU 6D) 代替 时 ， 约 化 “R4 是 不 变 的 ,而 
яж D 上 有 


4n5DAUBaD) 
PR 一 RAUT, (7.2) 


IRI 的 最 自然 的 平滑 是 在 р 一 D4 上 等 于 0 而 在 D+ 上 等 于 
ТАД 
h 
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的 尹 过 分 函数 ， 而 且 在 本 节 我 们 将 同时 用 记号 “R4 来 表示 这 
一 平滑 .虽然 这 个 sb 过 分 函数 未 必 是 “R? 的 下 半 连 续 平滑 。 利 
用 这 一 定义 , EE ‘R, “RY, 而 且 在 D 上 拟 处 处 等 号 成 立 ; 特 
别 地 [ 节 1. V1.3(b)] 在 D 一 4 上 等 号 成 立 . 
根据 IX.14 АТОЕВ 
ЕЮ?) = E{v[Lwi(Te)]}, (7.3) 
RitG) = E{v[we(TH)]}, (7.3sm) 
其 中 v 是 D 上 的 正 上 调和 函数 , 4 是 DD 的 解析 子 集 。 在 1Х.14 节 
中 的 条 件 Te < ТР 和 TÉ < Т? 在 这 里 是 不 必要 的 ， 因 为 我 
们 已 经 定义 w.) 为 DD 中 的 一 个 Brown 运动 ， 而 且 由 约定 
是 在 过 程 灭 绝 点 等 于 0。 注意 当 oE) < 十 co 时 ， 
ЕСТ) = v8)P"{TE < Т}. 
我 们 现在 将 (7.3) 和 【7.3sm) 推广 到 条 件 Brown 运动 的 场合 ， 
并 给 D 加 以 一 边界 ， 还 允许 4 包含 边界 点 。 有 必要 作 几 个 基本 的 
说 明 。 首 先 注意 ， 如 果 与 上 面 一 样 是 D 上 的 4 过 份 函数 ， 则 
мас) EZRES 上 定义 为 0) 是 几乎 必然 右 连 续 的 上 
WO 节 和 2 节 )， 从 而 有 几乎 必然 左 极限 。 其 次 我 们 记得 ， 如 果 
h, 是 4 的 调和 分 量 (Riesz 分 解 ), 则 ACEDA) 是 一 个 wele) 
轨道 在 轨道 生存 时 间 趋 于 Өр 的 概率 。 然而 这 样 的 一 条 轨道 未 
必 趋 于 一 个 单 边界 点 , 而 且 对 于 wC) 定义 所 在 的 概率 空间 上 
每 个 点 o, ЗИ Го") 记 轨 道 wC о) 在 6D 上 的 紧 
育 点 集 ， 这 轨道 在 轨道 生存 时 间 趋 于 6D。 为 了 避免 繁杂 的 印刷 
ERRIA LCA) 记 边界 子 集 TIN А 的 示 性 函数 ,用 1 іа р" 
的 示 性 函数 。 
定理 ”如果 «是 一 个 55 过 份 函数 E+E р), Вл 
是 DU6D 的 一 个 解析 子 集 , 则 对 于 EED, A 
ARACE) 一 EM uL wl TH тар) 
Е арла), (7.4) 


^к) = E'{ulwè(T#4)]1{rt4cst} 
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+ ICAN тз limul wih (7.4sm) 
ШЕН 


注意 ,特别 地 对 于 EE D}, 有 
PRICE) 一 РКТ < Si RE TINAA Ф} (7.5) 
用 TH 代替 这 里 的 то 便 得 平滑 的 约 化 。 

由 于 当 5 ED* 一 4 时 等 式 PRIE) = PRICE) M Т2 
тее, MEME € A 时 (7.4) 是 平凡 的 ,故我 们 可 得 知 
(7.4sm) = (74), 反之 ,，(7.4) 芒 (7.4sm)， 这 是 因为 如 果 E €D’ 
n4， 则 (7.4) 用 于 4 一 {Е} 而 得 到 《7.4sm)。 今 后 我 们 将 假设 
“ 是 有 界 的 ,因为 对 于 有 界 的 « 该 定理 可 用 于 Alal), 4 mw 一 
十 co 便 得 到 一 般 结果 

当 A4CD 时 的 证 明 当 4 CD 时 ,等 式 (7.4) 和 (7.4sm) 化 为 

PRICE) 一 E*{u[ wT}, gED’ 《7.6) 
А108) 一 EH uluk TH)]}, ” (7.6sm) 
它们 即 是 (7.3) 和 (7.3sm ) 的 变形 ， 这 里 只 用 到 (7.2) 以 及 在 2 节 和 
3 节 中 讨论 的 关于 Brown 运动 和 4-Brown 运动 概率 之 间 的 关 

当 ANOD 是 紧 集 可 数 并 时 的 证 明 。 如 果 AN 8D ERR, 
可 设 в. 是 DU 8D 的 开 子 集 的 一 个 递减 序列 ,并 有 交 AN Өр, 
又 定义 A, = (AUB, ND. 根据 约 化 运算 的 定义 。 


lim*R/ = “RL, 


此 外 , 当 4 用 D 的 子 集 4 代替 时 有 (7.4) 成 立 ， 而 且 根 据 控制 收 
DEA, WA | 
lim Е+{и{ ш{(Т4)]} 

等 于 (7.4) 式 的 右边 。 因 为 当 ANID 为 紧 集 时 (7.4) 成 立 ， 故 当 
ANOD 是 紧 集 可 数 并 时 这 个 等 式 成 立 。 事 实 上 ,如 果 4 是 DU 
6D 的 解析 子 集 的 一 个 递增 序列 ,并 以 4 为 其 并 ,又 如 果 4nD= 
AND 并 且 每 个 4n 8D 是 紧 集 , 则 对 Ris 利用 1.V1.3(e) 节 
有 Бш.» = Ris 另外 如 果 用 4。 代替 (7.4) 右 边 的 4， 则 由 
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FH ”改变 时 ,实际 变化 的 仅 是 CA) 而 且 CA) 是 以 HCA) 
为 极限 的 单 增 序列 ,从 而 允许 积分 到 极限 。 


一 般 情形 的 证 明 


固定 i€ED*, 写 И = ВОС, 其 中 B=AND С = АП 

8D， 并 且 对 于 DD 的 一 个 固定 的 解析 子 集 B 和 变动 的 紧 边 性 子 集 
CHA CH RICE). 根据 1. V1.3(j) 节 ,对 Ri 这 个 集 函 
数 是 强 次 可 加 的 。 如 果 С. 是 以 C 为 极限 紧 边 界 子 集 的 一 个 单调 
序列 , 则 在 о" 上 

Ho4RsUcn 一 im REP _ КЇЇ m #REUC, 

© ке А 
事实 上 ,这 个 等 式 关于 单 增 情形 在 前 一 段 已 经 证 明了 ,而 关于 单 减 
情形 根据 约 化 运算 的 定义 这 一 等 式 也 是 成 立 的 ,于 是 (7.4) 的 两 
边 对 于 固定 的 АГ D A р 中 国定 的 5 都 定义 了 6D 上 的 一 个 
拓 朴 预 容 度 。 根 据 如 上 所 证 的 , 对 于 两 边 在 一 个 _F。 边界 子 集 上 
的 值 是 在 紧 子 集 上 值 的 上 确 界 ， 故 两 边 还 等 于 它 的 预 容 度 到 对 于 
解析 的 4 的 一 个 Choquet 容 度 的 扩张 (附录 IL8)。 因 此 (7.4) 是 
成 立 的 。 


抛物 情形 
定理 7 和 它 的 证 明 可 以 直接 地 翻译 到 抛物 情形 。 


8. 严格 正 上 调和 函数 比值 的 概率 边界 极限 
和 内 极限 定理 


设 h 和 v 是 R 的 一 个 连通 的 Green 子 集 上 的 严格 正 上 调 
和 函数 ,又 设 >, 和 v。 是 各 自 相 联 系 的 Riesz WE. 根据 定理 
LXI 4， 函 数 x 一 v/h 在 DD 的 拟 每 个 和 n +v, 几乎 每 个 点 上 
都 有 一 个 细 极 限 。 根 据 定 理 1. ХИ. 19， 如 果 h 是 调和 的 , 则 函数 
# 在 DD 的 M 几乎 每 个 Martin 边界 点 都 有 一 个 最 小 细 极 限 。 在 
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这 一 节 我 们 将 给 出 这 些 结果 的 概率 形式 .我们 将 不 涉及 也 的 边界 . 
下 面 的 基本 定理 可 作为 Brown 运动 情形 的 定理 IX. 7 在 条 件 
Brown 运动 情形 的 对 照 ， 定 理 8(a) 断言 * 沿 几乎 每 条 h-Brown 
轨道 在 轨道 生存 时 间 都 有 极限 。 在 本 节 对 于 А 为 位 势 情 形 《 此 时 
轨道 在 它们 的 生存 时 间 趋 于 D 的 点 ) 要 用 到 这 一 结果 ,这 也 就 推 得 
内 极限 定理 1. ХИ. 19. 13. Ш. 4 节 我们 将 会 看 到 , 当 h 是 调和 
函数 时 ,此 时 轨道 在 它们 的 生存 时 间 趋 于 单 点 Alexandrov 边界 ， 
由 定理 8(a) 推 得 在 定理 1. ХИ. 19 中 导出 的 最 小 细 边 界 极限 函数 
的 存在 性 . 

定理 设 h 和 v 是 RY 的 Green 于 集 D 上 的 两 个 严格 正 上 
调和 函数 , 又 设 {wil e), FEC} 是 从 Dt {А < +оо} ff 
一 点 5 出 发 的 D 中 的 一 个 h-Brown 运动 , 是 有 生存 时 间 5}. 还 
假设 FiO) 包含 零 集 。 如果 u= v/h, A 

(а) lim ul wé(s)] 几乎 必然 存在 (有 限 )。 

S 


定义 F+) = СҮ FiO, 
1eR* 
х) 一 rt) = н 0), 如果 + < St; 
a (e)=0, хб) 一 limulwi(s)], HR Sf < 1 < 十 oo 
StS 


(8.1) 
Фф) GE KEC) 和 CFO 除了 
参数 值 0 当 E) 一 十 co 时 被 忽略 以 及 20°) 在 参数 值 
Se 可 能 有 一 个 跳跃 间断 点 以 外 是 几乎 必然 连续 的 上 坝 。 
在 (c) 一 (d) 中 ， 假 设 4 是 调和 的 并 且 分 别 用 w。， wm， 
和 ww CURI h 位 势 ,奇异 4 调和 ， 和 拟 有 界 4 调和 分 
Е. 
(с) 如 果 u= u, 或 者 umun D (а) 中 的 极限 几乎 必 
ЖЮ. ШЖ x иь, WIE C), FC) 是 一 
=й. 


"353 


(4) «(у> unglE) 一 E"{limu[wé(s)]}. 


(е) 如 果 上 是 一 个 最 小 调和 函数 ， 则 Са) 中 的 极限 几乎 必 
RET infu. 

注 “如 果 h 是 调和 的 , 则 几乎 每 条 wl(。) 轨道 在 轨 省 生存 
时 间 趋向 D 的 Alexandrov 单 点 边界 ; 故 a) 可 以 解释 为 对 于 D 
的 每 个 边界 选择 的 边界 极限 结果 。 当 Sf 之 + < 十 oo 时 ,随机 变 
Ж 500) 可 以 在 零 集 上 随意 定义 ,在 这 零 集 上 (а) 中 的 极限 是 不 
存在 的 。 注 意 ,如 果 CE) 一 +o, ШИЖ ZE E 必定 连续 ;从 而 
хо) 和 Со) 此 时 在 参数 值 0 几乎 必然 连续 ,即使 这 个 参数 
值 在 上 软 的 结论 中 必定 是 排除 的 。 

(a) 一 (d) 的 证 明 可 以 根据 定理 IX.7( 特 殊 情 形 А = 1) 的 证 
明 而 得 到 , 故 从 略 。 为 证 Ce) ,注意 — 0, 十 we, + wii 故 根据 
(с) 只 要 证 明 wwes 恒 等 于 常数 ,而 这 个 常数 很 容易 根据 4 的 极 小 
性 而 得 到 。 


推广 到 下 有 界 h 调和 函数 。 


WR 4 是 调和 的 ， 定 理 (8) 中 加 在 " 上 的 假设 条 件 可 以 减弱 。 
代替 取 正 值 条 件 只 要 假设 对 某 个 常数 c。 有 v > ch; 也 就 是 说 ,只 
需要 假设 “是 下 有 界 的 。 这 种 情况 可 以 归结 到 该 定理 由 v — ch 
代替 “的 情形 。 

复合 过 程 是 鞭 ， 

A 假设 D 是 R 的 一 个 Green РЖ, o 是 D 上 的 一 个 正 
上 调和 函数 ， 并 且 5 € D， 我 们 还 定义 h 一 Go (t,。)。 因为 
GoG,.e ) 是 在 D 一 {2} 最 小 调和 (1.VII.10 节 ) 以 及 从 DD 一 {2} 
的 一 点 出 发 的 几乎 所 有 Gp (5,，。)-Brown 轨道 在 轨道 生存 时 间 
都 趋 于 “， 所 以 函数 “一 vz/Gp(5,*) 沿 着 从 D 一 {5} 的 任意 
点 到 的 几乎 每 条 Gp(5 ,，)-Brown 轨道 都 有 极限 inf u, RHE 


6 节 中 的 对 称 结果 ， 函 数 * 沿 着 从 6 出 发 到 DD 的 另 一 点 的 几乎 每 
个 条 件 Brown 轨道 在 $ 点 都 有 这 一 极限 ;等 价 地 ( 2 节 ), и 沿 着 
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DS HARAS Brown 运动 的 几乎 每 条 轨道 在 5 点 有 这 一 极限 
也 就 是 说 〈IX.15 P), flimu(n)=infe, 这 作为 非 概率 的 情形 


已 经 证 明 [ 见 定理 1. ХІ.4(с)]. 


应 用 定理 8 推导 内 极限 定理 


本 节 开 头 提 到 ， 在 1.XI.4 节 中 已 经 证 明 v/h ТЕ ht va JL 
平 每 个 无 穷 大 点 都 有 细 极 限 。 为 推导 这 个 结果 的 概率 翻版 ， 首 先 
注意 4 在 它 的 Riesz 分 解 的 调和 分 量 并 不 影响 这 个 结论 的 真 确 
性 ;所 以 我 们 可 以 假设 是 一 位 势 ，h 一 Gow。 现 根据 第 4 节 , 几 
PERV) 轨道 在 轨道 生存 时 间 趋 于 DD 的 一 点 t, E 的 分 布 是 
,Gp(#,5)v4(d)/h(#)， 而 且 在 给 定 疡 近 端 点 5 下 wl ) 的 条 件 
分 布 是 从 5 出 发 的 Go, • )-Brown 运动 的 条 件 分 布 ,因此 根据 
前 面 的 例子 , 在 D 的 Gp《#,5)vs《d2)/h(#) 几乎 每 个 点 5， 等 价 
地 ,在 D 的 v 几乎 每 个 点 “， 存 在 一 个 有 穷 数 < 一 c(?)， 使 得 
函数 v/h 沿 着 从 D 一 (Е) 的 任意 一 点 出 发 到 《的 几乎 每 条 Gp 
G>°)-Brown 轨道 有 极限 5， 也 就 是 , v/h Ær AMR c 这 
个 极限 结果 是 平凡 的 除非 v (E) = h СО) 一 +оо, MA oR h R 
这 细 拓 朴 都 是 连续 的 。 于 是 我 们 已 经 概率 地 证 明了 v/h 在 D 的 
n 几乎 每 个 点 都 有 细 极 限 , 但是， 进一步 分 析 , 例 如 在 1.XL4 节 
中 的 分 析 , 是 有 必要 的 , 以 便 验 明 这 极限 在 оь 的 几乎 每 个 的 无 
穷 大 点 与 dv,/dv Ж. 


概率 的 和 非 概率 的 Fatou 边界 极限 定理 的 比较 


如 果 上 是 调和 的 ， 则 定理 8 告诉 我 们 u WALFER DH 
一 点 出 发 到 D 的 单 点 边界 的 h-Brown 轨道 都 有 有 限 极限 。 另 一 
方面 , 定理 1.XII.19 又 告诉 我 们 , и 在 DD 的 M。 几 平 每 个 Martin 
边界 点 都 有 最 小 细 极 限 , 根 据 下 看 的 推理 在 3. 111.4 节 将 会 发 现 这 
两 个 结果 是 等 价 的 。 设 K 是 Martin 函数 ,我 们 将 证 明 , 几 乎 每 条 
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ое) 轨道 在 轨道 生存 时 间 都 趋 于 一 个 最 小 的 Martin 边界 点 ， 
ЖН wisi) 的 分 布 是 这 Martin 边界 上 的 调和 测度 aE,- ). 
特别 地 ,可 以 推 得 如 果 是 一 个 最 小 的 Martin 边界 点 ， 则 几乎 
每 条 从 § 出 发 的 KG，。 )-Brown 轨道 在 轨道 生存 时 间 都 有 极限 
5。 进而 将 证 得 ， 对 于 任意 的 严格 正 调和 的 h, 8С) 的 分 布 可 
以 通过 首先 选取 一 个 具有 分 布 иҖЕ,4 的 最 小 Martin ШЖ 
点 ,然后 选取 从 5 出 发 的 KK(5，*)-Brown 轨道 的 方法 来 构造 。 更 
精确 地 ， 给 定 оС) 一 下 К+) 的 条 件 分 布 就 是 从 出 
发 的 KCE, + )-Brown 运动 的 分 布 。 由 定理 8 SEMI RACE, 
。)， 几 乎 每 个 最 小 边界 点 “， 正 h 上 调和 函数 x 沿 着 几 平 每 
条 从 到 的 轨道 都 有 极限 f(z)。 将 会 证 明 值 jz 不 依赖 于 轨 
道 ,也 不 依赖 于 了， 而且 事实 上 是 在 的 最 小 细 极限 ,这 极限 的 存 
在 性 在 第 1 部 分 的 定理 XIL19 已 经 得 知 。 这 后 一 定理 和 目前 的 * 
Martin 边界 情形 定理 的 等 价 性 的 原由 在 于 第 3 部 分 第 Ш 章 将 
要 证 得 几 个 事实 : 1. 在 Martino 空间 上 的 条 件 Brown 运动 可 以 
通过 上 述 方法 来 产生 ,2. 一 个 函数 在 一 个 最 小 Martin 边界 点 有 
最 小 细 极 限 8 的 充 要 条 件 是 这 函数 沿 着 几乎 每 条 从 刀 的 一 点 到 《 
的 КСЕ, + )-Brown 轨道 有 极限 8。 精确 的 叙述 将 在 第 3 部 分 的 
Жош 章 给 出 。 在 第 9 节 我 们 将 会 看 到 ，. 上 述 的 推理 当 DD 是 球形 
区 域 ( 此 时 Martin 边界 也 是 Euclid 边界 ) 时 是 容易 进行 的 。 在 
1.XI1.19 到 1.XIL.23 节 中 已 经 指明 ， 细 拓 朴 Fatou 定理 是 如 何 导 
出 对 于 球 或 者 半 平 面 的 相应 的 经 典 结 果 ， 其 中 这 经 典 的 边界 逼近 
是 非 切 向 的 或 者 法 向 的 ， 


9. 球 内 的 条 件 Brown 运动 


设 р 一 B(0,6) 在 R" 中 ,又 设 K 为 球 Poisson Й, 
Km =з" ЕМ, leo, нів, OD 


ЮЖ KC,，。) 在 D 上 最 小 调和 (1. 1.16 #5), 在 原点 取 值 1 而 在 每 个 
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Be с 外 的 球 边界 点 有 极限 0, 此 外 (1. I. | Каан) <+ 
co。 固定 并且 考 虑 一 个 从 р 的 一 点 出 发 的 KG, + )-Brown 
运动 。 根 据 第 1 节 , 这 过 程 的 生存 时 间 是 几乎 必然 有 限 的 ,因为 当 
1 一 十 吕 时 有 

еы) = | koler E KCE, nN dn) 


< |, ао, пат) 


< Gros)" | КДС) —0, (9.2) 


更 一 般 地 ， 如 果 в 是 任意 一 个 严格 正 的 调和 函 效 ， 并 有 Riesz- 
Herglotz 表示 


ма) = | Кома), (9.3) 
则 从 出 发 的 一 个 -Brown 运动 的 生存 时 间 几乎 必然 有 限 ,因为 
这 生存 时 间 至 少 是 ; 的 概率 等 于 | 1EM GER), H 


щу Боо 时 它 有 极限 0。 由 于 当 h 是 位 势 时 一 个 h-Brown 运 
动 的 生存 时 间 也 是 几乎 必然 有 限 的 (第 1 节 )， 故 利用 第 4 节 中 关 
于 条 件 Brown 运动 的 分 解 可 以 推 知 ， 在 一 个 球 上 的 每 一 个 条 件 
Brown 运动 都 有 几乎 必然 有 限 的 生存 时 间 。 

如 果 是 一 个 球 边界 点 ， 则 几乎 每 条 从 出 发 的 KE, *)- 
Brown 轨道 在 轨道 生存 时 间 都 趋 于 边界 《定理 4)， 并 且 函 数 1/ 
KG, ) 沿 着 几乎 每 条 这 样 的 轨道 都 有 一 个 有 限 极限 (定理 8 ). 由 
此 得 知 ， 几 乎 每 条 KCO, + )-Brown 轨道 在 轨道 生存 时 间 都 有 极 
限 5。 又 设 是 在 D 上 具有 Riesz-Herglotz 测度 М, 的 任意 一 
个 严格 正 调和 函数 ， 同 时 注意 (根据 1. УШ. 9 节 ) „ВСЕ, dt) 一 
КОМА). WROL … т, HE wie) Ж 
р 中 的 一 个 从 出 发 并 有 生存 时 间 St 的 4-Brown 运动 ， 则 
iQ), wi) 在 了 中 关于 ln。 的 联合 密度 是 

|в) a — tenons ED) ACE dE), 
v= K(G,e), (9.4) 
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这 个 表达 式 表明 ， 从 5 出 发 的 h-Brown 运动 轨道 可 以 通过 首先 
依照 概率 uD, AREEN EA b 然后 选取 从 5 5] © 的 
KK(#,，)-Brown 轨道 的 方法 而 得 到 。 于 是 wi) 几乎 必然 
存在 且 有 分 布 uE, )， 这 就 是 当 DD 是 任意 Green Ж, hml, 
E др 是 Euclid 边界 时 所 已 经 证 明 的 (定理 IX. 13), 在 3.112 
节 将 把 и 的 这 种 计算 推广 到 每 个 对 子 《(%, Өр), 其 中 ôD 是 
h 可 解 的 ,事实 上 是 以 一 种 自然 方式 推广 到 每 个 对 子 (4，5D)， 

如 果 一 太 十 凡是 这 球 上 的 一 个 任意 的 严格 正 上 亩 和 函数 ， 
其 中 hh 是 正 调和 的 ，h 是 一 位 势 (Riesz 分 艇 )， 则 根据 第 4 节 
中 的 分 解 ,对 于 一 个 从 出 发 朋 有 生存 时 间 S} 的 h-Brown 运动 
ше) 的 结构 现在 清楚 了 . [假设 АСЕ) 是 有 限 的 ] 用 直观 的 话 
KH, — о) 轨道 要 么 是 趋 于 一 个 边界 点 wS) 的 hr 
Brown 轨道 [概率 为 h(5)/h(5)]， 要 么 是 趋 于 一 个 内 点 的 
wh(S4 一 ) 的 h-Brown 轨道 [概率 为 h(5)/h(#)]， 而 且 浙 近 轨 
道 端点 的 分 布 ,关于 这 两 种 情形 分 别 在 这 一 节 和 第 4 节 已 经 求 得 . 
对 АСЕ) 一 十 % 情形 的 推广 留 给 读者 。 _ 

E3. Ш.1 节 中 将 会 看 到 ， 在 一 个 任意 的 Green 集 上 的 条 件 
Brown 运动 , 如 果 这 个 集 带 有 Martin 边界 ， 则 它 也 有 类 似 的 结 
构 。 但 是 这 过 程 的 生存 时 间 未 必 是 几乎 必然 有 限 的 。 


关于 球 的 概率 Fatou 定理 


回顾 一 下 ,对 于 一 个 球 ,涉及 径 向 和 非 切 向 有 逼近 边界 的 Fatou 
定理 以 及 这 些 定理 与 涉及 最 小 细 拓 朴 边界 逼近 的 定理 之 问 的 关 
系 ， 都 已 经 在 1. 11.15 节 ,1.XIL19 到 1.XII.23 节 讨论 过 。 根据 定 
理 8, 如 果 ” 和 上 是 一 个 球 卫 上 的 严格 正 上 调和 函数 ,而 且 wC) 
是 忆 中 从 二 出 发 县 有 生存 时 间 54 的 一 个 h-Brown 运动 , 则 ( 几 
乎 必然 ) 存 在 左 极限 ›/В1ш4(51—)у] 而 且 是 有 限 的 。 现 假设 产 是 
调和 的 ,根据 4-Brown 运动 的 结构 , 在 此 情形 的 定理 8 等 价 于 这 
样 的 事实 : 在 М, 几乎 每 个 球 边 界 点 “， 即 在 除了 一 个 h 调和 
测度 零 集 外 的 每 个 边界 点 ， 函 效 v/h 沿 着 几乎 每 条 从 5 到 《的 
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КОЕ, + )-Brown 轨道 都 有 有 限 极限 。 关于 在 此 意义 下 在 “极限 
的 存在 性 与 在 ? 最 小 细 极 限 的 存在 性 是 等 价 的 这 一 事实 将 会 在 
3.10.3 节 中 得 到 证 明 。 


10. 条 件 Brown 运动 的 末 遇 分 布 ; 用 末 遇 分 布 
表示 集 的 容 度 分 布 


设 D 是 RY 的 一 个 Green РЖ, Ар 上 的 一 个 严格 正 上 
调和 函数 ，D* = {h< +оо}, К+) 是 也 中 的 一 个 从 D* 中 
的 5 出 发 且 有 生存 时 间 54 的 4-Brown 运动 。 又 设 4 是 D 的 一 
个 解析 子 集 。 回 忆 一 下 (7.5), REER, RACE) 亦 即 RACE) 
БСБ) 是 一 个 wiC +) 轨道 在 严格 正 时 刻 命中 4 的 概率 ; 等 价 地 ， 
Ж Li wiCe) 末 遇 4 的 时 间 , 则 

КЗ = P{L} > 0}, 

因此 ,几乎 没有 wi) 轨道 命中 任意 接近 др 的 4 的 充 要 条 件 
是 ， 当 B 是 DD 的 开 相对 紧 子 集 时 ， 可 以 通过 选取 8B 充分 大 而 使 值 
RACE) 任意 小 。 根 据 1. IIL11 节 , 这 一 条 件 满足 的 充 要 条 件 是 
кї, 是 位 势 。 于 是 我 们 以 后 假设 R 一 Gp 六 ， 在 这 一 假设 下 ， 
ШК) 除了 wie) 概率 空间 的 点 有 Li 一 54 外 完全 确定 , 此 
时 我 们 定义 wili 一 w 和 84 一)， 几 乎 必然 为 D 中 的 一 点 ，( 回 
忆 一 下 从 第 1 节 开 始 我 们 关于 P 了 和 一 般 用 法 的 约定 .) 

定理 ”对 于 如 上 所 述 的 Ris 一 Goh, wECLE) Æ р — {E} 
上 的 分 布 为 


бәйл) AC, (10.1) 


HE P{wi(LE) = E} = P {L} 0} = 1 — К{,(Е)/5(Е), 
根据 VL15 节 , 在 参数 集 ]0, 十 co[ 上 中 断 在 Le 的 过 程 wt) 


‚359, 


变 成 一 个 从 5 出 发 的 Кї,-Вгозуп 运动 ,只 是 这 个 К{,-Вгоуп & 
动 概率 是 用 ЕСЕ) АСЕ) 去 乘 .根据 第 4 节 , Ris-Brown 运动 在 
轨道 生存 时 间 的 分 布 是 Go(E,1)24(dn)/ RAC), 从 而 得 到 《10 
1), 后 一 结果 是 平凡 的 。 


用 于 容 度 分 布 


由 于 Кї, 一 Сод, 是 4 关于 DD 的 容 度 位 势 , 故 根据 (10.1) 我 


们 求 得 we(Le) 在 D 一 {8}(h на 1) 上 的 分 布 是 С›(Е,1)14(4л). 
于 是 ,一 个 Brown 运动 末 遇 4 的 分 布 以 一 种 很 简单 的 方法 决定 了 
容 度 分 布 la wC) 首 中 4 的 分 布 导出 了 扫除 核 068 (IX.14 
节 ), 特 别 地 ,导出 了 调和 测度 ;而 末 遇 分 布 导致 了 容 度 测度 。 


П. 条件 Brown 运动 的 尾 。 代数 


设 D 是 R" 的 一 个 连通 Green 子 集 ，h 是 D 上 的 一 个 严格 
EME, wC) 是 中 从 出 发 的 一 个 所 Brown 运动 ,有 
生存 时 间 Sf。 又 设 万 是 D 的 单 点 紧 化 ,并 且 添 加 对 于 vi) 
的 一 个 灭绝 点 ， 使 得 wi) 对 于 Sr < 十 co 是 这 个 添加 点 ， 
还 设 FAO 是 由 等 集 和 F {w 和 5),5 < 1} 生成 的 wt) 概 
率 空间 的 子 集 w 代数 。 在 VIL6 书 我 们 假设 4 ват 并 研究 了 
мА) 轨道 以 及 当 参数 值 趋向 零 时 在 这 些 轨道 上 函数 的 渐 近 人 
质 ， 在 本 章 的 第 2 节 我 们 又 证 明了 VIS 节 中 的 结果 不 依赖 于 à 
的 选取 。 在 本 节 我 们 来 研究 它 的 对 偶 问 题 ,其 中 参数 值 趋向 54 而 
жж о. 

在 VIL6 节 和 本 章 的 第 2 节 中 的 关键 是 初始 o 代数 ,在 VIL6 
节 中 是 用 多， 来 记 的 。 在 本 节 起 相应 作用 的 是 由 ое) 当 参 
数值 趋 于 S 时 所 决定 的 集 的 尾 = 代数。 这 个 = 代数 SE 的 自然 
定义 如 下 。 如果 BCD, 设 59 是 wt) 到 ов 的 命中 时 ,我 
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们 定义 多 4 为 由 零 集 和 o 代数 
DZ {wS} г) гє КР. B38,B 为 DD 中 的 开 相 对 紧 集 } 
(11.1) 
产生 的 oa 代数， 上 式 中 的 交 当 8 限制 为 D 的 开 相对 紧 子 集 上 且 以 DD 
为 并 的 增 序列 时 是 不 变 的 。 注意 多 4 是 С ) 概率 空间 的 一 
个 子 集 o 代数 ， 这 个 空间 可 能 随 § 而 变化 。 然 而 o 代数 (11.1) 是 
由 加 在 对 于 都 有 意义 的 С о) 样本 函数 上 的 条 件 所 决定 。 
如 果 u EMADE R 的 一 个 函数 ,我 们 定义 


ue 一 Шшири[ш#(:)]. (11.2) 
trs 


设 #2 是 包含 零 集 的 wC) 概率 空间 的 最 小 子 集 o 代数 ,而 且 
当 w 是 Borel 可 测 函 数 时 ws 是 可 测 的 。 c 代数 Фе” 是 由 零 集 
和 形 如 

(Luc, АР. 481€ 4} 
的 集合 的 代数 所 产生 的 ,其 中 n>1, A 是 R 的 Borl 子 集 ， 


и, 是 从 DD 到 К À Borel 可 测 函 数 。 通 过 一 个 简单 的 映射 可 以 证 


明 , 在 这 里 以 及 在 Se 的 定义 中 的 R 可 以 用 R 中 的 任意 一 个 
紧 子 区 间 来 代替 ， 

下 面 的 关于 尾 о 代数 的 结果 (а)—(с) 以 及 相 联 系 的 概念 将 
在 以 后 章节 用 到 ， 利 用 的 一 个 适当 边界 对 于 尾 o 代数 的 一 个 刻 
画 将 在 3.11.4 节 中 给 出 。 

(а) 设 w 是 一 个 从 D 到 R 中 的 函数 ,并 有 性 质 : 对 于 所 有 
的 实数 c, {w > с} 是 解析 的 ;用 (11.2) 定 义 us, 而且 定义 #(5)= 
E{ws} 只 要 这 个 期 望 有 意义 。 则 

(al) ws 是 多 4 可 测 的 。 

(а2) Rs 下 有 界 ,函数 w 要 么 恒 等 于 十 0, 要 么 调和 

和 拟 有 界 . 

(a3) 如 果 在 (a2) 中 函数 w 是 调和 的 , 则 

Ети [ze 名] 一 u; a.S. (11.4) 
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(а4) 如 果 “是 一 个 任意 的 从 了 到 К 中 的 Borel 可 测 函 数 ， 
则 除了 对 D 了 中 所 有 5 有 ЕЦ) 一 十 co 外 ， 函数 w 是 天 调和 
的 和 拟 有 界 的 ,并 且 (11.4) 成 立 . 

应 用 如 果 w 是 DD 的 一 个 解析 子 集 的 示 性 函数 ,并 且 如 果 Lt 
ЖС ) R BAREA (а) 意味 着 函数 ви СЕ) PILE 
Si) 是 调和 的 而 且 几 乎 必然 Бли [wk] 存在 ， 并 等 于 集合 

tt E 


{LE 一 51} RIEM, Æ (а1)—(аз) 中 加 在 # 上 的 可 测 性 型 
的 假设 比 起 这 个 应 用 所 允许 的 Borel 可 测 性 要 弱 些 。 

Сат) 的 证 明 , 设 В. 是 包含 的 D 的 开 相 对 紧 子 集 增 序列 ， 
- 且 这 序列 的 并 是 D, EX 

МС, туа) 一 {w} +) 到 达 (D — Eu > ah}. 
ДП wi) 零 集 外 有 AGE, т, ae F {WE (Sn + 1), 
ze R+}， 并 且 除 一 个 wi) 零 集 外 有 

1 
lu>} 00 Пл (вл + À); 


k=l m=0 
从 而 ws 是 多 4 可 测 的 。 
(a2) 的 证 明 。 首 先 假设 u EARAIL. MHR Brown 运动 
的 强 Markov 性 质 得 到 
Е (и. СЗ) 一 E {u СЗ) = #'[ш1($@5")] a.s. 
(11.5) 
因此 (第 7 节 ) 
u (E) = E {us} = E{u [wECS?)]} ~ pi); (11.6) 
故 对 所 有 nu 在 8B。 上 是 h 调 和 的 ,从 而 在 D 上 是 h 调 和 的 。 如 
果 w 是 下 有 界 而 未 必 上 有 界 的 ， 把 这 一 结果 用 于 “Nn 便 得 知 函 
数 E Е {и Ля) Ж В 调和 的 ; 故 由 1.11.3 节 , 函 数 wx， 一 个 有 
R В 调和 函数 增 序列 的 极限 ,要 么 恒 等 于 十 co ,要么 是 h 调和 的 
和 拟 有 界 的 ， 
Саз) 的 证 明 。 我 们 可 以 假设 x 是 正 的 。 则 由 (а2) 要 么 
“362， 


= Боо, А и 是 hh 调和 而 且 是 拟 有 界 的 .在 后 一 情形 可 应 用 
(115), Ж w 是 乡 TR, сү жо), MERE 


rek 
VI.7 节 这 里 右边 的 o RIE СҮ (SE); 故 在 (11.5) 中 当 
„Є2+ 


?一 co， 根 据 条 件 期 望 连续 性 定理 便 得 到 
ue 一 E{usl y., FACS) = limu [1ш41(5%%)1 a.s. (11.7) 
最 后 根据 定理 8， lim ибо! 几乎 必然 存在 , 又 根据 (11.7) 这 个 
1146 
极限 几乎 必然 等 于 ж, JAM (аз) 得 证 。 
(а4) 的 证 明 。 如 果 w 是 Barel 可 测 的 ， 则 当 w 用 (11.2) 定 
义 但 用 的 下 极限 而 不 是 上 极限 时 ,前 面 的 结果 稍 许 变化 就 可 应 用 . 
把 这 些 结果 适当 地 用 于 * V0 和 (一 x) VO BEER, DERK 
数 E Е( |а 1) 要 么 恒 等 于 十 ,要么 是 调和 并 且 是 拟 有 界 
的 ,同样 函数 上 一 Elus} 也 有 这 性 质 ; 还 可 推 知 在 后 一 情况 (11.4) 
成 立 ， 至 此 完成 了 (а) 的 证 明 。 
O) 多 4 Gi, 结果 (al) 意味 着 SCPI, 反之 , 固定 
了 中 的 所 和 一 个 集 ЛЄ 多 ?我 们 现 来 证 明 这 时 有 Л. Фә, FR 
Cal) 的 证 明 中 一 伴 定 义 B., 此 外 还 假设 对 所 有 的 л, B,C Bn. 
根据 条 件 Brown 运动 的 Markov 性 质 , 有 
РОЛ 327528) 一 РОЛ wE 528) } a.s. (11.8) 
而 且 (1. 4 DA йй Ж MAR КЕЛН ЖА Ф. st")]， 
Hh Ф, ЖМ 98。 到 [0,1] 中 的 Borel 可 测 函数 。 我 们 应 用 条 
件 期 望 连续 性 定理 ,再 利用 事实 
ACY зо) = Y FS), 
1ERT „Єв? 
便 求 得 
14 一 lim $l wt (SE )] а.з. (11.9) 
жнр БОЙ СТ пЕ OB, EUX be ПИЕ D 
其 它 的 地 方 定义 为 0, 这 函数 是 从 D 到 [10,1] 中 的 Borel 可 测 函 
. 363. 
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la 一 limsupp [wt (:)] a.s. 


пай 


于 是 As€ 多 4， 这 就 是 要 证 的 。 

Е 根据 (a) 和 《〈b)， 如 果 在 (11.2) 和 多 4* 的 下 述 定义 中 
w 是 有 界 的 和 4 调和 的 则 没有 限制 加 在 t E. 

Сс) 如 果 上 是 最 小 调和 的 , 则 有 下 面 的 结果 成 立 。 


(с1) 
(c2) 


对 于 DD 中 的 每 个 5， 尾 o 代数 SE 都 是 平凡 的 。 
如 果 w 是 任意 一 个 从 D 到 民 中 的 Borel AA, M 
存在 一 个 常数 c( 但 未 必 有 限 )。 使 得 对 吃 中 的 每 个 


有 P{u 一 c} 一 1. 
在 〈c3) 一 (c5) 中 > 是 从 了 到 一 Polish 空间 D 中 的 Borel 
可 测 函数 ,并 且 d 是 D 上 与 р 拓扑 一 致 的 一 个 度量 。 


(сз) 


设 是 D 的 一 点 ,并 定义 


MiC) = {n Ж vlw] 当 fs 时 的 紧 值 }。 


《c4) 


(с5) 


则 Mi(n)eS?, MERE РМ" (7) } 要 么 恒 为 0 
要 么 恒 为 1， 
Ж A 是 使 函数 P{M*(w)} BE 1 的 点 т 的 集 
À. Ж 4 EARME ni 时 是 几乎 每 个 
v[ws《(，)] 样本 函数 的 紧 集 。 如 果 D 是 紧 集 , 则 对 
每 个 5 有 

Pllimd(A vlw} G) = 0} = 1, 


А 
st 


函数 Е P{limv[wt(s)] 存在 ，a.s.} 要 么 恒 等 于 0 
ей 


要 么 恒 等 于 1, 而 且 在 后 一 情形 存在 D ут 使 
得 几乎 必然 lmv[wt(《?)] 一 对 于 DD 的 每 个 点 5 成 
й 


Ў. 


Ссі) Я (с2) 的 证 明 。 由 《〈c2》 可 推出 〈c1)， 故 我 们 只 证 


ŒTTE 


《c2)。 我 们 可 以 假设 u 是 有 界 的 ， 因 为 如 果 必 要 我 们 用 arctan 
代替 и. 根据 (a2), 函 数 > u (E) 一 Eu} 是 hb 调和 的 。 由 
于 w 是 有 界 的 且 h 是 最 小 的 , 故 滔 数 w 恒 等 于 常数 , w ес, 并 
且 这 时 由 (11.7) 便 得 到 几乎 必然 и, с, 这 就 是 所 要 证 的 。 
(сз) 的 证 明 。 一 个 点 т 当 est Æ оГ Ср, w)] 的 紧 
值 的 充 要 条 件 是 
liminfd Cw ,vw [wt CG, w)]) 一 0; 


ttse 
所 以 ,如 果 x(5) = —d (т ,0(Е)), W Ca) 和 (с2) 结合 便 得 到 
(c3), 
(с4) 的 证 明 ， 对 于 УП. 6(e) 的 证 明 , 针 对 目前 的 情形 作 显 
然 修改 即 可 证 得 (c4)。 
(с5) 的 证 明 。 设 4 是 wt(，) 概率 空间 子 集 。 其 中 
v, = imel wt G)] 存在 。 则 Л,є 4! (и. 5 节 ); 故 PCA) 或 


tte 
等 于 0 或 等 于 1。 根据 导 得 и 为 4 调和 函数 的 相同 推理 【 见 
〈11.6)] 得 知 函 数 F-> P{ Ae} 是 4 调和 的 .因此 函数 > PCA) 
要 么 恒 等 于 0 要 么 恒 等 于 1。 在 第 二 种 情形 ,固定 § 并 注意 we 是 
Ф 可 测 的 ; 故 w 几乎 必然 为 D' 的 一 点 т, BI 
lim supd’Cn sv [ws ()1) = 0 a.s. 


tse 
根据 (c2) 可 以 推 得 , 对 于 所 有 * 这 一 极限 关系 成 立 ; 从 而 т Ж 
依赖 于 5。(c5) 证 毕 。 


解析 集 论 的 作用 


虽然 上 面 处 理 的 〈a) 一 (c) 涉及 解析 集 论 ， 象 在 (а) 和 
(с2) 中 ,这 些 函 数 是 在 很 弱 的 假设 下 讨论 的 ,然而 (b) 和 (c2) 的 
证 明 并 没有 涉及 这 种 理论 。 在 《a) 和 (с) 的 其 它 部 分 ， 如 果 在 
讨论 中 对 函数 加 些 适 当 的 限制 ,解析 集 论 可 以 避 开 . 例 如 ,在 Cal) 
中 ,如 果 假 设 ТЕН, Ж ии ср 是 开 集 ,从 而 (VI. 6 
节 ) 关 于 命中 时 的 可 测 性 问题 就 变 为 平凡 的 了 。 
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12. 条 件 时 空 Brown 运动 


设 D 是 Rx 的 一 个 开 非 空子 集 , 又 设 4 是 D 上 的 一 个 正 上 
抛物 型 医 数 。 Dh А 时 空 Brown 运动 的 定义 和 处 理 遵照 在 


R” 的 一 个 Green 子 集 中 条 件 Brown 运动 的 定义 和 处 理 来 作 , 除 
了 人 允许 4 为 0 以 外 .我 们 定义 从 4 的 一 个 零 出 发 的 转移 测度 恒 
等 于 0。 ELD 一 {0 < < +оо}, 我们 局 限于 下 面 的 讨论 .一 
个 从 D 的 一 点 出 发 的 到 时 空 Brown 运 wC.) 是 几乎 必 
然 连 续 的 过 程 。 它 的 样本 函数 总 不 离开 D 并 且 向 下 行进 , 即 沿 
着 降 纵 坐 标 方向 行进 。 如 果 о 是 D 上 的 一 个 正 上 抛物 型 函数 ， 
WAE WA) 是 一 个 几乎 必然 连续 的 过 程 ， 它 在 所 有 
参数 值 和 轨道 生存 时 间 均 有 左 极限 ， 而 且 在 与 条 件 Brown 运动 
情形 的 相同 约定 下 是 一 个 上 鞍 。 如 果 4 是 抛物 型 的 , 则 几乎 每 条 
dt (+) 轨道 在 轨道 生存 时 间 趋 于 0 的 单 点 边界 ,并 且 在 D 的 一 
个 开 相 对 紧 子 集 В 的 Euclid 边界 上 4 抛物 型 测度 дЕ, ) 
《其 中 D 包含 D 是 在 这 个 边界 上 的 命中 分 布 。 如 果 对 D 的 
RAR à 有 А бъ + ,9) MA (8,7) > 0， 则 几乎 每 条 
水 人 (。) 雪 道 有 生存 时 间 ord ё — ога ў 而 且 在 轨道 生存 时 间 趋 于 
л. 一 般 地 ,如 果 5 — Съд 是 上 抛物 型 位 势 , 则 几乎 每 条 从 D 的 
一 点 È HR А 时空 Brown 轨道 有 有 限 的 生存 时 间 并 且 在 轨 
道生 存 时 间 趋 于 一 点 à, à 的 分 布 是 GCE, iadi) AGE). 

k LEZ Brown 运动 过 程 可 用 显然 的 对 偶 方 法 来 定义 。 当 
6,0,0) > 0 时 ， 几 乎 每 条 从 È 出 发 的 GaC pi) 时 空 Brown 
轨道 在 轨道 生存 时 间 向 下 趋 于 i 并且 几乎 每 条 从 à 出 发 的 
Café, + ) 上 时 空 Brown 轨道 在 轨道 生存 时 间 向 上 趋 于 Ё. 除 
此 之 外 ,这 两 种 过 程 的 其 中 之 一 按时 间 逆 转 则 得 到 另 一 个 过 程 .. 

关于 与 两 个 正 上 调和 函数 比值 的 条 件 Brown 运动 的 复合 情 
形 的 定理 8, 可 以 直接 翻译 到 抛物 型 情况 ,这 点 留 给 读者 去 做 ,但 要 
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注意 一 点 ,这 个 复合 过 程 的 样本 函数 ,直到 这 条 件 Brown 运动 的 
生存 时 间 , 几 乎 所 有 的 都 是 右 连 续 的 而 未 必 是 连续 的 ,这 点 在 IX. 
12 节 中 作为 与 一 个 上 抛物 型 函数 Brow 运动 复合 的 特殊 情形 已 
经 提 到 过 。 定 理 8 的 抛物 型 情形 结果 可 以 用 来 推导 对 于 两 个 正 上 
抛物 型 函数 比值 的 共 抛 物 - 细 极 限 函 数 的 存在 性 (关于 它 的 精确 令 
述 参见 1.XVIL.14 节 , 还 参见 第 8 节 中 的 经 典 情形 的 讨论 )。 


13. 参数 集 为 R 的 在 [RY] КУ 中 的 [时 空 ] Browa 运动 


2 


本 节 中 所 有 测度 密度 都 是 关于 Iv 的 
具有 参数 集 К 的 КУ 中 的 Brown 运动 


设 {wG),1€R} 是 R” 中 的 Brown 运动 , 它 有 参数 集 R, 


则 (VIl. 2 节 和 IX. 8 节 ) 存 在 一 个 В” 上 的 正 抛物 型 函数 &， 使 
得 对 于 R 中 的 :， 随 机 变量 w(?) 有 分 布 密 度 Щ(-,), Ж 
RY 上 积分 为 十 co， 过程 w( 。) 有 逆转 时 间 转 移 密 度 (在 时 刘 s 
从 转移 到 在 时 刻 + 二， 的 а) 
An DAC 1,8 АЕ s). 

特别 地 ,假设 à 是 RY 上 的 一 个 最 小 抛物 型 函数 ,使 得 〈1 XVL 
8 节 ) а 有 形式 

н) exp |ы) + ШЕ (131) 


其 中 7 为 RY 的 一 点 . 则 上 述 的 逆转 转移 密度 变 成 4(* — 1,6 ,一 
os 一 1)7)。 它 就 是 具有 漂移 即 由 固定 w(0) =; 条 件 限制 的 
Brown 运动 的 转移 密度 ,过 程 

{ю(—: + oztyryre R+} 
是 В” 中 的 从 出 发 的 Brown 运动 。 根 据 VIK5.4)， 我 们 可 以 
推 得 ,对 于 这 一 条件 限 制 的 过 程 从 而 也 是 对 于 原始 过 程 ,有 
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lim LO — а, a.s. (13.2) 


注意 ,如 果 7 关 0， 则 几乎 必然 有 lim we) = оо. ЖУ 0, 


则 (定理 ІХ. 5) 这 种 趋向 oo 的 收敛 性 成 立 的 充 要 条 件 是 N > 2. 
у= 0 而 且 N 一 2[N 一 1]， 则 几乎 每 一 条 w(。) 样本 轨 


道 在 任意 大 负 参 数值 命中 每 一 个 圆 盘 [点 ]。 如 果 à 是 К 上 的 
任 一 正 抛物 型 函数 ， 则 (XVL 8 PEE ВУ 上 的 一 个 测度 N 
使 得 

“о = | „ее [ву о] аат), (зз) 


而 且 可 由 此 推断 ,如 果 à 是 对 于 Ce ) 的 绝对 概率 密度 函数 , 则 
极限 im [w] 几乎 必然 存在 且 有 分 布 Pdr), 注意 ,加 
在 为。 上 仅 有 条 件 是 XVIC8.3)， 因此 N(R 未 必 是 有 限 的 。 
特别 地 ,如 果 只 ,是 由 原点 支撑 的 单位 测度 , 则 函数 à 是 由 (13.1) 
给 定 ， 其 中 x 一 1， 从 而 # 二 1， 这 是 平稳 情形 。4 的 选择 也 即 
是 分 布 族 > АСЕ) САР) 的 选择 ,我 们 把 这 个 族 称 为 Brown 
фм. 


以 R 为 参数 集 RY 中 的 条 件 Brown 运动 


在 以 R 为 参数 集 RY 中 h-Brown 运动 的 研究 中 ,函数 是 
В” 上 的 严格 正 上 亩 和 函数 ,并 且 转 移 密度 〈 从 在 时 刻 s AIE 到 时 
Ж; ғ л) 是 


a= sE) = G= sE) MD, (13.4) 
并 且 显 然 绝对 概率 密度 函数 & 必定 是 由 ih RE. EE, Е h 


是 调和 的 , 则 我 们 得 不 到 任何 新 东西 ， 因 为 (1. П. 2 节 ) R 上 
每 个 正 调和 函数 恒 等 于 常数 。 除 此 之 外 《1. п. 13 节 对 于 N= 
2; 当 N 二 1 时 这 结果 是 平凡 的 ) RY 上 每 个 正 上 调和 函数 当 
N < 3 时 醒 等 于 常数 。 因此 在 下 面 我 们 假设 Y 字 2 并且 是 位 
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$. ЦЕ 为 参数 集 的 h-Brown 运动 wC.) 对 于 (13.4) 的 逆 
转 转 移 密度 经 过 从 à 和 4 到 ав 和 4* 的 变换 是 不 变 的 , 但 除 
外 的 是 当 上 或者? 在 极 集中 从 而 在 天 的 无 穷 大 点 的 ly 零 集中 时 ， 
这 个 密度 没有 定义 。 特 别 地 ,假设 i 是 由 (13.1) 所 给 定 并 且 对 于 
В” 的 某 个 点 5 A h= G, Nr 从 一 oo 增 到 这 有 穷 过 
程 的 中 断 时 间 , 每 条 оС) 样本 轨道 当 v = 0 时 沿 着 由 > 决定 
的 方向 从 co 点 进来 而 且 在 过 程 中 断 时 间 趋 于 5。 对 于 一 般 的 # 和 
一 般 的 4， 该 过 程 是 由 这 样 的 过 程 所 构成 的 。 于 是 ， 一 般 地 极限 
ïm [609/2] 是 一 随机 变量 并 有 分 布 oNs《dv)， 而 且 根据 定理 


4, ШЖ hk 一 Gp H ACE) < Ho, W) we) 在 过 程 中 断 时 间 
对 于 给 定 w《s) =E 下 的 条 件 分 布 是 GE, 0) аба) АЕ). H 
略 地 说 ，#& 的 选择 确定 过 程 ол) 的 开始 ,而 的 选择 确定 该 
过 程 的 结束 。 


nl 


以 R 为 参数 集 RY 中 的 [条 件 ] 时 空 Brown 运动 


以 R 为 参数 集 Rx 中 的 时 空 Brown 运动 是 形 如 (we), 
HIER} 的 过 程 ， 其 中 是 任意 常数 而 wC) 是 以 参数 
Ж R 的 RY 中 的 Brown 运动 。 这 时 ,正如 上 面 所 解释 的 , 一 个 
正 抛物 型 函数 à 是 wC) 的 绝对 概率 密度 函数 。 我 们 现在 来 
研究 以 R 为 参数 集 КУ 中 的 À Z Brown 运动 ,必要 时 用 aå 


代替 w。 特 别 地 ,假设 à 和 À 都 是 RY 上 的 最 小 抛物 型 函数 ,由 
(3.1) ЯЯ рео, n 所 给 定 。 这 时 过 程 (Со), а 0), 
te R} 变 成 一 个 具有 初始 时 间 成 分 的 时 空 过 程 。 空 间 成 分 是 有 状 
态 空间 ВУ 的 过 程 w(。)， 而 且 它 是 具有 平稳 转移 密度 40E, 
n— om) 的 Markov 过 程 ; 故 由 条 件 w'(0) Е, Melat 
В 0400) 一 сот, ze К+) 是 从 E 出 发 的 Brown 运动 。 对 于 
任意 4 的 逆转 转移 密度 与 4 = 1 情形 的 逆转 转移 密度 相同 。 于 
是 ,几乎 必然 有 im Га СӘ оь 和 Ба л. 对 
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于 一 般 的 à 和 一 般 抛 物 型 的 5 情形 , 过 程 (+) 的 特性 可 以 


立即 由 这 一 


性 质 也 可 


-特殊 情况 推 得 ,而 且 当 h 是 上 抛物 型 函数 时 ,该 过 程 的 
类 似 方法 得 到 ， 


(уп 至 X 章 由 张 润 楚 译 》 
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第 3 部 分 


第 1 章 经 典 位 势 理论 与 妆 论 中 的 格 


L 经 典 位 势 理 论 与 巩 论 之 间 的 对 应 


英 论 中 的 下 园 , 秽 与 上 黄 是 经 典 位 势 理论 中 的 次 调和 、 调 和 与 
上 调和 函数 的 类 似 物 。 两 者 之 间 的 对 应 有 两 个 方面 。 首 先 ， 对 上 
鞠 的 许多 处 理 方式 恰好 对 应 着 对 上 调和 函数 的 处 理 。 这 一 点 从 前 
几 章 中 选取 共同 的 术语 上 大 家 已 经 看 到 ， 例 如 D, S, S,,LM, 
CM，r.，R:， 其 次 ， 在 适当 的 假设 之 下 ,上 调和 函数 与 Brown 
运动 的 复合 是 一 个 上 摧 ， 例 如 可 参见 2.1X.7 节 。 在 这 一 章 里 ,我 
们 将 同时 在 经 典 位 势 论 与 商 论 中 展开 格 的 理论 。 

贯穿 本 章 的 经 典 位 势 理 论 ， 了 是 R” 的 一 个 固定 的 Green 
连通 子 集 ,而 4 是 D 上 一 个 固定 的 严格 正 调和 户 数 记号 S+ 等 等 
总 是 表示 D 上 正 的 4 上 调和 函数 类 等 .在 欣 论 方面 ,只 考虑 2.У1.1 
节 所 定义 的 连续 参数 情形 ， 就 是 说 我 们 只 研究 提供 了 右 连 续 过 小 
FC) 的 完全 概率 测度 空间 〈9 ,多 ,P) 上 参数 集 为 Rt 的 过 
程 。 假 定 ZO НАМЕТ, 而 St,- 用 来 表示 

(0,9,9 (-),Р) 

上 的 几乎 必然 右 连 续 的 正 上 向 组 成 的 类 ,等 等 。 

类 L’,D,S 等 在 经 典 位 势 理 论 和 摧 论 两 个 方面 都 有 定义 ,而 
且 在 两 个 方面 的 讨论 中 经 常 可 以 用 同样 的 证 明 , 只 要 把 “ 正 的 关上 
调和 函数 "自然 地 翻译 为 “ 正 的 几乎 必然 右 连 续 上 款 ”. 象 7.,GM， 
小" 这 样 的 算 子 的 含义 由 所 考虑 的 上 下 文 来 确定 。 为 了 方便 ,在 
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ЛУМЕН ЛЕБ РАЙЫ, Him 5„П Sp 5 
为 Se， 把 SANS, 5% S, 等 等 。 

容易 看 到 ,如 果 # 是 一 个 严格 正 的 关上 调和 函数 , 则 wh 是 严 
格 正 的 上 调和 函数 ， 反 之 亦 然 ， 祖 对 于 л, и 属于 类 L’, D,S 
等 , 当 且 仅 当 相对 于 k=l, u 属于 祖 应 的 类 。 此 外 , 当 u EE 
h БІЯ К/А = К, Ri/h = Ri 因而 ， 尽 管 为 
了 便于 使 用 本 章 的 结果 是 对 一 裔 的 4 叙述 的 ， 可 是 其 证 明 可 对 于 
h= 1 给 出 而 不 失 一 般 性 。 


抛物 型 情形 


上 面 提 及 的 类 对 于 经 典 位 势 理论 与 抛物 型 位 势 理论 两 个 场合 
都 有 了 定义 。 对 于 后 一 场合 ， REW R 的 Green FEDRA 
R 的 非 空 开 子 集 D, А 00 D 上 的 严格 正 抛物 型 函数 k, 
而 把 В 上 调和 函数 换 为 5 上 抛物 型 函数 即 可 ， 正 如 1. ХУШ. 9 
节 所 指出 的 ,大 多 数 ,但 不 是 所 有 的 ， 经 典 位 势 理论 中 的 定理 及 其 
证 明 是 会 直接 翻译 到 抛物 型 情形 的 。 


Biei '5 等 
在 第 2 部 分 的 第 V 章 ,我 们 已 经 在 祖 当 一 般 的 假设 之 下 讨论 
了 这 些 格 。 以 Zt 为 参数 集 的 情形 是 最 有 用 的 ,在 这 一 章 里 ,读者 


应 当 毫 无 困难 地 找到 连续 参数 黄 论 的 结果 在 离散 参数 情形 的 对 应 
结果 。 但 是 , 某 些 结果 不 适用 于 所 有 的 线性 序 参数 集 , 


2. 在 位 势 理论 与 款 论 中 S 的 分 解 分 量 间 的 关系 


在 经 典 位 势 理论 (第 1 部 分 的 第 IX ж) SAC CE 2 部 分 的 
Жу 章 ) 这 两 个 方面 ， 我 们 都 已 证 明了 Sous Smo So Sp 是 S 
中 的 祖 互 正 交 的 带 ， 其 向 量 和 为 S。 位 势 论 中 的 证 明 不 经 改变 就 
适用 于 抛物 型 场合 . 

在 款 论 方面 我 们 证 明了 (定理 2.V.3 与 2.V.9), SAND — 
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Sno 一 SOUL ARE 6, ND 一 Ss 将 在 第 5 节 证 明 ， 
在 扶 论 方面 我 们 证 明了 (定理 2.IV.11)， SAD ~ Sj 
位 势 理论 中 这 个 等 式 的 证 明 将 在 第 9 节 给 出 。 


3. 类 L’ 与 类 D 


参见 11X.3, LIX.4, 211 与 2.V.4 节 。 在 可 能 产生 含 
义 不 清 的 危险 时 ， 我 们 用 更 特殊 的 符号 LCb) 与 О) 来 
表示 经 典 位 势 理论 中 的 这 两 个 类 。 在 经 典 位 势 理论 ， 抛 物 型 位 势 
理论 和 扶 论 中 ,都 成 立 着 SCL; 对 p>1, 集合 SNL’ 是 (S， 
<) 的 一 个 向 量子 格 而 不 是 带 ; SNL'CD, 


4. 加 在 4 SAR ER PWB 相关 条 件 


引 理 《经 典 位 势 理论 场合 ) 如 果 D 上 的 调和 函数 «在 
Р(иһ_) 之 中 ， 则 对 应 于 每 个 e > 0 及 D 中 的 点 5, 在 Ю(дЬ_) 
之 中 都 有 一 个 下 有 界 的 h 调和 逐 点 序 强 函数 ue 与 一 个 上 有 
界 的 h 调和 逐 点 序 弱 函 数 ws， 使 得 mue) 一 ws(s) <e, Ж 
Z, MRE h 调和 函数 ， 并 且 对 应 于 每 个 e > 0 及 D 中 的 点 
s*， 都 有 一 个 下 有 界 的 上 上 调和 逐 点 序 强 函数 ww 与 一 个 上 有 界 
的 天 次 调和 逐 点 序 弱 函数 nu, WEE we(&) 一 xus(S) < 6, и 
在 Dluh) 之 中 . 

EHA) ME EDAS. HEH wR C), 
多 (')} 是 一 个 几乎 必然 右 连续 的 一 致 可 积 黄 , 则 对 应 于 每 个 e > 
0, 在 D 中 都 有 х) 的 一 个 下 有 界 的 鞭 本 性 序 强 函 数 хе (о) 
及 一 个 上 有 界 的 鞭 本 性 序 弱 函 数 eC), E Er) 一 x(e)} 
<e, 反之, 如果 (C) 是 几乎 必然 右 连续 蒜 , 而 且 对 应 于 每 个 
> 0， 都 有 一 个 下 有 界 的 上 款 本 性 序 强 函数 eC) 及 一 个 上 有 
RAI FA EE SERA C), E 

sup Ex О) —aG)}<s, 
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1х8) Ер H. 
扶 沦 场合 的 证 明 。 如 果 C) 属于 DNAS. 利用 2.V.2 节 
的 结果 可 知 
E{LM[x(*)Vn](s)} 一 E{x(s)} 
— sup, Е{х(0) Мп} — E{x(s)}. (41) 


因为 x(*) 在 类 D 中 ,上 式 右 方 的 差 是 与 无关 的 常数 , 且 对 充 
分 小 的 ( 负 ) x， 此 常数 不 大 于 8/2 对 于 这 样 选取 的 n E 
a Ce) 为 LME) Мя], ЖЕНЕВЕ x(*，)。 反 过 来 说 , ШЖ 
逆 命 题 中 要 求 的 C) 与 x《(*) FE, 使 С) 2 К, В 
aC) <К,, ЖН Ke > 0, 再 选取 54 > 0 使 得 
P{ x)| =b}=0, 

于 是 和 有 

Е{|х()|;\х()| > b} < Ex C) — x(t)} 

一 Ех (о) забо) < —b} + E{xi(e);2Q) > b} 
<в-+ К,Р{|х()| >b} (4.2) 

由 此 可 得 sup,>oE{f|x(ol} 一 十 co， 以 及 表示 这 个 上 确 界 , 则 对 
于 充分 大 的 5，(4.2) 式 的 右 方 不 大 于 в + К,К/Ь < 26, 至 此 
得 (°) ED. 

位 势 理 论 场合 的 证 明 完 全 是 刚刚 给 出 证 明 的 翻译 . 

附注 “这 个 引 理 的 条 件 在 蒜 论 方面 不 是 非常 引 人 注 目的 ， 但 
是 它们 在 位 势 理 论 中 却 是 基本 的 。 事实 上 正 是 借助 它们 的 定义 ， 
根据 引 理 4 知 ,无 论 选 取 怎 样 的 边界 ，Dirichlet 问题 的 PWB“* 解 
都 在 Dub) 中 。 反 过 来 说 ,如 果 边 界 本 质 上 是 4 可 解 的 〈 见 1. 
УШ. 2 节 ), 则 对 于 8„,, [下 节 将 证 明 Sms = 5. Пр(иь_)1 中 
的 每 一 个 站 调和 函数 x， 存 在 祖 应 的 PWB* ар ЯА fs 
使 Hf 一 

抛物 型 情形 

在 抛物 型 场合 , 引 理 4 及 其 证 明 不 需 作 任 何 改 变 。 
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5. 相对 于 拟 有 界 性 的 类 D 性 质 


定理 在 经 典 的 和 抛物 型 位 势 理 论 中 ,在 车 论 中 ,都 成 立 着 
Sp, OD = 5„,,. (5.1) 
回忆 我 们 在 摧 论 中 已 经 证 明了 (定理 2.V.3 与 2.V.9) SaN 
D 一 Sap = S。 个 UI1， 故 我 们 只 需 在 位 势 理论 方面 来 讨论 (5.1) 
A. 实际 上 ,无 论 在 经 典 的 还 是 在 抛物 型 情形 ,由 引 理 4 便 可 导出 
《5.1)， 利 用 引 理 4 的 记号 我 们 给 出 经 典 位 势 理 论 中 (5.1) 式 的 证 
明 ， 为 简化 术语 取 лаа, MSIE 4 出 发 导出 它 的 拷 论 情形 的 证 
明 本 质 上 是 一 样 的 ， 如 果 we S; ND， 则 有 界 的 正 调和 函数 LM 
《wee V0) 既是 we 的 逐 点 序 强 函数 又 是 x 的 逐 点 序 弱 函 数 ， 从 而 
ulg) 一 LM(ms V0) < se。 因此 ，# 是 它 的 有 界 正 调和 弱 函 数 的 
上 确 界 ,从 而 在 5, 之 中 。 反 过 来 说 , 若 we Sin, HSE 4 易 得 
“€ D, 
应 用 于 类 L'(p71) 
下 面 我 们 对 比 地 讨论 在 黄 论 和 在 位 势 理论 中 有 关 SNL! 的 
一 些 结果 ， 
假定 (С), FC) 是 (连续 参数 的 ) 一 致 可 积 揣 ， 就 是 说 
x(，)& S, ND, RTE 2.11.14 在 连续 参数 情形 的 翻版 ， 存 在 
几乎 必然 极限 x( 十 co) 一 im ,-。x(Cb， 且 对 所 有 的 + 几乎 必然 有 
ха) 一 E{x(+o)| 多 (0}。 此 外 , 由 定理 2.1.14 知 ，E{|x( 十 
00)1?} < co 的 充分 必要 条 件 是 x(*) 是 L* 有 界 的 ， 这 又 等 价 
于 ( 见 2.V.4 节 ) x*(")eL'， 在 后 一 个 条 件 下 ,我 们 不 难 由 2.V.2 
节 推 知 
Е{|1хС+оо) |е.) } = LM| (e)l а.з. 
将 上 面 的 黄 论 结果 在 经 典 位 势 论 中 的 对 应 结果 叙述 如 下 : 假 
设 D 是 К" 的 连通 Green 子 集 ， 并 设 4 是 刀 上 的 严格 正 的 调和 
函数 ,再 令 x 一 v/h 是 D 上 的 一 个 调和 函数 。 由 定理 LXIL 
10 А] Martin 边界 是 普遍 可 解 的 且 是 普遍 内 可 解 的 。 因 此 ,在 
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Martin 空间 情形 ， 由 这 里 以 及 上 一 节 的 结果 可 推 知 PWB* 解 组 
成 的 类 正 是 S NDC) = Sno WEEE LXIL19 可 知 ， 若 
ue H} ， 则 在 趋 于 ӧмр 时 关于 k 调和 测度 几乎 必然 有 ，f 是 最 
小 细 拓 扑 边 界 极限 函数 ， 且 w БС, Р). 此 外 ,由 1.1X.2 节 
《2.V.2 节 的 经 典 位 势 理 论 对 照 物 ) 可 知 ，p%《*,1fl?) < ооң 
仅 当 we L?(p%_)， 而 且 如 果 是 那样 则 有 нь Се, |!) 一 LM* 


[ие 
6. 拟 有 界 性 的 一 个 条 件 


引 理 (经 典 位 势 理 论 场合 ) # we Si H ve St+， 则 
іт 030929 „0 q.e.. (6.1) 


СУА) 若 CESR, yC-)E St Н Amire, +) 
>с}, 
jim0z(")0 = 0 q.e. (n€ Z*) (6.2) 


我 们 指出 , 因为 { > с) 是 RY 的 一 个 开 子 集 而 A Ж 
Rtx 9 的 一 个 细 开 子 集 ， 故 (6.1) 与 (6.2) 是 祖 同 的 并 且 有 同样 
的 非 平滑 约 化 方程 ， 在 (6.1) 中 , 当 。 递增 时 约 化 是 递 降 的 。 而 在 
《6.2) 中 ,我 们 只 能 断言 当 c < d 时 拟 处 处 有 EzC*)0% < 0z( 0 
这 正 是 (6.2) 式 中 取 序列 式 极限 的 原因 。 当 然 ，(6.2)》 式 中 集 Zt 
可 以 用 其 它 任何 无 界 的 增 序列 来 代替 。 

经 典 位 势 理 论 场合 的 证 明 《 挝 论 的 证 明 只 是 一 个 直接 的 翻 


ж.) 车 # 一 ш, 其 中 os 在 S+ 中 而 且 有 界 ,那么 有 


hjul? 一 > РА < У uj, (6.3) 
. 9 


从 而 (由 控制 收敛 知 ) 我 们 只 需 在 使 » 取 有 限 值 的 点 上 对 一 切 j 证 
НД im -xile>2 一 0。 假 定 и, 以 о; 为 界 , 则 由 
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hugen < cle> < Li LAS (6.4) 
с с 
便 可 推出 所 要 的 极限 关系 。 
附注 关系 式 (6.1) 也 可 以 写 为 如 下 形式 ; 
Ет 006029 一 0 qe. (6.1) 


+= 


抛物 型 情形 
此 引 理 及 其 证 明 在 抛物 型 情形 无 需 作 任何 改变 。 


7. 55 中 元 素 的 奇异 性 


定理 《经 典 位 势 理 论 场合 ) 为 要 Si 中 的 函数 н 是 奇异 
的 ,其 充分 条 件 是 对 某 个 严格 正 的 常数 有 uw 人 cE 55; 其 必要 条 
件 是 对 一 切 严格 正 的 常数 < 有 иЛсє 53, 

LAA) (а) 为 要 Si 中 的 过 程 z) 是 奇异 的 ， 其 充 
分 条 件 是 对 某 个 严格 正 的 常数 < 有 z(*) 入 ce S$; 其 必要 条 件 是 
对 一 切 严格 正 的 常数 有 2С) Лсє 85, 

(b) Sh 中 过 程 zx(*) 是 奇异 的 , 当 且 仅 当 几乎 必然 有 

lim ,..2(0) = 0, 

定理 7 经 典 位 势 理论 场合 的 证 明 已 经 在 I.X.10 节 中 给 出 ， 
而 《a) 的 园 论 证 明 只 是 上 述 证 明 的 直接 翻译 。 坝 论断 言 (b) 的 
证 明 在 2.У.11 节 中 。 

REEE б) 在 经 典 位 势 理 论 中 的 对 应 结果 可 按 如 下 两 个 
方式 来 叙述 : 

СЫ) Sh 中 的 调和 函数 “为 奇异 的 ， 当 且 仅 当 它 在 D 的 
Martin 边界 上 的 最 小 细 边 界 极限 函数 М, 几乎 处 处 《 即 不 计 h 
调和 测度 零 集 的 差异 ) 等 于 0 (参见 定理 1XIL19.), 

(b2) Sà 中 的 调和 函数 * 为 奇异 的 ， 当 且 仅 当 对 于 DD 中 从 
出 发 且 其 寿命 为 Se 的 h-Brown 运动 wC), LEURE 


lim, и) = 0 《 见 定理 2.Х.8), 
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抛物 型 情形 

在 抛物 型 场合 定理 7 及 其 证 明 不 需要 改变 。 与 《b2〉 对 应 的 
抛物 型 准则 也 不 需要 重新 证 明 , 当 然 ,此 时 它 应 叙述 为 一 个 正 的 4 
抛物 型 函数 沿 着 À 空 时 Brown 轨道 的 极限 。 


8. S” 中 元 素 的 奇异 分 量 


定理 (经 典 位 势 论 场合 ) Ж xeS+， 且 “有 奇异 分 量 s, 
则 
Lim 010820 一 u, q.e. (8.1) 


cs 


特别 地 ，S+ 中 的 x 是 奇异 的 , 当 且 仅 当 对 一 切 (等 价 地 对 某 个 ) 严 
格 正 的 常数 с ж и = РА 
RAA) # zx(*)eS+， 且 C) 有 奇异 分 量 zC), e 
de= (26,0) >c}, Hi 
Hmlz( "70 —,(+) qe. (ne Z+) (8.2) 


HS, St 中 的 C) 是 奇异 的 ， 必 须 而 且 只 需 对 一 切 (等 价 地 
对 某 个 ) 严 格 正 的 常数 “ 有 ele) — 14(-)14 拟 处 处 成 立 ， 

附注 “等 式 (8.1) 与 (8.2) 等 价 于 同样 的 非 平 滑 约 化 方程 。 可 
参见 第 6 节 中 对 引 理 6 所 作 的 祖 应 注 记 ， 同 时 那里 的 解释 同样 可 
以 用 来 说 明 (8.2) 是 序列 式 收敛 《n 一 co)， 而 (8.1) 则 可 以 是 无 限 
制 的 路 经 (c — со), 

经 典 位 势 理论 场合 的 证 明黄 论 的 证 明 只 是 直接 翻译 .) 首先 
假定 seS, AA 1.VL3 节 的 (i) 在 4 上 调和 情形 约 化 的 翻版 
可 得 


и < ul 十 tw) <. (8.3) 
根据 向 量 格 的 分 解 定理 (附录 Ш 的 定理 6) 知 ,存在 St 中 的 元 а 
与 wm 它们 分 别 是 上 式 右 方 第 一 项 与 第 二 项 的 特殊 序 弱 函 数 , 且 其 
和 为 u AX S， 是 带 , 所 以 函数 и, 与 и, 必定 是 奇异 的 ， 又 因 
и 以 为 界 且 mE 52 П8,,, 故 中 一 0， 至 此 得 и = и AT 
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是 (8.3) 式 右 方 的 第 一 项 , 这 正 是 要 证 明 的 。 对 于 St 中 一 般 的 
u, u 写 为 其 所 有 界 分 量 与 奇异 分 量 之 和 一 wys 十 %。 则 [由 
LVL3 #69 СР 可知 ] 

Чий > ЕА ки lt? + "идо, (8.4) 
据 引 理 6 知 , 当 “一 co 时 右 方 第 一 项 以 0 为 其 拟 处 处 极限 ,又 因 
为 


u, Ми < u € и, 


ME с 右 方 第 二 项 是 w。 至 此 定理 8 成 立 。 


抛物 型 情形 
在 抛物 型 场合 定理 8 及 其 证 明 不 需要 任何 改变 。 


9. K 5ш 


定理 (经 典 位 势 论 场合 ) 对 于 S) 中 的 函数 и 一 Gou/h 
而 言 ,如 下 条 件 是 等 价 的 : 

PT(a) uE Sja 

PT(b) uE DC-)。 

РТ(с) im „000920 一 0 де. 

PT(d) 在 极 集 上 无 负荷 。 

(Уа) 对 于 5; 中 的 过 程 z) 而 言 , 如 下 条 件 是 等 
价 的 : 

MT(a) z(-)€ Shose 

MT(b) «(-)єр, 

MT(c) 若 de= {z(0,) >с}, W 

limlz( у!» 一 0 qe. (ne Z+). 


附注 PTC) 与 MTC) 等 价 于 同样 的 非 平滑 约 化 方程 . 可 
参见 第 6 节 中 对 引 理 6 所 作 的 福 应 注 记 ， 同 时 那里 的 解释 同样 可 
以 用 来 说 明 MTC) 是 序列 式 的 收敛 (* 一 co), 而 PTC) 则 
可 以 沿 无 限制 的 路 径 〈c 一 оо), 
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经 典 位 势 理 论 场合 的 证 明 为 了 澄清 命题 PT), BCE 
理 1.V.11) УЛЗ ЕБУ Gou 取 值 十 co。 因 
此 ，“^ 在 极 集 上 无 负荷 等 价 于 p{Gpp 一 +оо} 一 0。 为 简化 记 
号 ,在 以 下 的 证 明 中 取 4 me 1。 


PTG) S PTO) н Уи НЕМ ш 是 5; 中 的 有 


FA, EX D 中 的 点 ,而 B 是 包含 专 的 也 的 相对 紧 开 子 
Ж. 为 证 明 ue D(jip_)， 我 们 来 证 明 集 合 

{Си рв(Е,+)):В2В,,В 是 开 集 且 在 D 中 相对 紧 } (9.1) 
是 一 个 一 致 可 积 族 。， 注意 到 由 LVILIO 节 中 的 广义 上 调和 函数 
的 平均 性 质 知 , 当 В 递 降 时 调和 平均 wa(s,x) 是 递增 的 ， 从 而 当 


В 一 B。 时 取 到 它 的 最 大 值 。 现 定义 „= Du, 选取 e>0, 


ЖЫ п 充分 大 使 ul) < 6/2, 并 令 e= supp У) ы В 


是 (9.1) 中 所 要 的 集 时 , 利用 同样 的 上 调和 函数 平均 不 等 式 可 导出 
ualt.) < 8/2, W ӨВ 的 充分 小 的 Borel 子 集 А, 使 pp CE, 
А) < e/(2c)， 则 


0,1.) < pa(§, vs) + ee mu) < в, (9.2) 


至 此 得 (9.1) 为 一 致 可 积 族 ， 
РТ(Ь) 之 PT(d) 假定 对 于 St HEA u 有 条 件 (б) 成 立 
但 条 件 《d) 不 成 立 ， 为 导出 矛盾 ,如 有 必要 可 用 在 其 个 适当 的 
紧 集 上 的 投影 代替 “， 我 们 可 以 假定 # 以 某 个 紧 极 集 4 为 其 支 
集 。 设 也 是 包含 4 的 、 集 刀 的 相对 紧 开 子 集 ， 取 好 一 4 上 -- 点 二 ， 
再 设 4。 是 8 的 一 个 下 降 的 紧 子 集 序列 , 它们 包含 4 且 以 4 为 其 
ZÆ, B= В 一 4。 的 边界 由 ôB 5 04, 的 某 个 子 集 С, 组 
成 。 因 为 * 在 В, 的 邻 域内 是 调和 的 , 故 
uÇ) 一 us, (Е ›и1әв) + AGIR (9.3) 
为 得 证 当 п co 时 上 式 右 方 第 二 项 以 0 为 极限 。 我 们 首先 指出 
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CE 1.V.4 节 ), 存 在 函数 "， 它 在 四 上 是 正 的 上 调和 函数 ， 在 4 
上 vv 一 十 %, H v(#) < 十 co。 因 此 对 充分 大 的 n ÆC, E 
v 21, Mi Шзир„.ьив„(#,С„) <E) AAHH > 
0， 函 数 ди 与 v 满足 同样 的 条 件 ， 由 此 可 得 lim,..us,(£, С.) 
一 0。 至 此 ,( 由 类 D 性 知 ) Нш ,opss《$ ,#1c,) 一 0， 从 而 
и(Е) = lim ,..pp,(Es#lop) < SUPos и, (9.4) 
因此 , “在 有 一 4 上 有 界 ， 它 在 ?上 有 唯一 的 上 调和 扩张 ( 见 1. 
У.5 节 ), 而 这 个 上 调和 扩张 又 是 调和 的 ， 与 事实 矛盾 。 至 此 证 明 
ТОРТ) > PT(d), 
PT(d) = РТ(а) 如 果 u = Сри 是 一 个 上 鞭 位 势 , 其 中 н 
在 极 集 上 无 负荷 。 定义 4, —{n<u<n+1}, HE m 表示 


4 在 А, 上 的 投影 。 因为 wx = +0) 0, Жи D m. 


而 据 控制 原理 知 Gom < n+ 1。 因此 ， 表 达 式 u= У) Gou, 
表明 是 一 个 拟 有 界 位 势 
PT(a) <>PT(c) 参见 定理 8。 
Mb A HERA 
MTG) > МТО) 如果 C) 一 D ai(。), 其 中 每 个 ai 


о 


是 S 中 有 界 过 程 ,我 们 来 证 明 (2СТ):Т 为 可 选 时 } 是 一 个 一 致 
可 积 族 [ 取 (оо) 一 0}。 定 义 nO) 一 D 200), А s> 


pe 


0， 并 取 充分 大 的 使 E{y,(0)} < 6/2, 再 以 。 表示 
=) 


的 某 个 上 界 。 于 是 , 若 工 为 可 选 时 , 则 由 上 款 不 等 式 可 导出 
Etz(T)} < E{z (0)}, Е{у„(Т)} < D 
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从 而 当 P{4} < s/(2c) 时 有 
f acna < Efy(T)} + [, SE aCTP<e (9.5) 


至 此 得 {z(T):7 为 可 选 时 } 为 一 致 可 积 族 , 即 z(*)e D, 

MT(b) = МТ(а) 见 定理 2.IV.IL, 

MT(a) <= МТ(с) 见 定理 8. 

定理 现 已 证 毕 . 

附注 (离散 参数 情形 ) 如 果 参 数 集 是 _Z+， 则 根据 定理 2. 
IV.8 知 ,在 黄 论 场合 有 S, = Spre 

抛物 型 情形 

经 典 位 势 理 论 场合 给 出 的 PT (с) <> PT (a) = PT (b) > 
PT(d) 可 不 经 修改 地 适用 于 抛物 型 情形 。 但 是 ,PT(d) > PT(a) 
的 证 明 用 到 了 控制 原理 ， 而 据 !.XVIL5 节 知 这 个 原理 在 抛物 型 
位 势 理论 中 不 成 立 ， 现 邯 卡 

PT(d') w 在 半 极 集 上 无 负荷 . 则 在 经 典 位 势 理论 中 ， 因 为 半 
极 集 是 极 集 , 所 以 有 PT(d) <=> PT(d')， 而 在 PT(d') 之 下 , 抛 
物 型 位 势 理 论 中 有 控制 原理 成 立 ( 见 LXVILI6 节 ), 于 是 有 PT 
(4) = PT(a)， 因 此 , 在 抛物 型 位 势 理 论 中 定理 9 的 形式 比 上 述 
经 典 位 势 理论 中 所 述 的 形式 稍微 弱 一 些 ， 此 时 PT(a) > PT(d') 
Жї, б = R", W à 的 支 集 为 横 坐 标 超 平面 , 其 上 
取 д 15, Дд 以 半 极 集 为 支 集 , 但 是 Gone Sin 


10. 类 S, 


定理 经典 位 势 理 论 场合 ) 加 在 S$ 中 的 函数 u= Gpx/h 
上 的 如 下 条 件 是 等 价 的 : 

PT(a) ues}. 

PT) ‘iui 一 x， 对 一 切 (等 价 地 ， 对 某 个 ) 严 格 正 的 常 
Жс 成 立 。 

PTC) 4& 以 某 个 极 集 为 支 集 。 
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RCHA) 加 在 S HAE 20.) 上 的 如 下 条 件 等 价 : 

MT(a) z(-)esSi,, 

мт) # 4. 一 {z() > c}， 则 对 于 每 个 《等 价 地 ,对 
某 个 ) 严 格 正 的 常数 “ 拟 处 处 有 0z(')04: 一 Ce), 

MT(c) «(-) 是 一 局 部 款 、 

据 定 理 8 Я1,РТ(а) <=> PT(b) H MT(a) => МТО), 

据 定 理 2.V.12 知 MT(a) <= MT(c), 

РТ(а) «> РТ(с) (对 4 三 1 的 证 明 ) 我 们 使 用 1.IX.8 节 
中 的 记号 ,其 中 М; 代表 刀 上 其 位 势 是 上 调和 函数 的 测度 组 成 的 
ЖА. WER M, 一 M; 一 М; 与 经 典 位 势 理论 中 的 向 量 格 
(〈S,, 科 ) 是 同 构 的 , 同 格 对 应 为 1 二 > Go。M; 中 在 极 集 上 无 负荷 
的 测度 组 成 的 类 M;,。 对 应 于 类 Sy;ss( 根 据 定理 9), 从 而 此 类 的 
于 分 量 组 成 的 类 M, EZF Mjo 一 Mi， 就 是 说 ，M; 中 以 
极 集 为 支撑 的 测度 组 成 的 类 对 应 于 S# ,这 是 因为 S, 一 Sh Æ 
此 得 到 PT(a) «=> PT(c)。 定 理 的 证 明 现 已 完成 

抛物 型 情形 

我 们 需要 进一步 的 条 件 : 

РТ(с) 4 以 某 个 半 极 集 为 支 集 。 

因为 在 经 典 位 势 理论 中 半 极 集 是 极 集 ,于 是 此 时 РТ(с) <> 
PT(c)。 将 上 述 经 典 位 势 论 的 讨论 加 以 修改 可 得 ， 在 抛物 型 情形 
有 РТ(а) <=> PTC) = PT(c)。 这 一 点 是 不 难 验 证 的 ,我 们 把 它 
留 给 读者 ， 


П. 与 4-Brown 运动 相 联系 的 4 上 调 
和 函数 之 分 量 的 格 论 分 析 


在 这 一 节 里 ,我 们 使 用 2.X.8 节 的 记号 ,但 局 限于 4 EWM 
函数 的 情形 。 于 是 x 是 D 上 的 一 个 正 的 4 上 调和 函数 ， 本 节 的 格 
论 讨论 适用 于 它 。2.X(8.1) 式 所 定义 的 过 程 а C) 局 限于 参数 
集 为 R* 的 情形 将 用 C) 来 表示 。 若 ws) < 十 co， 则 上 
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МА Лр КА ЖШ ER, ЖЕНЕШЕ ИЗЕЛ: 
的 。 我 们 将 在 位 势 理 论 与 款 论 这 两 个 方面 都 使 用 $,S,， 等 记号 . 

(а) 若 ue Sio， 则 对 每 一 个 使 “为 有 限 的 所 都 有 оС) € 
Siys。 这 个 论断 不 难 从 定理 2.X.8 ЕН. 

(b) 车 对 某 个 (等 价 地 ， 对 所 有 ) €, tC) Ж ЮЙ, Ш 
#є St,s. 事 实 上 运用 在 0 及 十 处 的 拷 等 式 可 导出 定理 2.X.8(d) 
在 5 处 的 等 式 , 从 而 此 等 式 在 D 上 成 立 ， 我 们 指出 ,如 果 把 上 述 假 
З ЕС) 换 为 xk(，)， 则 由 下 面 的 Cd) 可 以 得 知 这 个 命题 
СЬ) 不 成 立 。 

(с) 若 ue 入 ， 则 对 一 切 使 * 为 有 限 的 所 有 xzt(。)e 93. 0 
证 明 这 一 断言 ,回忆 对 于 D 上 自 $ 出 发 的 Brown 运动 ws(*)， 如 
RU 8 表示 此 过 程 的 寿命 , 则 由 2.X (1.2) RA 

Et{ozt(.)} 一 ds Pe RS 

= #(&)Р{$Р# > 1}. (11.1) 
RAA wh Æ ERAB, C 2.X.1 节 知 ) 当 г оо 
时 上 式 右 方 的 概率 以 0 为 其 极限 ， 从 而 得 证 《c)， 注 意 由 оС) 
ES} 可 推出 r(t) = 0 几乎 必然 成 并 ,但 是 ， 逆 命题 是 不 成 
立 的 ,尽管 后 一 个 条 件 对 于 6) 属于 5; 而 言 是 充分 必要 的 。 
TE, WRH C) 的 结论 中 的 Со) 换 为 AC, KERE 
得 相当 地 弱 了 。 这 一 点 将 在 下 面 证 明 的 〈d) 中 明晰 地 表现 出 来 。 

(4) 若 ue S$,， 则 对 每 一 个 5 有 оС) 657 [回忆 在 x 的 
这 个 假设 下 有 P{rxt(+oo) 一 0} 一 1 对 一 切 § 成立 ]。 为 证 明 
(《d)， 只 需 证 明 这 样 一 点 : 如 果 S+ 中 以 _R+ 可 参数 集 的 有 界 
EBR УС) 以 оС) 为 其 特殊 序 强 函数 ， 则 在 标准 修正 意义 下 
yC) 是 恒 为 0 的 过 程 ,等 价 地 ，E{y(0)} 一 0。 现 取 D 的 祖 对 紧 
开 子 集 序列 D.， 它 们 都 包含 Е, р. 递增 且 以 马 为 并 ， 如 果 以 
Si, BRW) 命中 9D。 的 时 间 , 则 停止 于 Sh BER. orte) 
是 软 ， 而 停止 于 同一 时 刻 的 过 程 y(*) ЕЁ—1 ЕЙ, 据 序 关系 
УС) С) 可 知 ,存在 另 一 个 过 程 , 它 停止 于 Sh, E- ELM, 
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而 它 与 yC) 之 和 是 oz 名")。 由 此 可 得 停止 于 Sé AU УС) 是 
拷 , 因 此 有 
Е{у(0)} = Е{у(54„)} —> E{y(S4—)} < E({oxt(S4—)} 
= E{xi(+oo)} 一 0， (11.2) 
这 正 是 所 要 证 明 的 。 


12. 5S%, 的 一 种 分 解 (位 势 理 论 情形 ) 


与 前 几 节 一 样 ， 4 是 RY 的 连通 Green 子 集 D 上 的 严格 正 
FRA. A Sho 表示 55, 中 使 对 一 切 + > 0 À ‹«Ь(т,+,и) 
= u 的 函数 * 组 成 的 锥 ,就 是 说 , D 上 的 db- 不 变 的 、 正 过 份 的 、 
奇异 h- 调和 函数 所 组 成 的 锥 .再 令 Siy 表示 Sh, 中 使 lim, so 
AG eu) 一 0 的 函数 “所 组 成 的 锥 。 不 难 验证 ， 如 果 # 在 这 两 
个 锥 之 中 的 某 一 个 之 中 , 则 它 的 正 特殊 序 弱 函 数 也 在 同一 个 锥 中 ， 
у ае AM: 如 果 此 和 在 S} 中 ,也 在 此 锥 中 , 因 
此 ,类 Sno 一 Shio — Sho 与 类 Sny = 54, — Sha 是 S。 的 两 
МЕТА. ШЖ и 是 在 Sh 之 中 , 我 们 在 2.1X.8 节 的 例 (a) 
中 已 经 看 到 , (那里 是 4= 1， 一 般 情形 不 难 由 此 推出 .) lim, 
4, +, и) 一 wo 是 zx 在 Si 中 的 В 调和 弱 函 数 。 因此 有 
lm ,„&Ъ(т,,*', #— u) 一 0， 就 是 说 ，x — m E Sia, MA Smi 
— Spo + Site 

类 Smo 与 Sm 有 明确 的 概率 含义 ， ze 8 „ 这 个 条 件 就 
是 x 在 Si, 中 ,而 且 第 11 节 中 的 过 程 zt 。) 对 某 个 (等 价 地 ,对 
一 切 ) 上 是 鞭 ， 这 等 价 于 更 直观 的 事实 : 2.X (8.1) 式 所 定义 的 
过 程 хо) 对 某 个 (等 价 地 ， 对 一 切 ) 扣 是 蒜 。 第 二 个 概率 解释 
是 ( 见 2.X.1 节 )，xe Si. [ne Si] 当 生 仅 当 从 某 个 (等 价 地 ， 
一 切 ) 点 出 发 的 了 中 的 wh-Brown 运动 几乎 必然 取 十 co [几乎 必 
然 有 限 ]。 这 一 解释 正 是 所 用 记号 的 起 源 ， 
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13. Ж 11 H 


如 下 的 《e) 与 〈f) 使 第 11 节 的 (а) 更 加 精确 。 

(е) 如 果 «є5 з , Mori(e)e Si. PRE, 正如 第 12 节 
已 经 指出 的 ,过 程 С) ER, TELIES ЙО (а) 知 这 个 过 
程 是 奇异 的 

CE) HuesSis, Д ,х26:)55,, KENA SA 

їз 4Ъ(:,& и) = lim Е (о) = 0 

表明 оС.) 6 5}, MAR 11 HU (4) 知 此 过 程 是 奇异 的 。 

如 下 的 《g) 与 QG) 使 第 11 节 的 〈c) 更 加 精确 。 

Cg) Ж seSivo С.) 653. 据 第 11 ЯО Сс) 可 知 
此 断言 是 平凡 的 。 

Ch) ж we S;,， 则 对 每 个 使 x(#) < 十 co 的 上 有 оС) 
є Si,。 如 果 uE) < 十 co， 则 利用 第 11 节 的 Сс) 可 得 知 过 程 
К+) 在 Si 之 中 ， 为 证 明 这 个 过 程 是 奇异 的 ,我 们 先 假定 与 上 
调和 函数 uh 祖 联 系 的 测度 以 紧 的 极 集 4 为 支 集 。( 由 第 10 节 可 
知 此 测度 的 支 集 是 极 集 .) 定 义 D= D 一 4， 并 以 m тиж 
D, 上 的 局 限 。 因 为 自 所 这 一 点 出 发 的 几乎 所 有 wt) 的 轨道 不 
命中 А, SAUT D # 所 联系 的 过 程 ozxg*) HU D, 上 w 所 
联系 的 过 程 ， 就 可 以 取 做 这 个 同样 的 过 程 Со). E 可 能 不 在 
Do 中 这 一 事实 不 影响 下 面 的 推 证 。D， 上 的 函数 mw 是 奇异 的 ， 
同时 是 4 调和 的 ， 这 是 因为 利用 定理 1.V.5 的 平凡 的 推广 可 知 ， 
u WARE hk HASRA w， 在 D 上 有 一 个 调和 扩张 , 而 m 
的 扩张 是 x 的 有 界 h 调和 弱 函 数 ,从 而 恒 等 于 0， 因 此 用 (е) 得 
到 x4。)€ S; ， 从 而 得 到 所 要 的 охе) 6 S$,。 但 是 ,如 果 4 没 有 
紧 支 集 ， 这 个 测度 可 写 为 具有 互 不 相交 的 紧 极 集 支 集 的 测度 序列 
之 和 ,同样 可 以 得 到 欲 证 的 ox) 6 Si, 

例 设 N 一 2, 且 D 为 上 半 平 面 , 取 = 1。D 上 的 纵 坐 标 
函数 x 是 一 个 奇异 的 正 调 和 函数 ， 它 具有 奇异 性 是 因为 的 任何 
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Ж ЖОЙПУ РЕ СЕ Р 的 每 个 有 限 边界 点 上 以 0 为 其 极限 ,从 币 ( 由 
定理 1.V.7 知 ) 它 恒 为 0。( 易 证 * 是 最 小 的 ， 但 我 们 不 需要 这 个 
事实 .) 正 « 调和 函数 1/4 沿 几乎 所 有 队 某 点 出 发 趋 于 др 
#-Brown 运动 轨道 有 有 穷 的 极限 ,从 而 几乎 所 有 这 种 轨道 趋 于 co . 
直接 的 计算 表明 , u 属于 (е) 中 的 函数 类 ， 因 而 ,如 果 wC) 是 
MEERE Se 为 寿命 的 D 中 的 Brown 运动 ， 则 过 程 tC) 
G=) 是 一 个 奇异 蒜 ， 这 种 苑 性 质 相当 于 这 样 一 个 命题 : 从 某 
点 “> 0 出 发 且 在 命中 原点 时 中 断 的 一 维 Brown 运动 是 一 个 款 ， 
这 是 一 个 由 直接 计算 便 可 容易 验证 的 事实 。 


ŒUE 


Ж 1 ж Brown 运动 与 PWB 方法 
1. 问题 的 由 来 


设 D 是 R 的 某 个 非 空 开 子 集 ,而 ӘР 是 它 的 依 度量 紧 化 边 
F. 为 避免 琐碎 的 麻烦 ， 我 们 假定 刀 是 连通 集 ， 而 对 于 不 连通 的 
DD， 所 得 的 结果 适用 于 吕 的 每 一 个 连通 的 开 分 支 。 设 4 是 D 上 的 
严格 正 调和 函数 .解决 忆 上 记 调 和 函数 的 第 一 边界 问题 (Dirich- 
let 问题 ) 的 PWB 方法 已 经 在 第 1 部 分 的 УШ 章 中 详细 讨论 过 
Т. 回忆 ро 可 测 的 边界 子 集 所 成 的 代数 就 是 边界 上 这 尝 的 子 
集 4 的 5 代数 : 其 示 性 函数 14 是 可 解 的 且 有 bC, 0) e 
Ні. 使 14 为 4 可 解 的 边界 上 的 Borel 子 集 组 成 的 类 是 一 
代数 ,而 且 对 于 D 中 每 一 点 Esul) EER 代数 上 的 局 限 之 
完全 化 就 是 ир 可 测 集 的 "代数 上 的 uC) 关于 ub) 
可 积 的 ив 可 测 边界 函数 f 所 成 的 类 与 $ 无关 而 且 就 是 可 解 的 
边界 函数 类 , HA Н 一 и. f) 我们 也 把 这 个 边界 函数 类 说 
成 ub 可 积 的 边界 函数 类 。 

PWB 方法 解决 了 当 边 界 为 规则 的 并 且 给 定 的 边界 函数 是 
有 限 值 连 续 时 的 Dirichlet 问题 , 但 是 在 第 1 部 分 的 第 УШ 章 ， 
BR h 可 解 性 本 身 外 ， 没 有 给 出 不 一 定 天 可 解 边界 上 的 某 个 4 可 解 
边界 函数 了 与 解 Н} 的 关系 。 在 第 2 节 我 们 将 指出 , 一 般 地 说 
调和 测度 有 一 个 概率 算法 ,而 Hi 以 了 为 其 沿 h-Brown 运动 轨 
道 的 边界 极限 函数 。 解 Hf AEE Dub) 中 (运用 引 理 LA 
知 ), 而 且 它 与 全 Brown 运动 适当 地 复合 就 定义 了 一 个 一 致 可 积 
拷 , 从 而 表达 式 Ht аве, Р) 就 变 成 了 对 参数 值 0, 十 oo Кдй 
EA. 

在 第 2 HEDER, CZO 是 从 5 出 发 的 
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D 中 的 h-Brown 运动 ,其 寿命 为 8%。 不 失 一 般 性 ( 见 2.X.2 #5), 
可 以 假定 FiO) 是 右 连 续 的 而 且 Fi) 含 所 有 零 集 。 因 
为 4 是 调和 的 ， 几 乎 每 一 条 轨道 wO) 在 此 轨道 的 寿命 处 都 趋 
向 6D《〈 见 2.X.4 节 )。 以 Го) 表示 在 参数 值 S$ 上 wl) 
的 聚 值 集 . 则 对 于 几乎 所 有 的 四 这 一 聚 值 集 是 一 个 紧 的 边界 子 集 。 
特别 当 h 三 1 且 др 是 Euclid 边界 时 , 过 程 wC) 就 是 于 
др йа Йй) RY 中 的 Brown 运动 ,从 而 Tto) 几乎 必 
然 是 单 点 集 {w 氏 St(o) 一 ]}。 类 似 地 ,如 果 刀 有 界 , 其 Euclid № 
RA ôD, MAE D 的 每 一 开 邻 域 р 上 4 有 调和 扩张 k, W 
С.) 等 同 于 在 Әр 的 命中 时 中 断 的 D 中 的 #-Brown 运 
动 ,从 而 To) 也 几乎 必然 是 单 点 集 {wt[S4(w) 一 ]}。 

根据 下 面 的 定理 可 知 ， 无 论 选 取 怎 样 的 边界 OD, To) 的 
分 布 就 是 4 调和 测度 (Е, 。)， 天 可 解 函数 了 对 于 几乎 一 切 w 
ERER Го) 上 等 于 常数 ， 而 且 H} A f 的 指定 的 值 作为 其 
沿 几乎 每 一 条 wA) 轨道 趋 于 边界 的 极限 ， 进 一 步 地 ，6D 是 
h- 可 解 的 , 当 且 仅 当 T 几乎 必然 是 一 单 点 集 ， 就 是 说 ， 当 且 仅 
当 左 极限 wh《S4-) 几乎 必然 存在 。 这 样 一 来 ， PWB 方法 不 但 
推广 了 Dirichlet 问题 解 的 经 典 概念 ， 而 且 用 它 仍 可 求 出 对 于 适 
当 意 义 下 给 定 的 边界 极限 函数 的 此 问题 的 解 。 

抛物 型 情形 

本 章 所 用 的 方法 适用 于 抛物 型 情形 ， 福 应 结果 的 陈述 留 给 读 
Ж. 


2. PWB 方法 的 概率 分 析 


定理 G) 对 于 每 个 边界 子 集 4 有 


H = ра -= RACE) 
Ні.) RICE) ACE) (21) 


C=P{TINA& Ø}, 车 4 是 解析 集 )， 
MEH др 一 4 是 解析 集 时 有 
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Ніс) = P{TÈICA}, (2.2) 
(b) 如 果 4 是 к 可 测 的 , 则 

HisAE) = AAS A) = P{TÈICA} = P{TEN A= Ф}. (23) 

如 果 了 是 ир 可 测 的 边界 函数 , 则 对 于 DD 中 一 切 E, 在 几乎 一 

ВЖЕ гі 上 恒 为 常数 。 反 过 来 说 ,如 果 上 是 Borel 可 测 的 边 

界 函 数 ,而 且 对 DD 中 某 个 £5，f 在 几乎 一 切 聚 值 集 Г} 上 恒 为 党 
数 , 则 了 是 ub 可 测 的 。 

(с) 边界 函数 了 是 h- TRR, SHENAE аһ 可 测 且 


可 积 的 ,此 时 有 
НКЕ) = нЕ, 0) = ЕКГ), (24) 
ты Н] = TD а. (25) 
再 者 ,由 
нико], # <5, 
к ар. # << +o, ag 


所 定义 的 过 程 iO) FICO 是 一 致 可 积 的 几乎 必然 连续 
й. 

(9) 边界 为 h- FM, НОНА DhE Е (ЗР, 
DM E) г} 几乎 必然 是 单 点 集 ， 就 是 说 ， 当 且 仅 当 依 
DUÔD 中 的 度量 左 极限 w 人 《$$-》 几 乎 必然 存在 。 因 而 ю1(51-) 
的 分 布 是 „КЕ, +). 

附注 SR H= ETD) 恰 为 参数 值 0 与 +co 上 
AC) 0865, 

(а) 的 证 明 。 等 式 HR = R4/h 已 在 LVIL2 节 
中 给 出 。 (2.1) 式 中 最 后 一 个 等 式 是 定理 2.X.7 的 特殊 情形 。 运 
用 (2.1) 式 于 6D 一 4 便 得 到 C2.2) 式 . 

C) 的 证 明 如 果 4 是 ps 可 测 的 ， 就 是 说 14 是 h- TIM 
的 边界 函数 , 则 当 4 为 Borel 集 时 ,由 (2.1) 中 各 项 与 (2.2) 中 各 项 
相等 就 得 证 (2.3) 式 。 因 为 每 个 pi 零 集 都 是 某 个 Borel 的 ub 
零 集 的 子 集 ， 又 因 ps 可 测 集 组 成 的 "代数 等 于 这 个 代数 在 其 


+390 • 


中 Borel 集 类 上 局 限 的 完全 化 ,于 是 首先 可 推出 当 4 为 нь BR 
时 (2.3) 是 平凡 的 ， 再 者 当 4 为 ub 可 测 时 《2.3) 也 成 立 。 反 过 来 
说 ,假定 对 于 茶 一 点 及 Borel 边界 子 集 А, (23) 中 最 后 一 个 
等 式 成 立 ， 那 么 正 调和 函数 Hi, 一 His 在 处 为 0， 从 而 它 恒 
等 于 0, 这 就 是 说 , 集 4 是 nb 可 测 的 。 这 就 证 明了 当 } 是 某 集 的 
示 性 函数 时 ,断言 O) 对 边界 函数 成立， 从 而 对 去 掉 这 个 限制 
ЙУ f tk їл. 

(с) 的 证 明 ”由 边界 函数 f 的 4 可 解 性 可 推出 1 的 и 可 测 
性 ， 从 而 得 到 对 于 DD 的 每 一 点 E RAS 在 几乎 所 有 保值 集 T} 
上 恒 取 常 数 ,就 是 说 ，f(T4) 是 几乎 必然 唯一 确定 的 。(2.4) 式 中 
第 一 个 等 式 已 在 LVILS 节 里 得 到 ， 而 它 的 最 后 一 个 等 式 可 由 
(2.3) 中 ub 的 概率 表达 式 得 出 .〈2.4) 式 的 如 下 更 直接 的 证 明 也 
fE (2.5) 式 得 证 。 若 minl) 属于 对 可 解 边界 函数 了 的 上 ГЕ] 
PWB* 类 , 则 取 充 分 大 的 常数 “ 可 使 上 上 调和 函数 и + с, © — 
ш, = Н} 均 为 正 的 。 于 是 (由 定理 2.X.8 ANAR m, ш, Hf 
沿 几 乎 每 一 条 wie) 轨道 趋 于 边界 时 都 有 有 穷 的 极限 , 并 有 

MCE) < Eflimu[w4(e)]} < B{lim НК) 
ДЕП ss 


< Eflimu,[wë(e)]} < (8). (2.7) 
ДЕН 


此 外 有 


Бп м 026) <<1һї}(2) <supf(£) < limw[wE(r)] a.s. (2.8) 
GR terg terg est 


因为 可 以 选取 m 与 um 使 (5) — u CE) 任意 小 ， 故 二 在 几乎 
每 一 个 聚 值 集 Г} 上 必定 恒 取 常 数 ,而 且 (2.4) 与 (2.5) 成 立 。 

从 定理 2.X.8 可 推 得 〈c) 中 的 黄 论 断 ， 但 是 如 下 的 直接 证 
明 可 以 使 I.4 与 1.5 节 变 得 更 清楚 些 。 以 Ad.) 表示 (2.6) 
式 所 定义 的 过 程 e )。 下 面谈 到 的 所 有 上 园 与 著 都 是 相对 于 
过 滤 FC) 而 言 的 。 如 果 ft 是 一 个 可 解 的 边界 函数 ， 则 由 
定理 2.X.8 可 知 , 如 下 过 程 

il e ds 411—1; 5), AFI Na), 
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«Кп—(|{\\л);*) (29) 
ЗЕЛЕНЕ ЕВ. 最 后 两 个 过 程 是 上 款 这 一 事实 表 
ЕН, х(|/1Л\л;,+) ОВ (6 x 一 оо) «К|}];.) 是 黄 , 就 
是 说 当 /为 正 时 〈c) 成 立 。 注意 到 现 已 得 知 (2.9) 中 前 两 个 过 
= ЕЛЕ ШИ, MA (f; +) 也 是 娄 ， 这 正 是 要 证 明 
的 ， 

(4) 的 证 明 ”如 果 边 界 是 可 解 的 , 即 边 界 的 Borel FRE 
ub 可 测 的 ， 则 可 取 8 > 0 及 边界 的 紧 子 集 4,,*… ,A4， 使 每 个 
Ai 的 直径 不 超过 е 且 诸 4, 之 并 为 8D。 因 为 由 (2.3) 知 ГЕ Л, 
乎 必然 是 任何 一 个 与 之 相交 的 4; 的 子 集 , 故 Ге 的 直径 几乎 必 
然 不 超过 s. FE T} 几乎 必然 是 一 单 点 集 ,就 是 说 , ERR wt 
С) 几乎 必然 存在 。 反 过 来 说 ,如 果 对 某 点 Е, Г} 几乎 必然 是 
单 点 集 , 则 由 (2.1) 知 集 函 数 Аҥ>Н!„(#) 是 Borel 边界 集 的 可 
加 函数 ,从 而 边界 是 4 可 解 的 ( 见 1.VIIL9 节 )。 

特殊 情形 Ch 是 极 小 的 ) 

如 果 л 是 极 小 的 ， 则 对 每 个 边界 子 集 4, h RME Hi, 
一 Rilh ZAER 1 要么 恒 取 0 。 事 实 上 ,利用 极 小 性 可 得 Hia 
是 常 值 函 数 ， 从 而 К; = ch， 但 进行 多 重 约 化 运算 [ 见 1.VI.3 节 
GI 可 得 ch сЕ = <， 至 此 必 有 * 一 0 或 1 。 对 于 每 个 边 
RA b, WR RO = 0, Ш( REO 是 4 的 边界 邻 域 上 约 化 族 
的 下 确 界 ) Ri = 0 对 于 一 切 “ 的 充分 小 的 边界 邻 域 4 成 立 。 因 
此 ,使 RE =0 的 边界 点 “组 成 一 个 开 集 В, 而 且 R$ 三 0。 
Ж-Ж, В 一 6D 一 в 是 一 紧 集 并 有 性 质 : 对 每 个 § 几乎 必 
RA 一 В. ub 可 测 的 边界 子 集 的 类 是 由 边界 上 所 有 要 么 包 
含 В 要 么 被 包含 的 那些 子 集 组 成 。 一 个 边界 函数 f А 
的 , 当 且 仅 当 它 在 в 上 是 一 (有 限 ) 常数 而 且 PWB REWE 
函数 。 特 别 地 ,边界 为 4 TTE, SENA в 是 单 点 集 {6} Н 
(0) 是 一 切 h 调和 测度 aE, e) 的 支 集 ， 等 价 地 ， 当 且 仅 当 
对 DD 中 一 切 $， 几 乎 每 一 条 we) 轨道 在 其 寿命 时 趋 于 “.。 当 
万 为 球 时 这 个 问题 的 讨论 见 2.X.9 节 。 
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容 度 理论 的 作用 

如 时 我 们 假设 对 某 个 (等 价 地 ， 对 一 切 )D 中 的 点 E, ERR 
w 和 St-) 几乎 必然 存在 ,或 者 沿 另 一 方向 假定 边界 是 h 可 解 的 , 那 
么 对 所 作 的 分 析 进 行 严 格 的 检查 会 发 现 ， 在 定理 2 的 推导 中 并 不 
需要 解析 集 与 Choquet 容 度 理论 。 若 ӨР 是 Euclid ARAH. 
要 么 三 1, REDERI CORA RUR TEMEA k EF 
集 G 上 有 正 的 调和 扩张 ,此 时 上 面 的 假设 是 满足 的 。 


3，PWB 的 Й] 


例 (a) Green 集 D 的 Alexandrov 单 点 边界 显然 是 普遍 可 
解 的 ， 根 据 定理 2 的 观点 ， 普 遍 可 解 性 对 应 于 这 样 一 个 事实 : 对 
于 了 上 的 严 格 正 调和 函数 h4， 从 DD 中 某 点 出 发 的 几乎 每 一 条 h- 
Brown 轨道 在 其 寿命 处 趋 于 单 点 边界 。 

例 b) 如 果 刀 是 一 个 球 , 则 据 1.VII.9 节 知 其 Euclid à 
界 是 普遍 可 解 的 ,这 一 普遍 可 解 性 对 应 于 2.X.9 节 中 推出 的 如 下 
事实 : 对 球 卫 上 的 严格 正 调 和 函数 4”， 从 DD 中 某 点 出 发 的 几乎 每 
一 条 h-Brown 轨道 在 其 寿命 处 趋 于 Euclid 边界 上 的 某 一 点 。 

A (с) 若 N 一 2, 假定 D 是 一 圆 盘 , t 是 边界 上 一 点 ,4 一 
KC, +) 是 对 应 于 “ 的 极 小 调和 函数 OL 1.11.1 节 )。 对 于 D 中 
Е, Ц (CE) 表示 由 上 到 二 的 连 线 与 5 到 圆 盘 中 心 连 线 的 夹 
角 , 一 x/2 < b < «12, 则 $8 是 D 上 调和 函数 . 在 D XD 上 取 

4(&,л) = |E — nl + ICE) — $C) (3.1) 
定义 了 一 个 距离 函数 d(。,， )。 如 果 在 这 个 距离 函数 下 完备 也 
所 得 边界 记 为 D, W) Euclid 边界 点 转化 为 对 应 于 趋 于 DD 各 
方向 的 点 组 成 之 紧 集 4。 在 这 这 个 例子 中 ，h 是 最 小 的 ， 从 而 拟 
有 界 的 小 调和 函数 ,特别 PWB 解 , 都 是 常 值 函数 ， 而 且 Euclid 
边界 单 点 集 {2} 的 天 调和 测度 恒 为 1 。 从 D 中 5 出 发 的 几乎 
每 一 条 h-Brown 轨道 依 Euclid 度量 有 极限 “。 现 在 我 们 来 考 
查 这 些 轨道 在 ӨР 上 的 聚 值 集 ， 就 是 说 考查 依 (3.1) 所 定义 的 度 
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量 4 的 边界 来 值 集 。 回忆 1. XI. 12 节 ， 如 果 “ RE DAV) 
Martin 边界 点 ， 则 从 < AD 内 的 每 一 射线 在 5 处 都 不 是 极 小 薄 
的 。 我 们 将 在 11.3 ПЕНА, КУ 的 Green 子 集 的 Borel FË 
В 在 极 小 Marin 边界 点 上 不 是 极 小 薄 的 ， 当 且 仅 当 从 此 Green 
子 集中 某 点 出 发 县 到 达 该 边界 点 的 几乎 每 一 条 条 件 Brown 轨道 
在 任意 接近 此 边界 点 处 都 命中 了。 在 现在 的 场合 ， 运 用 与 FD 
有 关 的 记号 可 得 知 , 几乎 必然 有 TE 等 于 А, 据 定 理 2, OD 上 
函数 1 是 可 解 的 , 当 且 仅 当 在 4 上 РЕНА (з оо), А 
时 对 应 于 f 的 PWB* 解 恒 等 于 常数 f( 4)。 带 分 支 的 边界 OD 
因为 有 太 多 的 点 以 致 不 能 成 为 可 解 的 了 。 

B (d) 设 8 是 某 Green 集 DD 的 一 个 开 子 集 ,， DIRE 
紧 化 有 边界 Әр, їп OB 表示 В 按 同样 度量 紧 化 边界 。 除非 B 
{ED HIRR, OB 依赖 др 的 选取 。 根 据 定理 2 知 ，98 是 
可 解 的 , 当 且 仅 当 从 B 中 某 点 出 发 的 几乎 每 一 条 DD 中 4-Brown 轨 
道 要 么 命中 DN68， 要 么 在 其 寿命 处 趋 于 ODNB 上 某 一 点 。 
于 是 只 要 ôD Æ hT, M OB 必 是 h 可 解 的 。 可 以 把 这 个 
简单 的 可 解 性 推 证 与 1.VIIL8 节 例 (b) 中 所 作 的 非 概率 推 证 加 
以 比较 。1.VII.8 节 中 那个 pb 与 из 之 间 的 关系 式 (8.3) 只 是 
条 件 Brown 运动 的 强 Markov 性 的 一 个 推论 。 

例 (е) 假定 Green 集 忆 的 度 最 紧 化 D — DUBD 只 有 如 
下 性 质 : 存在 D 上 的 以 某 个 集 了 为 指标 集 的 族 {die 1} 使 得 

(е) EDAR Ф, E 万 上 有 一 个 连续 扩张 (也 用 di Ж 


л). 
(е) # nE OD 则 DD 中 序列 п. 以 为 极限 的 充 要 条 件 是 对 
一 切 i 有 lim,..bi(n,) 一 $i:(7)， 这 是 说 族 Ф. ЭЕ Әр. 
Ces) 在 这 些 条 件 之 下 , 如 果 再 假定 若 有 DD 上 的 某 个 严格 正 调 
和 函数 ,使 对 一 切 i 同时 有 limit 58,1000) 几乎 必然 存在 , Ж 
фик.) 是 自 $ 出 发 且 以 S 为 寿命 的 任何 4--Brown 运动 ， 
MERR wii) 几乎 必然 存在 ， 那么 Өр 是 可 解 的 。 因 为 
ENR D 之 边界 的 一 个 标准 方法 是 选取 DD 的 一 种 紧 化 , 使 得 D 上 
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某 一 指定 函数 族 中 的 每 一 函数 在 此 紧 化 上 有 连续 扩张 ， 所 以 这 个 
例子 是 经 常 迪 到 的 。 例如, 若 D 是 R ART Green Ж, 是 
D 中 一 点 , DH Martin KELE 1 部 分 的 第 Хи 章 ) 可 以 定义 
HWE Ce) 5 Ce) 的 空间 ,其 中 通 数 族 {bE D} 由 Ф = 
СЬС + 5)/Gp《， ,sp) 所 定义 。 此 外 ,如 果 方 便 的 话 , 我 们 还 可 把 
局 限于 D-{&} HR PAT ЖУ. 将 在 1.5 节 给 出 的 
一 个 直接 论证 表明 ,对 于 一 切 4,(aw) 是 满足 的 ,从 而 .Martin 边界 
是 普遍 可 解 的 。 但 是 实际 上 在 LXIL 10 节 我 们 已 经 导出 这 一 普 
遍 可 解 性 ,由 此 可 以 推出 ( 据 定理 2 知 ), 从 一 点 专 出 发 的 几乎 每 一 
Ж h-Brown 轨道 收敛 于 某 一 Martin 边界 点 ,而 且 极 限 ш1(54-) 
DA mb, +). 


4 PWB? 情形 的 尾 o 代数 


设 D 是 RY 的 连通 Green FR, CU ôD 作为 按 某 一 度量 
紧 化 的 边界 , 设 是 D 上 某 个 严格 正 调和 函数 ,并 且 设 w4(。) 是 
МЕ ННВ St 的 D 中 h-Brown 运动 ， 以 St 表示 过 程 
ше) 的 尾 o 代数, 而 用 ToK 6D 上 的 wh,o) ЖЖ 
Жж. 回忆 由 定义 知 " 代 数 多 4 包含 wO) ER. ЖЕЖ Е 
5 К.) 都 是 固定 的 ， 

定理 若 6D 是 内 大 可 解 的 ， 则 [不 计 w) 零 集 差异 ] 
多 4 由 形 如 

{o:Tt(o)C4}， 对 于 Borel 的 д} 可 测 边界 子 集 4.(4.1) 
的 集合 组 成 。 特别 当 8D 也 是 可 解 时 , 则 SE (不 计 wi C +) 
零 集 差异 ) 是 由 形 如 

{о:04(54-,0) 6 А}, Borel 边界 子 集 À (4.2) 

的 集合 组 成 。 

附注 因为 ab 可 测 边界 子 集 与 pg 可 测 的 Borel 边界 子 
集 只 相差 一 иһ 零 集 , 又 因 大 调和 测度 ир 通过 (2.3) 式 被 T4 的 
分 布 所 确定 , 故 (4.1) 中 的 “Borel” 这 个 限制 可 去 掉 , 而 (42) 中 的 


*395, 


“Borel” HA “ab 可 测 "所 代替 。 由 定理 4 可 推 知 , 如 果 Өр 是 
内 4 可 解 的 ， 那 么 为 要 过 程 wt 。) 的 随机 变量 z 是 多 可 测 
的 , 必须 旦 只 需 存在 ӨР 上 的 ab 可 测 的 Borel ЖЕ z= 
ECT) 几乎 必然 成 立 , 而 且 当 9D 也 是 -可 解 时 ,可 用 wt (S4-) 
RICE г. 

特殊 情形 Ch 是 极 小 的 》 

如 果 4 是 极 小 的 , 则 每 一 个 有 界 h 调和 函数 恒 取 常数 ,从 而 刀 
的 每 一 种 边界 部 是 内 h 可 解 的 。 此 时 5 代数 多 4 与 аһ 可 测 
集 组 成 的 о 代数 都 是 平凡 的 ， 就 是 说 其 中 所 有 集 的 测度 为 0 或 1， 
如 果 Borel WEFR ARIA 调和 测度 为 1, 则 и 可 测 边界 子 集 
йо 代数 是 由 4 及 nd 零 集 所 生成 的 。 若 AGE HARE 
ше) 零 集 , 则 多 4 是 由 A 及 К.) Æ RARE о 代数 。 
特别 当 OD 也 是 可 解 时 ， 则 存在 Әр 上 一 点 l, E дЬ(., 
UD 三 1。 此 时 др 的 一 切 子 集 都 是 иһ 可 测 的 。 

定理 4 的 证 明 若 4 是 и 的 可 测 的 ,就 是 说 ,如 果 边 界 函 数 
f 一 14 是 因 可 解 的 , 则 (用 定理 2 可 得 ) 


lim НА) ) = КГ) a.s. 
115% 


由 此 可 得 ( 见 2.X.11 节 ) CT?) 是 St 可 测 的 ， 即 (о: TR) 
<4}є GE, BZ, Ж лє 4, 在 2.X.11 节 已 经 证 明 ， 存 在 有 
办 的 二 调和 函数 u 使 得 Jim шш Со) 一 1 几乎 必然 成 立 。 由 


于 此 边界 是 内 大 可 解 的 ， 故 对 某 个 ph 及 Borel 可 测 函数 了 有 
u= Н}, ТОН wile ) 的 轨道 DL 了 为 其 几乎 必然 边界 极限 函 
数 ,就 是 说 几乎 必然 有 KTH 一 4， 至 此 可 知 存在 一 个 д} 可 测 
的 Borel 边界 子 集 4， 使 在 不 计 и 零 集 差 异 下 有 1 一 14 В. 
ЖИ wC) 零 集 差异 下 有 4 一 {o:Tt(o)C4}。 如 果 ðD 也 
是 h 可 解 的 ， 则 每 一 个 Borel 可 测 的 边界 子 集 是 2h 可 测 А, 
而 且 不 计 p$ 零 集 差 异 下 ，A 可 测 的 边界 子 集 都 是 Borel #, 
从 而 定理 的 最 后 一 个 断言 是 平凡 的 。 
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ШЖ Martin 空间 上 的 Brown 运动 
1. Martin 空间 上 Brown 运动 的 构造 


设 D 是 КУ 中 的 连通 的 Green 子 集 ，K 是 对 于 DD 的 某 个 
Martin 函数 , 疡 是 刀 上 的 严格 正 上 调和 函数 ， 而 {wi Ce), Ft 
CD 表示 从 出 发 且 以 54 为 寿命 的 也 中 h-Brown 运动 . 对 
于 DD 的 子 集 4,84 与 LA 分 别 代表 wC) 首 中 与 未 遇 集 4 的 
时 间 ， 据 定理 1. ХИ. 10 可 知 ,若是 调和 的 ， 则 Martin 边界 
是 /可 解 的 ， 并 且 有 AE, dt) = KC, 5)MACLDOAACGE)， 其 中 
М, 是 对 应 于 天 的 大 的 Martin 表示 测度 。 由 定理 П. 2 知 , 左 
极限 wt(54-) 是 几乎 必然 存在 的 ,而 且 它 的 分 布 x$(§，*，) 以 极 
小 Martin 边界 ир 为 支 集 《 见 1. ХИ. 7 节 )。 特别 当 5 是 
极 小 Martin 边界 点 而 且 A= KC.) 时 , 则 Ce, 00) = 1， 
从 而 几乎 必然 有 wk(5S4-) 一 “。 对 于 这 样 选取 的 4”， 有 时 我 们 把 
“©КС-+), 814, 144 分 别 与 作 wC), SE, LEA, 

在 2. X. 9 节 中 对 于 由 其 Euclid 边界 所 紧 化 的 球 内 А 
Brown 运动 的 分 析 , 除了 可 能 出 现 的 有 关 非 极 小 Martin 边界 点 
的 讨论 之 外 ， 无 需 任何 改变 就 适用 于 被 其 Martin 边界 所 紧 化 的 
任意 连通 Green Ж р) 4-Brown 运动 。 这 就 是 说 , 若 h 是 调 
和 的 , 则 从 出 发 的 D 中 之 4-Brown 轨道 可 以 这 样 得 到 : 首先 按 
RIH CE, +) 在 Өр 上 选取 极 小 渐 近 轨道 端点 “， 然 后 选取 
从 5 出 发 到 的 K(G,+)-Brown 轨道 。 更 严格 地 说 ，wt(，) 关 
于 we (54-) = 的 条 件 分 布 的 一 个 版 本 就 是 从 5 出 发 的 K(&， 
*)-Brown 运动 的 分 布 。 如果 А = Сри 是 一 位 势 ,而 且 AE) < 
+оо, WICH 2. X. 4 节 知 ) 52 几乎 必然 有 限 , 左 极限 ш{(5-) 
存在 且 在 DD 中 ,而 且 we(sè-) 95 GE, Eula) AE) 对 
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FAIRE, В-Вгоуп 运动 的 轨道 可 以 这 洋 得 到 ; 首先 按 
照 分 布 Сь(#, Ga (45)/В CE) 在 了 中 选取 渐 近 轨道 端点 “然后 
选取 从 5 出 发 到 5 的 GoCe,0)-Brown 运动 轨道 ,就 是 说 , we) 
关于 wi 《5S4-) 一 和 的 条 件 分 布 的 一 个 版 本 就 是 从 5 出 发 的 
(+, 5)-Вгомп ЖАУ. ACE) 一 十 co 的 情形 已 在 2.X.5 
PHE. 若 h= hth 是 D 上 任意 的 严格 正 上 调和 函数 , 其 
中 ha 是正 调和 的 而 ha 是 一 位 势 ( 即 Riesz 分 解 )， 则 从 满足 
ACE) < +оо 的 5 出 发 的 h-Brown 运动 以 概率 h (E)/ACE) W 
从 5 出 发 的 有 -Brown 运动 ， 而 以 概率 及 (5)/h(#) 取 从 5 出 发 
的 Brown 运动 。 

可 到 达 与 不 可 到 达 的 Martin 边界 点 

根据 2. X. 1 ТП], ЖС 是 极 小 Martin 则 函数 
E> РОЗЕ = 十 co} 要 么 恒 等 于 0, 要么 恒 等 于 1。 前 一 情形 称 《 
为 可 到 达 的 点 ,后 一 情形 称 点 “为 不 可 到 达 的 。 ик, 如 果 刀 是 一 
个 球 ( 见 2. Х. 9 节 )， 则 它 的 所 有 Martin 〈 即 Euclid) 边界 点 
都 是 可 到 达 的 极 小 边界 点 。 如 果 刀 是 半空 间 ， 则 Martin (B 
Euclid) 边界 点 都 是 极 小 的 ,有 限 边 界 点 是 可 到 达 的 , 但 无 穷 边界 
点 是 不 可 到 达 的 。 如 果 р = КУ, М 2， 则 极 小 调和 函数 是 正 
的 常 值 函数 ,点 co 是 唯一 的 Martin 边界 点 , 它 是 极 小 的 且 不 可 到 
达 。 


2. 从 Martin 边界 点 出 发 的 
Brown 运动 


从 可 到 达 边 界 集 出 发 的 Brown 运动 

设 4 是 D 上 的 严格 正 调和 函数 。 它 的 Martin 表示 测度 以 可 
到 达 的 极 小 Martin 边界 点 组 成 的 集合 为 支 集 。 则 对 于 也 中 每 一 
кї Es В 调和 测度 DCE, 40) 一 KG,5)Mi(d2)/h(5) 也 以 上 述 
集合 为 支 集 , 设 wi(，) 是 了 中 的 h-Brown 运动 , 其 初始 分 布 为 
l, MEM 5: 不 一 定 几乎 必然 有 限 。 我 们 用 im, swi) KE 
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Ж (5), RES IL 2 知 此 极限 几乎 必然 存在 且 以 Ги, 
а) 为 其 分 布 。 根 据 2. X. 6 节 可 知 , 过程 (00050 — 1), 
ER} 以 54 为 其 寿命 ,而 且 它 是 以 1 作为 其 轨道 端点 C> 51 
时 ) 分 布 的 GpX-Brown 运动 。 

特殊 情形 : 从 可 到 达 的 Martin 边界 点 出 发 到 了 中 某 一 点 的 
Brown 运动 

У С 是 可 到 达 的 极 小 Martin 边界 点 ,是 D 中 一 点 。 在 上 
段 讨论 中 取 h 一 KC) 且 4 以 (Е) 为 支 集 ， 则 一 方面 知 过 程 
{Кге Rt} 是 从 5 出 发 的 KCE, +)-Brown 运动 ， 而 且 几 乎 
一 切 轨道 在 其 寿命 5f 处 趋 于 5; 另 -一 方面 过 程 {wi(54 一 D， 
1E R+} EME 出 发 的 Gp(8,*)-Brown 运动 ,而 且 几 乎 折 有 轨道 
在 其 寿命 S 处 趋 于 5。 为 方便 起 见 ,此 后 我 们 把 wif — 0) 改 
写 为 и}, 而 且 把 这 个 Gp(§ ,*)-Brown 运动 的 转移 密度 表 为 
4. ЭШЕ ЕЕ t MEIE о) 的 绝对 概率 分 布 《:，A》 
к> P {w¢C) 6 A} = pG, A), HH ARUN D-{E} 的 一 切 Broel 
子 集 。 因 为 对 0 二 :<+ 有 


осоо | о ор, = Aa QD 


Ў РЇ, +) 关于 In 是 绝对 连续 的 ， 而 且 可 把 ?处 的 Radon- 
Nikodym 导数 dp《1,*)/dly 取 为 


Њо) = [ 4б ра). 022) 


我 们 指出 ,因为 <b 满足 Chapman-Kolmogorov HE, WERA 
方 积分 的 值 不 依赖 于 满足 0 < 5 < : 的 :的 取 法 ， 从 而 (2.2) 式 
在 ] 0, 十 co[X(D-{8}) 上 定义 了 Polet). AR РБ, t, +) 
是 wi(z) 在 DD 中 之 分 布 的 In 密度 ,而 函数 pC, be) E GE, e) 
-抛物 型 函数 ,就 是 说 ， 中 一 РБС, 0, )Сь(Е,,) &10, +оо [х 
(D- 售 }) 上 的 抛物 型 函数 , 这 是 根据 4$ 在 这 个 乘积 集 上 有 如 下 性 
Ж: 
由 是 Borel 可 测 的 ; 
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中 是 Inn 局 部 可 积 的 ; 

因为 Lo: — ғ, 0) 在 的 定义 域 上 是 抛物 型 的 , 故 四 具有 
抛物 型 函数 的 局 部 平均 性 质 。 

人 们 自然 会 猜想 ， 当 т 以 适当 方式 趋 于 5 时 ,转移 密度 
4 多 1,7,n) 将 趋 于 p$1,5,n)， 我 们 现在 就 推导 这 一 极限 关系 的 
一 种 翻版 : 对 每 个 严格 正 数 上 有 

тёз — s wk(s) n) = PCan). a.s. (2.3) 

为 此 我 们 指出 ,函数 (р) inan) 在 Ср — {&})х 10, 
十 co[ 上 是 Gos) 一 抛物 型 的 ， 事 实 上 ， 它 还 是 这 个 集 上 Co 
(&,+) 空 时 Brown 运动 的 不 变 过 分 函数 。 此 外 ， 由 (2.2) 式 可 推 
出 


Е{а 0: — з, (з),)} 一 外 tt 0<з<. (24) 
FEG {4b — s wils) n) 0 <s <1) HE, 这 个 黄 是 几乎 
必然 连续 的 ,从 而 (由 2. Ш. 16 节 知 ) 当 参 数 趋 于 0 时 过 程 有 几 
平 必然 极限 。 这 个 极限 随机 变量 关于 КСЕ, +)-Brown 运动 的 尾 
о 代数 是 可 测 的 ， 从 而 (由 IL 4 节 知 ) 它 几乎 必然 等 于 常数 ， 因 
为 [ 见 2. Ш. 3 节 的 〈e)] 每 一 个 黄 在 其 右 闭 参数 集 上 是 一 致 可 
积 的 , 故 这 个 常数 就 是 (2.4) 式 中 期 望 值 ,就 是 说 (2.3) 式 成 立 。 

从 不 可 到 达 的 极 小 Martin 边界 点 出 发 到 DD 中 

某 一 点 的 Brown 运动 

如 果 是 吃 的 不 可 到 达 的 极 小 Martin 边界 点 ， 就 是 说 ( 见 
2. X. 1 节 ), 如 果 函 数 K.) HD Brown 运动 的 不 变 过 份 
ШК, рф &, 设 D. 是 了 的 相对 紧 开 子 集 的 递增 序列 ， 
D. 都 含 5 且 其 并 为 D. 以 LE 表示 С) D, 的 时 间 。 
《关于 了 的 约 化 ) 函 数 DK (С, e)a 是 以 3D, 为 支 集 的 某 个 测度 
AIRD: КСС, e) 一 Gou, 根据 2. X. 10 HER, wECL$,) 
的 分 布 是 


С›(#›л) „(4л )/К(ї ,Е), 
MEUA Li 为 寿命 的 过 程 {wiL8-4)，xc R} 是 以 к(1,) 


+00, 


的 分 布 为 其 初始 分 布 的 Gp(#,*)-Brown 运动 。 我 们 指出 ， 几 乎 
必然 有 lim,..Li, = +00 Н lim,.wf(L£,)= i. 

A 以 de 表示 КУ 中 点 的 第 N 个 坐标 ， 并 设 D 是 半空 间 
{ds > 0}, 在 1. УШ. 9 节 我 们 已 求 出 Green 函数 Gp, 而 在 
1. ХП. 3 节 我 们 已 发 现 其 Martin 边界 就 是 Euclid 边界 . 所 有 
的 边界 点 都 是 最 小 的 ,而 有 限 边 界 点 是 可 到 达 的 。 直 接 计 算 可 知 ， 
Ж С 是 有 限 边 界 点 且 o = 1, W 

pa PC snan) = аас 
ri GE »n) 


се), # N = 2, 


ds GG), ÉN>2 


按照 本 节 的 结果 ， 上 述 极限 就 是 pK1,5,n)。 如 果 现 令 EATE 
一 个 有 限 边 界 点 à, WEBER 成 将 趋 于 某 个 极限 转移 密度 ， 
BI K(&，*)-Brown 运动 的 转移 密度 ,而 РБС, 5,*》 所 趋向 的 极 
限 密度 可 以 被 描述 为 从 出 发 到 5， 的 Brown 运动 在 时 刻 :的 
绝对 概率 密度 。 


3. 极 小 Martin 边界 点 处 的 0-1 律 与 极 
小 细 拓 扑 的 概率 刻 旭 (记号 同 第 1 5) : 


ДЖ С 是 极 小 Martin 边界 点 ， 则 几乎 一 切 и (-) 轨道 在 
其 寿命 处 趋 于 《“。 而 且 〈 由 .2. х. 11 节 知 ) 这 个 过 程 的 尾 " 代 
数 是 平凡 的 。 与 2. X. 11 节 对 于 为 极 小 调和 函数 时 4-Brown 
运动 所 作 的 详细 讨论 一 样 , 和 Brown 运动 初始 点 的 邻 域 内 集 与 
函数 性 质 有 关 的 渐 近 性 质 2. УП. 6 (b) 一 (g)， 正 好 对 应 着 k- 
Brown 运动 在 其 寿命 附近 , 在 现在 的 场合 即 在 “ 附近 ， 的 集 与 函 
数 的 性 质 。 例 如 ，2.VIL 6 节 的 O) 对 应 着 如 下 〈b*): 若 4 是 
忆 的 解析 子 集 ， 则 函数 E> PILE = S) 要 AEA o AR 
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为 1。 

细 拓 扑 的 概率 描述 已 在 2 IX 15 节 [ 也 见 2: X. 2(d)] 中 
给 出 。 如 下 定理 用 概率 语言 刻 刘 了 在 1. ХИ. 12 节 以 非 概率 方 
法 定义 的 极 小 Martin 边界 点 处 的 极 小 细 拓 扑 。 

定理 ШЖ Жр Ий Martin 边界 点 。 为 使 是 DD 的 子 集 
A 之 极 小 细 极 限 点 ， 其 必要 条 件 是 对 DD 中 每 一 点 Е, REBRU 
含 4 的 解析 集 就 有 

Р{ІХ8 = 55) = 1; (3.1) 

其 充分 条 件 是 (3.1) 式 对 D 中 某 一 点 5 及 包含 4 的 任何 开 集 B 成 
ү. 

此 定理 表明 ,如 果 4 是 解析 集 , 则 点 “为 4 的 极 小 细 极 限 点 当 
且 仅 当 B = 4 时 (3.1) 式 成 立 。 对 于 使 Р— 4 为 解析 集 的 DD 之 子 
集 4， 例 如 D 的 Borel FR 4， 为 要 4 是 《的 去 心 的 极 小 细 邻 
域 ,必须 而 且 只 需 几 乎 每 一 个 viO) MEERDER], SI 
内 停留 于 4 中 ， 其 中 ?一 :Cw) SE, 的 值 可 取 为 卫 一 4 的 末 
遇 时 。 在 上 述 两 个 命题 中 ， 必 要 性 部 分 是 要 求 所 述 条 件 对 于 也 中 
一 切 点 上 满足 ,充分 性 部 分 则 要 求 条 件 对 于 中 某 点 上 满足 ， 

定理 3 的 证 明 〈3.1) 式 的 一 个 等 价 形式 是 


Р {limsupl/[w£(r)]=1} = 1, (3.1) 
ДЕЗ я" ° 


# 2. X. 11 я, 4 对 于 刀 中 每 一 点 均 解析 , 或 者 当 4 对 DD 中 
一 切 点 都 不 是 解析 集 时 上 述 条 件 是 满足 的 。 如 果 卫 是 的 某 个 邻 
BE DEMO, DUC 2. X. 7 节 知 ) 当 4 是 解析 集 时 有 

коа, С e = PS < S$). 2) 
Т А 
点 ,而 右边 对 所 有 的 B 恒 取 1 м Нч (3.1), HU ARR 
析 集 时 定理 成 立 。 又 因为 ， 为 要 《是 了 之 某 子 集 4 的 极 小 细 极 限 
点 ,必须 且 只 需 《 是 每 个 包含 4 的 开 集 的 极 小 细 极 限 点 ( 见 LIL 
12 节 ), 所 以 定理 对 一 切 集 4 成 立 。 
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应 用 于 函数 极限 

根据 定理 3 及 本 节 开 头 所 作 的 讨论 可 知 ,， 从 万 到 某 个 Polish 
空间 D 中 的 Borel WAR u ih Martin 边界 点 处 有 
极 小 细 极 限 〈 极 小 细 聚 集 值 ) ¥”， 当 且 仅 当 对 DD 中 每 一 点 €, $ 
价 地 对 刀 中 某 点 二， 几乎 必然 有 тшн] = ОВЛ, 


沿 iC) 轨道 于 处 有 聚集 值 了 )。 特 别 地 , # DR, Nix 
DRE E Ж 


lim зири[ е (2)] = mflimsupu(n) a.s. 
ns =ç 


而 且 对 于 下 极限 相应 的 等 式 也 成 立 。 


4. Martin 空间 上 的 概率 Fatou 定理 


设 h 是 RN 之 Green TED EOR EWAH, >Ж%р 
=н ie Ж u= v/h, RIEF 2. X. 8 知 
= = ыд (41) 


几乎 必然 存在 。 鉴 于 第 1 节 中 讨论 的 4-Brown 运动 构造 ， 这 个 
几乎 必然 极限 存在 意味 着 对 ub 几乎 每 个 Martin 边界 点 (可 
以 假定 它 是 极 小 的 )， 沿 几乎 每 一 条 从 5 出 发 到 < 的 КС, )- 
Brown 运动 轨道 ,函数 x 有 一 极限 , 据 2. X. 11 节 (e) 知 ,对 于 
ЕЛ, Ш 极限 几乎 必然 等 于 某 个 数 I0), CSEXX. 联合 
第 3 节 的 结果 我 们 已 证 明 
mflimu(n) = 1(2) 

对 于 ab 几乎 一 切 成立， 这 是 早已 用 非 概率 方法 证 明 的 一 个 结 
果 ( 见 定理 1. ХП. 19)。 注 意 在 定理 1. Хп. 19 中 已 得 到 此 边 
界 极限 函数 就 是 dM,/dM,, ЖФ MiM。]】 是 祖 应 于 大 [相应 
地 ， 祖 应 于 ”的 Riesz 分 解 之 调和 分 量 ] 的 Martin 表示 测度 。 
如 下 的 论证 将 说 明 ， 不 涉及 定理 1. XIL 19， 在 现在 的 场合 可 以 
怎样 将 f RH. RIRE s 是 位 势 ，# 是 奇异 的 让 调和 函 
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数 以 及 * EMAR 调和 函数 的 情形 ,这 是 因为 (由 1. IX. 11 À 
A) u 是 它 的 上 述 三 类 型 分 量 之 和 。 根据 定理 2. X. 8(c)， 按 我 
们 现在 的 解释 , 当 * 是 产 位 势 或 是 奇异 的 请 调和 函数 时 ,极限 函数 
了 是 ub 几乎 处 处 等 于 0 的 。 再 根据 定理 2. X. 8 (d), ци 
拟 有 界 的 调和 函数 时 有 uE) 一 E{u} = ай, 了 )， 鉴 于 在 定 
ЯП. 2 中 我 们 已 经 得 到 了 这 一 表达 式 , 而 用 定理 1. ХИ. 10 可 
得 这 里 的 了 应 为 4M,/dM，， 至 此 我 们 已 用 概率 方法 导出 了 定理 
1. ХП. 19, 


5. 定理 1.XI4(c) 及 其 在 边界 上 对 应 
结果 的 概率 方法 


BEA 0 总 表示 RON > 1) 中 某 个 连通 的 Green 子 集 
D 上 的 正 上 调和 函数 。 我 们 已 经 (在 1. Хп. 13 5 1. ХИ. 14 
节 中 ) 证 明了 定理 1. ХІ. 4(с) 的 Martin 边界 对 应 结果 (Ж 
是 D 中 的 点 则 函数 v/Gp《(*,4) 与 《处 有 细 极 限 )。 定理 1. XI 
4(c) 的 第 一 个 边界 上 的 对 应 结果 (定理 1. XI BRS, WR. 
KM FDA Martin 函数 ，“ 是 DD 的 极 小 Martin 边界 点 ， 则 
函数 v/K(:,，) 在 人 处 有 极 小 细 极 限 。 鉴 于 D 中 的 点 5 起 着 
D {}} 的 极 小 Martin 边界 点 的 作用 [ 见 1 ХИ. 12 节 例 
(a)]; 故 定理 1. Хи. 13 包括 了 定理 L XL 4(c)。 正如 在 
1. ХП. 19 节 所 指出 的 , 边界 极限 定理 《定理 1. ХП. 13) 只 是 
对 于 D 的 Martin 空间 的 Fatou 边界 极限 定理 的 特殊 情形 ， 注 
意 到 在 第 4 节 所 作 的 讨论 ， 我 们 在 这 里 就 不 需要 从 概率 上 讨论 这 
个 问题 ， 只 需 指出 从 DD 中 某 点 出 发 到 Martin 边界 的 几乎 所 有 
K(G,°)-Brown 运动 轨道 趋 于 《， 从 而 概率 中 的 ”Fatou 边界 极 
限定 理 就 成 为 这 里 所 述 结论 的 在 “ 处 的 局 部 化 . 定理 1. XL 4(c) 
的 第 二 个 Martin 边界 对 应 结果 (ЕРЕ 1. ХП. 14) 断言 ， 若 
оа 0， 则 函数 v/Gp(5，，) 在 每 个 极 小 Martin 边界 点 处 有 
一 个 严格 正和 的 且 可 能 取 无 穷 的 极 小 细 极 限 。 现 讨论 得 到 这 一 结果 
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的 概率 方法 。 

我 们 只 需 对 于 有 界 的 v/Gp (Е, 。)， 如 有 必要 可 对 某 正 常数 
е оЛсСь(Е,.) 代替 v， 来 证 明 这 个 极 小 细 极 限 的 存在 性 与 
严格 正 性 。 于 是 下 面 可 假定 0<ь/Сь(&, +) <. 设 h 是 D 上 
的 严格 正 调和 函数 ,并 设 wC) 是 从 5 出 发 且 以 St 为 寿命 的 D 
中 的 4-Brown 运动 。 在 后 面 我 们 将 把 h 取 作 КОЕ, •), 但 是 容 
许 取 一 般 情形 将 更 有 启发 性 ， 并 且 不 会 使 准备 工作 复杂 化 。 如 
Ж Si 几乎 必然 有 限 ， 就 是 说 ， 如 果 h 的 Martin 表示 测度 以 
可 到 达 的 极 小 Martin 边界 点 集 为 支 集 ， 则 以 54 为 寿命 的 过 程 
000652 一 ,1E RHED px 和 5，*) 为 初始 分 布 的 GoCE, + )-Brown 
运动 ( 见 第 2 节 )。 因此， 局 限于 D 一 {Е} 函数 0/Сь(Е, •) 对 
于 此 过 程 是 过 份 函 数 ， 从 而 v/G)(E, +.) 与 这 个 过 程 的 复合 是 参 
数 集 ] 0, +оо [上 的 几乎 必然 右 连 续 的 有 界 正 上 团 (对 于 > 5! 
的 参数 值 过 程 取 为 0), 而 且 使 得 它 几 乎 必然 有 极限 x(0 十 ), 我 们 
把 此 极限 记 为 (0). 过程 {x(?), € Rt} ЖЕ, Н E{x(0)} 
>0 (K v 寺 0)， 特 别 地 ,对 某 个 可 到 达 极 小 Martin DRA С 
W h= KC) 时 ， 则 (6) = wels- ) 的 初始 分 布 以 {8} 
为 支 集 ， 从 而 沿 几 乎 每 一 条 从 出 发 到 的 Gp(5，*)-Brown $h 
道 函数 v/G。(# ,*) 在 “处 有 一 极限 ， 等 价 地 说 〈 见 第 3 节 )， 
v/Gp(#，*) 在 “处 有 一 个 极 小 细 极 限 ， 它 等 于 E{x(0)}， 从 而 
是 严格 正 的 ,这 正 是 所 要 证 明 的 。 我 们 指出 , 若 没有 4 一 КСЕ, 6) 
这 一 假设 ， 我 们 只 能 得 到 如 下 较 弱 的 结果 : 对 p 几乎 所 有 极 小 
Martin DRA b, AR v/GDCE,e) 在 处 有 极 小 细 极 限 。 根 据 
这 个 事实 ， 在 讨论 不 可 到 达 的 极 小 Martin 边界 点 处 的 极限 时 总 
是 假定 4 一 KG)。 下 面 假定 5《 是 不 可 到 达 的 极 小 Martin 边 
FA, 以 D. 表示 的 相对 紧 开 子 集 递增 序列 ， 其 并 为 D H 
EE Dit Li, 是 wf(*) KE D, 的 时 间 , 并 定义 K(%,*) 位 势 


Gp1./K(%，,*) 为 
Gols repos = Кокс) 
KC) КФ.) 
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则 (由 定理 2 X 7 知 )7 处 的 Сьл,/К(5, +) 是 从 7 出 发 的 
K(G,*)-Brown 轨道 永远 停留 在 D。 中 的 概率 ， 据 2. X. 10 节 
可 知 ,wi《L$。) 的 分 布 是 Gp($，2)1,《dn)/K(5,5)， 而 且 正如 第 
2 节 中 讨论 的 ,过 程 {wf(L$, 一 0 R+} 是 以 LE， 为 寿命 且 
以 wfL,》 的 分 布 为 其 初始 分 布 的 Gp($，*)-Brown 运动 ,函数 
еер -) 对 于 D— {E} 上 的 GE; + )-Вгомп 运动 是 过 份 
的 ,从 而 过 程 
р w$ ‚== 
{x,(0), 16+) 一 Гаа, : er} (51) 
(在 之 Lf 的 时 刻 上 取 其 等 于 0) НОЛЕ MAR AE ЕЙ. 
BALE ТЕЖЕ Т nC) 可 得 ,x,《*) 下 穿 某 区 间 Irora 
的 次 数 的 期 望 不 大 于 c/(r; 一 +,)， 就 是 说 过 程 
GR 

按 明显 方式 定义 的 上 穿 lrir] 次 数 的 期 望 不 大 于 10 п). 
因为 这 一 点 对 一 切 # 成立 ,所 以 同样 的 断言 对 于 0 过 + < 5 也 成 
立 , 并 且 丛 如 对 上 圾 收 敛 性 的 讨论 一 样 ,我 们 得 到 函数 v/ Gp(5,*) 
沿 几乎 每 一 条 wf) 轨道 在 “处 有 一 极限 ， 等 价 地 说 〈 见 第 3 
节 ), ЮЖ v/Gp(#,*) 在 “处 有 一 圾 小 细 极 限 。 注 意 到 由 0 & 0 
可 得 Е{х„(0)} > 0， 再 注意 到 LE, — Ц, 是 rna) 首 中 
D, 的 时 间 ， 故 运用 可 选 时 上 的 上 数 不 等 式 可 得 Е{х„(0)} > 
Е{х,(0)}, MA lim,.….E{x,(0)} > 0。 由 于 这 个 极限 既是 
2/Gn(5，) 沿 wC) 轨道 在 5 处 的 几乎 必然 极限 ,又 是 此 函数 在 
“处 的 极 小 细 极 限 , 故 这 个 极 小 细 极 限 必定 是 严格 正 的 ( 委 十 co )。 

抛物 型 情形 

定理 1. XL 4(c) 在 抛物 型 场合 的 翻版 是 定理 1. ХУШ. 
14(f) 及 其 对 偶 结 果 。 定 理 1. ХІХ. 13， 连 同 其 对 偶 结果 , 是 定 
Æ 1. ХУШ. 14(f) 在 Martin 边界 极限 方面 的 祖 应 结论 ， 用 概 
率 方法 得 到 这 些 Martin 边界 极限 定理 留 给 读者 去 完成 ， 
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6. 抛物 型 情形 调和 函数 的 Martin 表示 


DE RN (N >1) 中 某 个 Green FE, EX D=DX 
R,D° = D х 10,co[, 并 设 h 是 D 上 的 正 调和 水 数 . 因为 h 是 4 
过 分 的 , 帮 LCE h) 是 10, 十 co[ 上 的 一 个 单调 递减 的 有 限 值 函 
数 。 又 因 对 中 的 л›&р(+›*›л) 是 D+ 上 的 抛物 型 函数 , 4p(*， 
эһ) 是 D+ 上 的 抛物 型 函数 ， 从 而 借助 抛物 型 函数 类 上 的 某 个 
积分 运算 可 得 到 doth) Hh do 过 分 这 一 事实 可 推出 
Em ,,o4p(1,5,h) 一 h(#)， 再 用 Dini 定理 知 这 个 单调 收敛 在 也 
上 是 局 部 一 致 的 。 这 祥 一 来 ， 如 果 在 D 上 定义 li, 从 一 zip 
(ғ, 6,8), ц 20; = А, M ;<0, MAR Zoo( 6, h) {Ж РБ 
上 连续 ， 而 且 由 于 已 知 此 函数 在 力 + 上 是 抛物 型 的 而 且 它 在 D 
-Ò 上 有 抛物 型 函数 的 平均 性 质 ， 所 以 事实 上 lsh) 是 
D 上 的 抛物 型 函数 。 下 面 我 们 把 22,02, Е, В)/й 写作 40€, 
һ). WER 《5 是 有 定义 的 , 负 的 ， 力 上 抛物 型 的 , 在 D — В+ 
上 恒 取 0。 当 且 仅 当 4 是 Lp 不 变 过 分 时 ，4b EFFO. 

(а) 函数 —‹ь(-,+,%) 是 Òt 上 o 不 变 过 分 的 ,就 是 说 

~ {né Em, Рат) = —4ь(+‹ + ›,&,Ь) 

G>0,r> 0), (6.1) 
在 证 明 这 一 结论 时 ,为 方便 起 见 我 们 把 (6.1) 式 中 “ = ” 换 为 “<<” 
所 得 关系 式 记 为 (6.1)*， 因 为 seh) RTE ERA 
而 是 о 过 分 的 ,所 以 不 等 式 (6.1)< 成 立 。 将 (6.1)< 的 两 边 在 ]0， 
十 co[ 的 某 一 紧 子 区 间 上 对 (ds) 取 积分 ， 运用 4 所 满足 的 
Chapman-Kolmogorov 方程 我 们 可 得 到 一 个 等 式 。 由 此 可 推 知 对 
于 固定 的 〈5, *) 等 式 (6.D) 对 А 几乎 所 有 的 + 成 立 。 另 一 方面 ， 
《6.1) < 之 右边 确定 了 D 上 (5，?) 的 一 个 抛物 型 函数 ,运用 一 个 
积分 算 子 于 抛物 型 函数 类 可 得 (6.1) < 之 左边 也 是 这 样 的 函数 ,于 
是 右边 与 左边 的 差 定义 了 D 上 一 个 正 抛物 型 函数 , 它 在 Dt 的 
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位 于 其 某 个 零点 之 下 的 所 有 点 上 恒 等 于 0。 因此 ， 对 于 s>0, 
若 : 不 在 某 个 l， 零 集 之 中 , 则 (6.1) 式 对 (5,s)€ рх 10, SIAR 
у. Es 取 遍 自然 数 ,我 们 可 以 找到 一 个 L SK A, 使 得 (6.1) 
对 (6,5)E D+ 成 立 当 和 且 仅 当 : 不 在 4 中 。 但 是 ,对 于 4 以 外 的 * 
及 严格 正 数 :与 5， 我 们 有 

ati || обоа) 


хатт ln Сата) = 一 | ы) 


X4 Ds + t,§5,h)Iy(dE) < —4ь(8 + s+ 1,4,5), 
上 式 应 取 等 号 ,从 而 s 十 上 不 在 4 中 ,这 说 明 4 本 是 一 空 集 。 

O) 要 么 有 De, h) 0 《这 等 价 于 h 是 不 变 过 分 的 调 
MAR) EAE Dt 上 Zo(，,*,h) < 0。 这 是 因为 正 抛物 型 函数 
一 Lp('，,*,h) 在 其 每 个 零点 之 下 恒 取 0 而 (6.1) хах Л-ра 
在 D+ 的 每 一 零点 之 上 恒 取 0， 

(с) 在 不 计 不 变 过 分 的 调和 函数 差异 意义 下 Zp(*,*,h) ME 
一 确定 4。 因 为 [ 见 2. IX. 9 节 例 (a)] 函数 

dima (2, ‚у=. (6.2) 


是 以 4 为 强 函 数 的 不 变 过 分 的 调和 函数 , 故 当 我 们 局 限 4 使 和 == 
0 时 ,可 以 得 到 函数 «Ы(-,,,5) 的 同一 个 类 。 

(4) 我 们 已 经 证 明了 ,如 果 4 是 一 上 的 正 调 和 函数 , WO E 
的 正 抛物 型 函数 à = 一 4 *，,A) 具有 如 下 性 质 : 

(41) 在 D 一 D+ Eñ=0, 


баз) | aE) < +o, 


саз) PONT CON ONE Abss + 0 
(s> 0,:> 0) 
反 过 来 说 , 我 们 将 证 明 当 à 是 满足 这 三 条 性 质 的 D HAE 
型 函数 时 ， 则 а 可 按 这 种 方式 得 到 ， 就 是 说 ,存在 一 个 D 上 的 正 
谓 和 函数 4 鸽 得 — — AC, +, В). 事实 上 ,(d2) 中 的 积分 定 
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义 了 上 的 一 个 正 调 和 承 数 h (1. ХУ. 15 DEA 
аю = | aED, 

从 而 а = 一 Ln《*，,*,h)， 注 意 上 述 过 程 得 到 了 一 个 使 (6.2) 中 h 

EST о 的 函数 л, 

(е) 4005, 5, h) 的 概率 意义 ， 如 果 4 是 D 上 的 严格 正 调 
和 函数 ,并 且 (6.2) 中 的 h 恒 等 于 0, 则 据 2. Х. 1 Д 4, 
BAIE) 在 R” 上 的 局 限 是 从 出 发 的 D 中 4-Brown 运动 的 
寿命 分 布 关 于 h 的 密度 ， 

(f) ”DD 上 的 正 调和 函数 h 是 极 小 调和 的 , 当 且 仅 当 抛 物 型 函 
Mash) E D 上 极 小 抛物 型 的 。( 容 易 看 到 ,在 D* 之 外 
恒 为 0 的 О 上 正 抛物 型 函数 是 D 上 极 小 抛物 型 的 , 当 且 仅 当 它 
ED 上 是 极 小 抛物 型 的 .) 事 实 上 ,如 果 4 是 D 上 极 小 调和 函数 ， 
ME à ЖЮ 上 —4-,+,5) 的 正 抛物 型 弱 函 数 ， 则 à 满足 
(d1) 与 (d2)。 又 因 а 与 ele, e, h) à 都 是 正 抛物 型 函 
数 , 并 且 二 者 都 满足 (6.1)<, 它 们 的 和 满足 (6.1), KE à 也 满 
Ж (43), УАШ m 必定 满足 (6.1)。 于 是 据 〈d) 可 知 存在 D 上 的 
正 调和 函数 办， 使 得 

а С з), в (Таен), 
因此 有 
h < | &+,)Һ(а;) = h; 


ЖА св, ШЕНЕ D 上 进而 在 D 上 有 а 606, 
эю) 一 一 cLb(*，,*,h)， 至 此 得 知 ese A) 是 D 上 的 极 小 
抛物 型 函数 ， 反 过 来 说 ， 如 果 一 < 以 ,4) 是 D 上 极 小 抛物 型 
的 ,并 且 h 是 大 的 正 调和 弱 函 数 , 则 
40055,0) 十 4ь(з,Е,5— h) = &ь(+,&,В) 
= l'as, bia). 
取 微 分 可 得 —4ь(+,+, h) 过 一 < 以 "，,*，h)， 从 而 存在 常数 。 使 
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40,6) = ce ‚+, В). EE R+ ЕНӘ М == ch, 这 
就 证 明了 4% 是 D 上 极 小 调和 的 

Ce) 如 果 h 是 D 上 极 小 调和 的 ， 并 且 它 不 是 <。 不 变 过 份 
的 , 则 (6.2) 中 的 恒 等 于 0。 此 时 可 用 ACE) = ACE) 定义 D 
上 的 抛物 型 函数 4, MAN a€ R 4 208,5) = 一 Lp(s —a,E, 
%)， 就 得 到 一 族 Ò 上 的 极 小 抛物 型 函数 .此 外 (由 1. ХУ. 17 
节 知 ), 对 于 4ER, 4 在 DX 1 一 00,b[ 上 的 局 限 是 这 个 截断 的 柱 
集 上 的 极 小 抛物 型 函数 。 除 尚 竺 规范 化 之 外 ,表示 式 

h= ү * (da) 

是 D Е А 借助 极 小 抛物 型 函数 的 Martin 表示 。 易 见 ， 从 点 
(8, ы) GEP >a) HAE D 中 4, Zit Brown 运动 的 寿 
命 几 乎 必然 是 % — а, EMm (е) 中 已 指出 的 ,从 & 出 发 的 D 中 
h-Browa 运动 的 寿命 以 一 4o《*,50,4)/h(5。) 为 其 分 布 密度 ， 
Ee, M Coso) HRKI D 中 4 时 空 Brown 运动 也 有 这 样 
的 分 布 密 度 。 限 定 其 寿命 为 6 一 a 的 上 述 时 空 Brown 运动 就 
变 成 了 №, 时 空 Brown 运动 。 

例 若 N= 1 且 也 一]0, 十 co[， 则 在 不 计 常 数 因子 差异 意 
MF, 存在 两 个 D 上 的 极 小 调和 函数 : 函数 = 1 与 函数 Е» 
ACG) = Е, 前 者 导出 极 小 抛物 型 函数 1. ХІХ (10.2)， 后 者 是 
4 不 变 过 分 的 。 


《第 3 部 分 由 杨 振 明 译 》 
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附录 1 解 析 Ж 
L 集 的 铺 与 代数 


设 X 为 一 空间 ,X 的 一 个 铺 是 指 X 含有 空 集 的 子 集 类 À .如 
т, 则 用 27, LA) ја Ж 集 的 可 数 并 [ 交 ] 组 成 的 类 . 
如 果 一 个 铺 包 含 它 的 集 的 补 和 有 限 [可 数 ] 并 ， 则 称 这 个 铺 为 一 个 
代数 Lo 代数 ]。 包含 铺 多 ”的 最 小 代数 Lo 代数 1, 即 包含 Ж 
的 所 有 代数 Lo 代数 ] 的 交 , 称 为 由 多 ”产生 的 代数 [oe 代数 ]. 如 
果 A 是 代数 , 则 由 .有 -产生 的 5 代数 便 是 包含 27 ЕТ 
数 单调 并 与 交 运 算 封闭 的 最 小 集 类 . 

如 果 (XA) 和 (9,2) RS, 则 它们 的 乘积 铺 空 间 
是 指 乘积 空间 X x Y 与 由 乘积 集 4XB (其 中 AER, BEY) 
全 体 组 成 的 乘积 铺 À XUY 构成 的 二 元 体 。 АИ Е о 
RAWA х 多 表示 乘积 c 代数 , 即 由 乘积 铺 产 生 的 о 代数 。 


2. Suslin Ж Ж 


我 们 用 记号 N 一 Z+ X Z+ X -…。 设 《Y, V) 是 一 销 空 
间 。 一 个 Suslin 变换 是 省 从 Z+ 的 有 穷 点 列 集 到 Z 中 的 一 个 
BR Ү.:(т, уп) une 多。 于 是 与 NN 的 每 一 点 .n. 一 
Cum) 相对 应 的 是 交 Y。 NY, 人.…， 而 且 把 不 可 数 并 
Usexw(CY。 站 Yo 人) 叫做 该 Suslin 变换 的 核 , 并 且 称 它 是 多 
上 的 解析 集 。 这 些 核 组 成 的 类 记 为 x (2/0). ШЖ AEV 并 且 
对 所 有 和 т, mm E У... 一 4， 则 这 核 就 是 4， 从 而 
多 Cu (90). ВУК, Ж 4€. (9), 记 


ап. 


Aim U С, ПУ), УЕ, (21) 
єн 


Wita 为 从 Z+ 到 Z+ х Z* 的 一 个 一 对 一 映射 ,并 定义 
Е, 


Le ain, nyong” 


从 而 有 A) 一 .oA(2/). FE (JA 是 Y. 的 核 , 进一步 

还 可 证 得 (A) 一 .ar (gr)， 为 证 这 点 仍 假设 4 由 (2.1) 式 

所 给 出 。 因 此 (л, 是 一 个 不 可 数 并 集 ， 它 的 一 般 求 和 项 可 以 通 
(J 


过 下 列 方法 得 到 : 相继 地 从 А, 的 并 中 取 前 两 个 集 , 再 从 4, 的 
并 中 取 第 一 个 集 ,再 从 A 的 并 中 取 第 三 个 集 ,再 从 А, 的 并 中 取 
第 二 个 集 ,再 从 A 的 并 中 取 第 一 个 集 , 这 样 依 通 常 的 对 角 线 方法 
继续 取 下 去 ,使 得 (注意 这 种 描述 完全 是 人 为 的 ) 


Ni U ON Tin NY ПУ ПУ, П) 
0 "EN 


左边 是 Ү! 的 核 ,而 Y” 定义 为 

ҮҮ, A ыы, = Yao 
类 Y) 虽然 对 可 数 并 和 可 数 交 运算 封闭 ， 但 未 必 是 " 代数 ， 
因为 它 不 一 定 对 补 运算 封闭 。 


3. 乘积 铺 上 的 解析 集 


定理 设 (X, X) 和 (Ү,2/) 是 铺 空间 . 则 (X) х 
(SIC (A х 多 ). 如 果 吉 EX 并 且 AE (A XY), 
则 {л:(Е,) € 4) r(Y). 

为 证 前 一 结论 , 设 4€ .用 。 采 用 简单 的 记号 ,显然 有 

AX A(W)C AR XY), (3.1) 
类 似 地 ,如 果 4€ 7 (2), Д] 


eme 


AR) X ACA XY), (3.2) 
这 就 是 所 要 求 的 包含 关系 。 为 证 后 一 结论 ， 我 们 设 AEK 
х 4), ШЙ 


A— U Xn X TN, XY DN 


n EN 
À 对 于 给 定 的 截 是 Z(E) 的 核 ,其 中 Z.(5) 为 


Yaong ШЖ EE Xung 
Zs (5) 一 
中 否则 。 


4. 解析 扩张 与 铺 的 © 代数 扩张 


定理 ”如 果 铺 多 中 每 个 集 的 补 在 -or (80) 中 , 则 er (名 ) 
包含 由 多 产生 的 o 代数 。 

由 多 产生 的 代数 ce (2) 是 由 多 中 集 有 限 交 的 有 限 并 
以 及 它们 的 补 所 组 成 的 类 。 因此 rY) 因为 
AY) = AA Y), = (EL), LL .wv С) 是 单调 类 。 根 据 
一 个 基本 定理 ， 得 知 (D) 必 包 含 由 0, (4) 产生 的 5 代 
数 , 它 与 由 多 产生 的 9 代数 相同 。 

例如 , 设 # 是 某 个 度量 空 可 Y 的 际 [ 开 ] 于 集 类 , 则 eZ) 
包含 这 些 开 [ 闭 ] 子 集 从 而 包含 Borel Жо 代数 。 


5. A (Y) 的 投影 特性 


AY) 的 下 列 特性 对 于 把 Suslin 运算 用 于 随机 过 程 是 重 
要 的 。 

定理 їй (Ү,®) 是 铺 空间 , 又 设 〈X ,用 ) 是 它 的 紧 子 集 
铺 成 的 拓扑 空间 ， 则 CZ XXY) 中 的 集 在 Y 上 的 投影 在 
AY) 中 。 对 于 (Х,27) 的 适当 选择 ， 而 且 某 些 适当 选择 是 
RER, (D) Ж (ФК X 9), 中 的 集 在 Y 上 的 投影 组 成 
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的 类 。 
假设 铺 空间 如 前 一 结论 中 所 述 ,又 设 4e (A х &), ДШ 


A= \)(Х, XY DNAX, X Yan) eee 
n.Es 
Х...,627,Ү....6 8 


= U пхп) х (ҮПҮП). 


r En 
WR A, 定义 为 

л ШЖ Х.П ПХ, À 由， 

Ам», 一 
Ф 否则 ， : 

则 4 在 Y 上 的 投影 是 А. 的 核 从 而 在 AA) 中 ,这 就 是 定理 的 
前 一 个 结论 .为 证 后 一 结论 ,定义 X 为 扩充 的 ( 即 受 十 co) 正 整数 
序列 п. 的 全 体 所 成 的 空间 ,定义 т. 5 л. 间 的 距离 为 

5 27! |arctanm; 一 arctann; |, 
使 得 该 空间 是 紧 度量 化 的 。 如 果 mes m 在 Z+ h, 则 取 
Ха 为 X 中 以 м, п 为 前 个 坐标 的 点 构成 的 紧 集 。 于 
是 在 Y 上 Suslin 变换 Y. 的 核 就 是 

U ANX Ne) х (ҮПҮП) 


EN 
一 ñ ОС, X Ynn) ECR X Y Jas 


在 Y 上 的 投影 ， 其 中 对 每 个 大 第 二 个 表示 式 中 的 并 是 在 所 有 有 限 
值 和 元 组 т,---,л, 上 取 的 。 


6. 运算 .or (a) 


定理 .erf.er(G@)] = (2), 
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推广 2 节 中 关于 (Y) = (Фу, 一 (8и), 的 证 明 
可 以 用 来 证 明 本 定理 。 但 是 下 面 的 证 明 可 能 更 有 意思 。 正 如 定理 
5 所 述 ， 对 于 一 个 适当 的 铺 空间 (XA), ce Le (8/)1 中 的 
每 个 集 是 [Z х= (多 )],。 中 的 某 个 集 在 Y 上 的 投影 。 因 为 
(H 2.35) 
[XX AUY) „СГ. RR XD) AR х 2), 
又 因为 (由 定理 5 ) 右 边 类 中 的 集 在 Y 上 的 投影 在 AV) 中 ,所 
以 本 定理 得 证 
应 用 现在 可 以 加 强 定理 3 的 前 一 结论 。 事 实 上 ， 
АПС) X ACY) = AK х и), 
这 是 因为 结合 定理 3 和 定理 6 便 得 到 
A (A) х о (80) 1С. La (A XYY 
SAR х е), 


7. 乘积 铺 中 集 的 投影 


定理 H (xX, 27) 是 由 它 的 紧 集 类 铺 成 的 局 部 紧 第 二 可 数 
Hausdorff 空间 。 如果 (Y, Q) 是 由 它 的 可 测 集 类 铺 成 的 可 测 
BA, Д Te (CZ) х 多] 中 的 集 在 Y 上 的 投影 在 A) 
中 。 

根据 定理 5 ， 只 需 指出 6 节 中 的 应 用 蕴含 着 AE x и) 
= АГС) XY], 

应 用 ”特别 地 ， 如 果 B(X) 是 定理 7 中 X 的 Borel 子 集 
类 , 则 (27) x 21 中 的 集 在 Y 上 的 投影 在 .or (SD) 中 。 


8. 可 测 性 概念 到 解析 运算 情形 的 推广 


定理 WR CX,27),(Y,2) 是 铺 空间 ,并 且 f 是 从 X 到 Y 
的 函数 ,有 CLIC, W FLAUEL). 
本 定理 是 下 列 事实 的 平凡 推论 : 集 的 任意 交 [ 并 ] 在 了 下 的 逆 
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映 象 是 它们 的 逆 映 象 的 交 [并 ]。 


. 完备 度量 空间 的 С, Ж 


我 们 来 证 明 如 下 的 基本 拓扑 定理 。 

定理 (а) 完备 度量 空间 的 一 个 С, 与 一 完备 度量 空间 同 胚 . 

СЬ) 作为 完备 度量 空间 的 子 集 并 与 一 完备 度量 空间 同 胚 的 集 
是 一 个 Ga. 

(с) 一 个 完备 可 分 度量 空间 与 一 个 完备 度量 空间 中 的 G。 А 
Ж. 

注意 ,因为 可 分 空间 的 同 胚 是 可 分 的 ,所 以 (a) 和 (b) 通常 

仅 指 可 分 空间 而 言 的 。 在 下 面 的 证 明 中 ， 总 设 X 是 一 有 距离 函数 
а 的 完备 度量 空间 ， 


证 明 (а) их, 门 0., 其 中 0。 是 X 的 开 子 集 ， 我 
们 定义 X， 上 的 一 个 新 虐 离 函数 d 如 下 : 
AE = 六 2 人 Ad 一 0.) 一 di 


一 0.)| + 4,2), 
便 得 到 一 个 与 《Xi,,d) 同 胚 的 完备 度量 空间 (Xd). 

Cb) ЖРА X 映射 到 完备 度量 空间 X。 设 lE) 
是 反 函 数 在 CA) 的 闭 包 中 点 F 上 的 振幅 ， 并 在 IO 的 闭 
包 外 定义 “为 0 。 则 “在 X 上 上 半 连 续 , 而 且 在 (X) 上 等 于 
о. 假设 在 РХ) 的 闭 包 中 而 且 al#) 一 0。 设 B, ЖД 
Е 为 中 心 以 1/n 为 半径 的 球 ， 这 样 TOB) 是 开 集 并 且 当 ? 
一 co 时 收缩 到 X 的 一 个 点 5。 故 必定 有 EF РСЕ) Є 1(X)。 设 
d, 是 X 中 与 f(X) 的 距离 <1/n 的 点 集 , 则 


Й гапа < 1а) = О) 
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是 一 个 G*， 这 就 是 要 证 的 。 
(с) 如 果 必 要 ,我 们 用 4 À 1 代替 在 X 上 的 距离 函数 4， 这 
样 可 假设 4<1. їй Е 是 一 个 在 X 中 稠密 的 序列 ， 则 
EI {4(&,&„),» 2 1} ~ }(&) 
是 从 X 到 <1 的 正 实数 序列 b MREZE X 的 一 个 上 映射。 如 果 


在 X 中 b. 和 de 间 的 距离 定义 为 D 2-15, 一 品 |， 则 空间 
是 紧 的 并 且 f 是 一 同 胚 。 根据 (b)，fCX) 是 一 个 Gs。 
10. Polish 25 [В] 


一 个 Polish 空间 系 指 与 一 个 完备 可 分 度量 空间 同 胚 的 Ha- 
usdorff 空间 。 应 用 定理 9 以 及 一 个 可 分 集 的 同 胚 仍 是 可 分 的 事 
实 , 容 易 得 到 以 下 两 个 结论 : 

(а) Polish 空间 中 的 一 个 С, 是 Polish 空间 。 特 别 地 , R" 
的 每 一 开 子 集 (或 GÆ Polish 空间 。 

СЬ) Polish 空间 可 以 定义 为 一 个 完备 度量 空间 的 С, 或 者 
一 个 完备 可 分 度量 空间 的 С, 的 任 一 同 胚 。 

如 果 X 和 Y 是 完备 度量 空间 ， 则 乘积 空间 折 扑 可 以 度量 化 使 
得 X XY 为 完备 度量 的 ， 而 且 如 果 X 和 Y 是 可 分 的 则 这 一 渠 积 空 
闻 还 是 可 分 的 。 如 果 X 和 YY 是 Polish 空间 ， man 具有 乘积 拓 
扑 的 乘积 空仓 也 是 Polish 空间 。 

如 果 和 是 一 个 局 部 紧 第 二 可 数 的 Hausdorff 25|], ДХ EC 
的 单 点 紧 化 的 一 个 开 子 集 。 因为 后 者 是 可 度量 化 的 ， 所 以 X 是 
Polish Ё), 


11. Baire 零 空间 


这 一 空间 ,下 面 用 BN 来 记 ,是 严格 的 正 整数 序列 (л. > 1) 
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全 体 所 构成 的 度量 空间 ,其 距离 取 为 
dist(m.,n.) 一 (使 тузе m 的 第 一 个 7 如 

Ж т. + п.. 
这 空间 是 完备 的 和 可 分 的 , 其 维 数 是 0。 因为 存在 一 个 由 闭 开 集 
组 成 的 拓扑 基 , 这 些 集 由 固定 前 《个 坐标 《一 1，2，…-) 而 得 
到 。 

根据 定理 9, [0,1] 中 的 无 理 数 集 ,完备 度量 空间 [0,1] 中 的 一 
个 Ge 与 一 个 完备 度量 空间 同 胚 。 此 时 象 可 取 为 Baire EX 
间 , 并 且 映 射 可 以 用 ]0,1[ 中 的 无 理 数 * 的 连 分 数 表达 式 明显 地 写 
ШЖ: 


对 于 序列 {nj 2 1} 的 空间 ， 如 果 пу 取 严 格 正 整数 或 十 oo ,并 
有 度量 : 


dist (т.,л.) = 5 27i|arctanm; — arctanni|, 
1 


则 方便 地 把 它 记 为 BN"。 此 空间 是 紧 度 量 的 ,并 且 其 带 有 限 坐 标 
的 子 集 是 一 与 BN AEK Gs. 

ЖЕ 每 一 个 Polish 空间 是 BN 的 连续 映 象 。 

设 X 是 Polish 空间 ,并 不 失 一 般 性 我 们 假设 X 是 完备 可 分 
度量 的 ， 选 择 直径 入 1 的 非 空 闭 集 X,，X,,*…， 其 并 为 X. m 
Ж Xam 被 选取 , 则 选 直径 和 1/(k 十 1) 的 非 空 闭 集 -X。 „,, 
Хаз» RHD Xang MERRIA BN 到 X 的 映射 就 是 
E n 到 XNX (Ne 中 的 单 点 的 映射 。 


12. 解 析 Ж 


一 个 集 称 为 是 解析 的 ,如 果 它 是 一 可 度量 化 空间 的 于 集 . 并 且 
+ 418. 


在 此 空间 的 闭 子 集 类 上 是 解析 的 、 一 个 可 度量 化 空间 的 解析 子 集 
类 包含 它 的 Borel 集 类 (4 节 )。 这 种 包含 关系 在 所 有 感 兴趣 的 
场合 都 是 严格 的 。 例 如 ,当空 间 是 R 时 就 如 此 。 

定理 ”加 在 Polish 空间 的 子 集 4 上 的 下 列 条 件 是 等 价 的。 

(а) A 是 解析 的 。 

(b) А È Polih 空间 的 连续 映 象 . 

(с) 4 是 某 紧 度量 空间 的 一 个 G。 的 连续 映 象 ， 

(d) 4 是 BN 的 连续 映 象 ， 

(е) A 是 [0,1] 中 无 理 数 集 的 连续 映 象 ， 

由 定理 9 和 定理 11 可 知 ,只 要 证 明 (а) <=> (d). 

证 明 (а) = (DERE (а) 下 ,存在 一 个 完备 度量 空间 X, 
使 得 集 4 是 一 个 Suslin 变换 Xims оп x, 的 核 ， 其 
中 每 个 集 Xe 是 X 的 闭 子 集 。 我 们 限制 mom, FRE, X 
样 既 方 便 又 不 影响 解析 集 的 结构 。 对 于 严格 正 整数 7 和， 选取 


хз Bas EB <1/k HA (ва = X. N 
j=1 


A = UCB ПХ,,) ПСВ, ПХ, „„) СВ, ПХ.) (12.1) 
其 中 的 并 是 在 所 有 严格 正 整数 序 mm, LKAJ. АТИНЕ 
号 中 的 集 是 闭 的 且 其 直径 <1/k。 设 (a,b) ala, b) 是 从 严格 
正 整数 对 组 成 的 集 到 严格 正 整数 集 上 的 一 一 映射 ,并 定义 

Куз 一 В,.Х,,, 

Koin набии) = (В, AX a) Ba NX an) » 


便 得 到 一 个 Suslin 变换 X.,， 对 于 此 映射 ， 当 п. 给 定时 , Ж 
Xan 是 闭 的 , 有 直径 <1/x*， 随 的 增 大 而 下 降 ， 而且 或 者 对 
充分 大 的 它 是 空 的 或 者 收缩 到 一 个 单元 素 集 fx.)。 因 而 函数 
f 定义 在 BN 的 一 个 子 集 上 , 而 且 是 连续 的 并 把 它 的 定义 域 映射 
到 4 上 为 了 把 了 扩张 到 ВМ, 选取 4 的 菜 个 点 E, 并且 如 果 
Х.е 非 空 , 则 在 这 个 集中 取 一 点 Eno 如果 I0) 没有 定 
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义 ,或 者 X, EZR, REX Ка.) 一 5， 或 者 有 一 个 最 小 的 
之 1 使 得 Xon 非 空 ， 此 时 定义 1C) = Е... ДРАМ 
BN 到 4 上 的 连续 映射 。 (另外 ,容易 看 出 , } 的 原始 区 域 是 闭 的 ， 
从 而 它 本 身 是 Polish 空间 而 且 是 BN 的 连续 映 象 , 它 使 得 4 是 
BN 的 连续 映 象 . ) 

(4) = (а) WF (d) 成 立 则 4 = FON), Hh j EA BN 
到 包含 4 的 Polish 空间 中 的 连续 映射 。 设 Ynn 是 BN 中 前 
КЛА msn 的 点 集 。 这 个 集 是 闭 的 且 有 直径 1/( 十 
1). Йй X。w Ж fa) 的 闭 包 .如 果 п. ЄВМ, WA 

Үн {л}, Ха РС) —> со), 

从 而 4 是 X. 的 核 且 是 解析 的 ,定理 得 证 


13. Polish 空间 的 解析 子 集 


定理 设 X 和 Y 是 Polish 空间 。 则 

(а) 如 果 ALB] 是 X[Y] 的 解析 子 集 , 则 A4X B 是 XxXY 
WERTE.. 

(b) 如 果子 是 XXY 的 解析 子 集 并 且 EEX, W (2:6, 
n)e À} 是 Y 的 解析 子 集 ， 

(с) X XY 的 解析 子 集 在 Y 上 的 投影 是 解析 的 。 

(d) 在 从 X 到 YY 中 的 一 个 Borel 可 测 映射 下 ，X 的 解析 子 
集 在 Y 上 的 象 是 解析 的 。 

(а) 和 (b) 是 定理 3 的 特殊 情形 。 为 证 〈c)， 注 意 到 投影 
映射 是 连续 的 ,所 以 根据 定理 12(b)，X XY 的 解析 子 集 在 Y 上 
的 投影 是 Polish 空间 的 连续 象 的 连续 象 从 而 是 解析 的 。 为 证 
(d)， 设 f 是 从 X 到 Y 的 Borel TARA. f 的 图 是 XXY 的 
Borel 子 集 从 而 是 解析 的 。 进 而 ,如 果 4 是 X 的 解析 子 集 , 则 4 x 
Y 是 X xY 的 解析 子 集 ; 所 以 的 图 与 4 XY 的 交 À 是 解析 的 ， 
并 是 它 在 Y 上 的 投影 ， 也 就 是 指 CA), RE (с) 它 是 解析 的 ， 
定理 得 证 。 


enoe 


нап 容 度 理论 


1. Choquet 容 度 


设 (X, AZ) 是 铺 空间 ,其 中 27 在 有 限 并 及 有 限 交 运算 下 
HA. E X, A) 上 也 即 关于 Z 在 X 上 的 一 个 Choquet 容 
度 系 指 从 X 的 子 集 类 27 到 R 中 的 一 个 函数 I， 并 具有 下 列 
性 质 : 

(а) ГЕВ, Ж ХСХ, M IX) SIX) 

b) WR Xat Xa W 1(X,) 一 1(X。)。 

(с) МЖ X ERX HE Xr} Xos WO 1(Х„)—»1(Х„), 

称 X 的 子 集 4 是 可 容 的 [关于 X, ,1)], 如 果 

1(A) = sup{i(B):BCA,B € As}, (1.1) 
显然 ,可 容 集 单 增 序列 的 并 是 可 容 的 ， | 


2. Sierpinski 引 理 


SUR їй (х,27) RAZ, AER E Suslin 变换 X. 
的 核 ,又 bob, 是 Z* 中 的 一 个 序列 。 定 义 
A— YU XXe, 
Ps 
Bt (J ХП ПХ, ов = Пв“. (2.1) 
ЕЗ9 | 
则 ACA, AXCBt,B'DB°2D..., Я ВСА, 
只 有 结论 B C 4 不 是 平凡 的 ， 为 证 这 一 关系 ,假设 SEB, 使 
得 对 每 个 存在 一 个 元 组 (m,-…， т), ni Sbi HAEE 
ХАП АХ, 我 们 称 这 样 的 一 个 元 组 是 可 容许 的 。 W 
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Hlm, om) 的 可 容许 性 可 推 得 (тю, eon) 的 可 容许 性 。 轩 
为 一 个 可 容许 的 А 元 组 的 第 一 个 整数 不 大 于 à, MUARTEÉ 
Жол, 必定 是 无 穷 多 个 太 值 的 可 容许 А 元 组 的 第 一 个 整数 。 类 
似 地 ,对 于 某 个 т< А, 对 z (т, m) 必定 是 无 穷 多 个 人 值 的 
可 容许 k- 元 组 的 前 两 个 整数 ， 继 续 下 去 ， 使 得 存在 序列 т. 有 
EE XX mm CA， 从 而 BC4， 此 即 要 证 的 。 

Ж, Z 对 有 限 并 和 有 限 交 封闭 则 BER. 

集合 B 随 序列 b. 的 元 的 增 大 而 增 大 ,而且 依 某 种 实用 意义 
可 以 通过 取 b 充分 大 使 得 也 逼近 4， 这 在 直观 上 是 合理 的 。 下 
面 的 Choquet 容 度 定理 为 这 种 逼近 提供 了 一 个 精确 的 表述 。 


3. Choquet 容 度 定理 


定理 it (х,27) 是 铺 空 间 , 其 中 Z 对 有 限 交 和 有 限 并 
H. mR IE (X, Z) 上 的 一 个 Choquet 容 度 , 则 r(A) 
中 的 集 都 可 容 ， 

ШЖ AE (A) Н 1(04) 一 一 c2， 则 4 显然 是 可 容 的 ， 
因为 空 集 在 Ж 中。 如 果 1(4) > 一 c， 取 а<1(4). 用 
Sierpinski 引 理 的 记号 ,要 证 明 的 是 ， 如 果 适 当选 取 b. 则 ICB) 
>a, HHRH Choquet 容 度 的 性 质 〈c), 只 要 选取 b. 使 得 对 
MARA 1(B4) 之 a, 从 而 只 要 选取 b 使 得 对 所 有 《有 IA) 
之 a。 为 做 到 这 点 , 取 b 充分 大 [ 容 度 性 质 (b)], 使 得 104) > 
а, ШЖ 67,06. 已 选取 使 得 (447) >a, 再 利用 性质 (b)， 
选取 充分 大 ba 使 得 1(4*) > à, 


4. Lusin 定理 


定理 ”如 果 (Х,Ж,н) 是 一 完备 测度 空间 ， 其 中 4 是 有 穷 
测度 的 可 数 和 ,例如 ,4 是 " 有 穷 的 , 则 (C2) — Ж, 
只 要 对 4 是 完备 有 穷 测度 情形 来 证 明 本 定理 。 定 义 X 的 任 一 
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子 集 的 外 测度 为 

px(4) 一 inffn(B):4CBEe 27}, 
则 n° 是 关于 (X, Z) 的 Choquet 容 度 。 事 实 上 ， 定 义 性 质 
第 1 节 (a) 是 平凡 的 ，(b) 是 以 此 法 定义 的 外 测度 的 一 个 基本 性 
质 , m (с) 是 有 穷 测 度 的 基本 性 质 ， 根 据 Choque 容 度 定理 ， 
(ART) 的 集 都 可 容 ,而 且 在 这 里 可 容 性 和 可 测 性 等 价 ， 


5. Choquet 容 度 的 一 个 基本 例子 


设 (0,7 ,P) 是 一 完备 有 穷 测 度 空 间 ， 并 在 9 的 子 集 类 上 

定义 一 个 外 测度 为 
P*(A)=inf{P(B):BDA,BE F }. 
设 Ê E вхо 的 形 如 C x 4 的 子 集 的 有 限 并 所 组 成 的 类 ,其 
中 C 是 R+ 的 紧 子 集 并 且 AEZ. 则 Ê 是 R+ x 9 的 铺 ， 
对 有 限 并 和 有 限 交 运算 封闭 。 如 果 АСК” X О, 设 x(4) ÆA 
在 8 上 的 投影 ,并 定义 1(4) = P*(x(A)). 注意 
AÊ) = ABREX FIBR') XF, 

Bale (Ê) = AF) = 多 ,以 及 由 定理 5 当 4e AÊ) 
时 有 1(4) = P(r(4))。 容 度 理论 的 一 个 重要 结果 是 ,这样 定 义 
的 1 是 R+ XO EXFS A Choquet 容 度 , 即 1 满足 第 1 节 (a) 


—(с). 1 单调 递增 的 条 件 (а) 显然 满足 。 左 连续 性 条 件 (b) 
也 满足 ,因为 象 P* 这 种 利用 测度 来 定义 的 每 个 外 测度 都 满足 该 
条 件 。 为 证 ! 满足 右 连 续 性 条 件 Сс), 假设 s. 是 A 中 以 5 
为 交 的 一 个 递减 序列 。 则 点 w 在 x$, 中 的 充 要 条 件 是 紧 集 
{2:0,0) SJES nS.) 是 多 中 以 <(8) 为 交 的 递减 序 
列 。 因 此 

lim 1C8,) = lim P(x($,)) = Р(«($у) = 1($); 


Ыр (с) їй, 
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应 用 ”容易 看 出 ,办 为 了 是 关于 Ê 的 Choquet 容 度 ,所 以 
此 集 函 数 也 是 关于 # 的 任何 一 个 对 有 限 并 和 交 封 闭 的 子 铺 的 
Choquet R, HF Choquet 容 度 定理 适用 于 1 对 À 的 上 述 
子 铺 有 不 同 选择 ， 所 以 它 可 以 用 来 证 明 C4 n. 8) R+ x 9 的 
某 些 子 集 包含 适当 定义 从 9 到 R+ 中 函数 之 图 的 有 效 部 分 。 


6. 强 次 可 加 集 函数 


ARZ) 是 一 铺 空间 ,其 中 ФО 是 在 有 限 并 和 交 运 算 下 
封闭 的 。 一 个 从 7 到 ] 一 oo ,十 co] 或 [一 co, 士 oo[ 中 的 函数 7 
称 为 强 次 可 加 的 ,如 果 

(а) 1 是 增 函数 , 即 如 果 4CB 则 1(4) < I(B). 

(b) I(AUB)+1ICANB) <1(4) + I(B). 

WR гв Tino 的 并 且 а 为 一 常数 ， 则 工人 Ac 和 1 十 “ 
也 是 强 次 可 加 的 ， 在 条 件 〈a) F, (b) 等 价 于 

(с) ”对 任 一 严格 正 整 数 n, 如果 А,,---,4„ ЯП B,,…,B， 
都 在 À 中 并 且 对 ij 三 上 有 ACB, W 


1 CDE > 104) < > (В) + ( U 人 (6.1) 


ERE, ER (a) Fin 二 2 时 的 条 件 (с) F, 若 取 4, 一 4 
ПВ, A= А, В, = В, В, = А, 则 由 不 等 式 (6.1) 得 到 (b). 
反之 ,如 果 (а) 和 (Ь) HR, M (с) 可 证 明 如 下 .如 果 4 一 
B, Ñ B = AUB, MHRA (a) 和 (b) EA 

1(В,О В.) + 1(4,) < 1(B,) + I(AUB:). (6.2) 
如 果 4 一 AUA 和 В 一 B,， 则 由 条 件 (а) 和 (Ь) EA 

ICAUB:) +104) < I(4,U А,) + 1(В,) (6.3) 
结合 这 两 个 不 等 式 便 得 到 * = 2 时 的 (6.1) 式 . 一 般 情形 可 由 归 
纳 法 证 得 。 如 果 (6.1) 对 X 中 的 对 子 (4;,B;)《 其 中 4;CB;) 的 可 
数 序列 (包括 可 数 并 与 和 ) 成 立 , 则 称 集 函数 1 为 可 数 强 次 可 加 的 ， 


+424. 


7. 由 正 强 次 可 加 集 函 数 产生 Choquet 容 度 


HIERZ) 上 的 一 个 正 强 次 可 加 集 函数 , 布 且 À 是 
A, 的 一 个 子 类 ,并 对 有 限 交 和 可 数 并 运算 封闭 。 定 义 从 X 的 
所 有 子 集 类 到 及 + 的 函数 A I*A): 

1*(A) = sup{1(B):BCA,BE Ж}, 如 果 Ає Ф, (7.1) 
又 对 于 X 的 任 一 子 集 4 定义 

1*(A) = inf{1*(B):BIOA,B € # }. (7.2) 

在 (7.2) 中 象 通常 那 理 解 : 如 果 2 内 没有 包含 4 的 集合 , 则 
其 右边 就 取 十 cc。 等 式 (7.1) 和 (7.2) 对 于 AEX 是 相 容 的 ， 注 
BE Ж 上 不 一 定 有 1* ST I. 例如 ,如 果 Аў 是 空 的 , 则 对 
每 个 4 有 L*(4) = +оо, 

定理 ”在 上 述 情形 下 ,如果 

(а) 对 Ж“ 中 的 An 4, Ж ATAW ICA) >A), 

бф) HA HA AnA, # A} 4 则 1(4,) —1*CA), 3 
么 1* 是 了 的 一 个 扩张 , 它 不 依赖 于 ЯР 的 选择 ,而 且 是 在 X 上 关 
FH Choque RE, 并 在 XX 的 所 有 子 集 类 上 是 可 数 强 次 可 加 
的 。 如果 1*C4) < +оо, ДЖА (Хх, 27) 可 容 的 充 要 条 件 
是 对 于 任 给 s>> 0 有 AERX, MAER 使 得 

А САСА, ІА) < 104) +e. (7.3) 

显然 由 b) (其 中 41 Am ee) 可 知 ,在 Ж Е 1 
г. ЖТ 1!* 是 可 数 强 次 可 加 Choquet 容 度 的 证 明 分 四 步 进行 。 

G) 4 ACA, E R) 可 推出 1* (4,) 一 1*(4)， 因 为 如 


ж л. UAn An Be U Au 并 且 < 中 的 8 
к=0 migs 


是 4 的 子 集 , 则 有 В„є Ж, В, ^ А, B,NBTB,HE 
lim 1% (4,) 2 lim I(B,NB) = I(B) (7.4) 
因而 左边 的 极限 不 小 于 ( 且 显然 不 大 于 ) 1*(4). 
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Gi) 1* 在 X 的 所 有 子 集 类 上 是 强 次 可 加 的 。 事 实 上 ,由 上 
6 节 中 的 不 等 式 O 对 于 27 中 的 4 和 8B 成 立 ， 所 以 对 于 Ф 
LAURE CA, В) 的 增 序列 有 同样 的 不 等 式 。 如 果 4，B 任意 
而 且 1* (4) 或 1* (B) 无穷， 则 这 强 次 可 加 性 不 等 式 对 于 1* 
显然 成 立 ， 如 果 以 上 两 值 都 有 穷 而 且 4C4e P,BCBE F, 
则 

I*(AUB)+ I*(ANB) < 1*(A'UB') 

+I*(A' ПВ) SIA) + 1*(B’), (7.5) 

因为 右边 可 以 做 到 任意 接近 1*CA) 十 1*(8), 故 (过) 成 立 。 

(ш) 4,14 意味 着 1*(4.) 一 1*(C4)。 这 一 结论 当 

lim I*(4,) = +оо 


时 是 平凡 的 。 如 果 这 个 极限 是 有 限 的 并 且 如 果 в > 0， 则 在 À 


中 选取 А, 使 得 А„ОЛ,,Н. 1* (A) <I*(A,)+ 27e. Н 
ГВС 0С6.1)1,% 


"(0 4)< r( \) a)+e = 1*(А„)-+. (7.6) 
因此 
1*(4) < r| Ù A, )- snr (U4 тә 8 


(7.7) 

可 见 im1*(4。) 不 小 于 (并 且 显然 不 大 于 ) I*A). 

Gv) 1* 是 可 数 强 次 可 加 的 ， 因 为 对 任意 集 4,CB:;,1* 满 
足 (6.1)， 而 且 根据 Gii), 4 ”一 co 时 ， 由 这 一 不 等 式 便 推 得 可 
数 强 次 可 加 性 。 

由 条 件 (a), (b) 和 G)— Gv) 可 知 ，1* EXT (Х,27) 
的 可 数 强 次 可 加 Choquet 容 度 。 本 定理 最 后 一 结论 是 平凡 的 ， 
剩 下 要 证 的 是 1* 不 依赖 于 À 的 选择 。 设 1* 是 由 选择 给 
= Ж, 而 得 到 的 Choque 容 度 ,而 1* 是 由 另外 某 个 选择 得 到 
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的 Choquet AE, 假设 定 理 中 的 (b) 对 于 这 两 种 选择 都 成 . 立 显 
B <I, MEE Ж 上 从 而 也 在 用。 上 有 等 号 成 立 。 如 果 
4 是 X 的 任 一 子 集 , 则 
ІА) = inf{l#(B).BDA,BE X ,} = inf{1*(B): 
BDA,BE ФК} > I*A), 
M 12 == 1*, ARE. 


8 拓扑 准 容 度 


M CAT) 是 一 局 部 紧 第 二 可 数 空间 连同 它 的 紧 子 集 类 。 
假设 了 是 从 ФС 到 有 + 中 的 一 个 函数 ,并 有 下 列 性 质 : 
(а) IEK Ба. 
Cb) 如 果 л. 是 一 个 有 紧 极 限 4 的 紧 集 单调 序列 , 则 
lim 1(4,) = 164). 


紧 开 子 集 的 递减 序列 , 并 有 Г\ З.— ПВ. 4, йин (b) 和 


I(A) 二 1*B,) < 1(B,) 这 一 事实 有 
I(4)< lim 1*(B,) <lim I(B.) = 1(A). (8.1) 


从 而 IA) 一 1(4)。 于 是 以 X 的 开 子 集 类 作为 À 应 用 定理 
7 可 以 得 知 ， 拓 扑 准 容 度 工 可 扩张 为 关于 紧 集 类 的 一 个 可 数 强 次 
可 加 Choquet 容 度 , 并 且 有 

1*(4) = зир{1(В): В 为 紧 集 ,BCCA4} (4 为 开 集 ), (8.2) 

I*(A) = inf{1*(B): В 为 开 集 ，4CB} (4 ЕЖ), (8.3) 
可 容 集 类 包含 4 的 解析 子 集 。 一 个 1*(4) 可 穷 的 集 4 为 可 容 的 
充 要 条 件 是 , 对 每 个 e > 0， 有 4 的 紧 子 集 A 和 包含 4 的 开 集 
Аг 使 得 IANI) 十 se。 令 e 史 遍 以 0 为 极限 的 一 个 序 
列 , 则 容易 得 知 , 使 1*(4) 有 穷 的 集 4 为 可 容 的 充 要 条 件 是 ， 存 
在 4 的 Е, 于 集 4 和 包含 4 的 G Ж A, EB 1*(4') 一 
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ТАСА) = 1*(4"). 显然 ， 这 条 件 对 于 当 1*C4) = 十 co 时 4 的 
可 容 性 也 是 充分 必要 的 。 

但 是 ,我 们 指出 ， 如 果 4 有 任意 大 工 值 的 紧 子 集 ， 则 1*(4》 
一 十 c， 而 且 4 不 管 它 的 结构 如 何 复杂 都 是 可 容 的 。 

例 їй (х,у 是 R 连同 它 的 紧 子 集 类 ,并 对 紧 集 4 定义 
1(4)， 取 值 0 或 1 随 4 空 或 非 空 而 定 ， 则 工 是 拓扑 准 容 度 。 it 
Ж 是 R 的 开 子 集 类 , 它 的 扩张 1* 在 每 个 非 空 集 上 取 值 1， 并 
且 所 有 集 是 1* 可 容 的 。 注意 [* 有 性 质 : 存在 可 容 集 递减 序列 
A. 使 得 
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应 用 于 一 个 唯一 性 结果 
设 工 是 从 一 局 部 紧 第 二 可 数 空间 的 所 有 子 集 类 到 В+ 中 的 
一 个 函数 ， 假 设 是 单 增 的 , I 在 紧 子 集美 的 限制 是 拓扑 准 容 度 ， 
而 且 当 B 是 开 集 时 有 
ICB) 一 sup{1(4):4CB,A ЖЖЖ). 
则 可 推 得 这 一 限制 到 1* 的 扩张 在 可 容 集 类 上 与 7 重合 ;特别 地 ， 
在 解析 集 上 也 与 了 重合 . 


9. 普遍 可 测 集 


` AXR) 为 -- 可 测 空间 ，/ 是 多 上 的 有 穷 测度 ， 由 
完备 化 上 得 到 的 “可 测 集 类 À, 是 由 Z MENETE 
产生 的 " КЖ. ж WA) = NFZ, ао 代数 ， 称 为 普遍 可 


测 集 类 ,容易 验证 ,如 果 此 定义 中 的 e 允许 是 o 有 穷 的 ,或 者 更 一 
般 地 人 允许 “是 有 穷 测度 的 可 数 和 ， 则 YCA) BEREN. H 
于 对 每 个 有 穷 测 度 4 有 (27) с, 所 以 Ф(Ф (ЖС) 
CHA), 而 反 包含 关系 是 平凡 的 。 

应 用 Lusin 定理 发 现 ,对 © 上 的 每 个 有 穷 测 度 上 有 
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CAC DIET ACAC DNS (Ж „с, 
所 以 
ИО) с (СФ) СО (27), 
即 A (URAY) = (А), 

如 果 了 是 从 可 测 空间 (K, ) sr (Ү,&) Ф 
射 , 并 且 FANC RI ATARI, NU X ЕАУ e TE Хх 
系 式 MA) = МСА) 转换 为 多 上 的 测度 py。 进 而, 如 果 

是 完备 的 , 则 这 个 关系 对 于 ш 完备 化 定义 域内 的 4 仍然 成 立 。 
特别 地 ,对 于 Y (UPH 4, 这 个 关系 式 是 成 立 的 , 且 有 102 
е) со (27), Жі, РЕМ KUCK )) 到 (Y, U 
(&)) 是 可 测 的 ， 
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няш # À 
L 引 S 


下 面 给 出 本 书 用 到 关于 格 论 的 一 个 轮廓 。 初 等 证 明 略 去 了 或 
者 只 作 简单 勾 笔 .向 量 空间 总 取 实 值 。 还 请 读者 注意 一 点 ,由 于 这 
一 课题 的 术语 还 没有 标准 化 ， 所 以 下 面 给 出 的 某 些 定义 可 能 不 为 
普遍 接受 ， 


2. 格 的 定义 


一 个 格 系 指 用 某 种 具有 传递 性 及 反 身 性 的 二 元 关系 排序 的 客 
体 组 成 的 类 ,类 中 的 每 一 对 客体 х,у 都 有 唯一 的 上 确 界 * ТУ 
和 下 确 界 + 人 y。 称 一 个 格 为 完全 的 ,如 果 每 个 子 集 有 .上 确 界 和 下 
确 界 , 如 果 每 一 个 上 有 界 子 集 有 上 确 界 , 则 每 一 个 下 有 界 于 集 有 下 
确 界 ( 子 集 下 界 的 上 确 界 ), 并 且 如 果 每 一 个 下 有 界 子 有 下 确 界 , 则 
每 一 个 上 有 界 子 集 有 上 确 界 ( 子 集 上 界 的 下 确 界 )。 如 果 这 些 上 确 
界 和 下 确 界 都 存在 , 则 称 此 格 为 条 件 完全 的 。 

我 们 说 一 个 格 有 可 数 性 ， 如 果 每 个 有 上 确 界 [下 确 界 ] 的 子 集 
包含 一 个 有 相同 上 确 界 [下 确 界 ] 的 可 数 子 集 . 

称 一 个 格 的 子 集 为 子 格 ,如 果 对 子 集中 的 任 一 对 x, у, Y 
?和 xz 人 ? 仍 在 这 个 子 集中 。 


3. $% 


一 个 锥 系 指 一 个 集合 ， 这 个 集合 对 于 可 交换 加 法 运算 (x 十 
у) 及 正 数 乘法 〈cx) 运算 封闭 ,满足 通常 的 结合 律 和 分 配 律 ， 并 
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且 有 
х+у=бфб»х=у=б 
х+у=х+ у әу = у ( 差 的 唯一 性 ) 
当 * 十 二 zx 时 ,元素 7 可 写成 z 一 x。 根据 这 一 定义 ， MM 
间 . 中 的 锥 .Y 是 一 凸 集 ， 并 有 人 性质: 当 且 仅 当 c 之 0 或 
х= ОВЕН x€E.N 可 推出 cx€ NH， 我 们 说 NH 生成 M, È 
外 AH У, FA 中 的 每 个 元 素 是 N 中 的 某 两 元 
жож. 任意 一 个 锥 SJ 可 以 浸没 于 由 M 生成 的 向 量 空间 
- 之 中 ， 其 意义 如 下 : A 的 元 素 * 作 为 M 的 元 素 对 (а, 
a), 5 х у у 时 规定 恒 等 关 系 Ce) = (у y). 
由 于 在 YX 中 有 唯一 的 减法 , 故 这 种 恒 等 关 系 有 传递 性 。.A 中 元 
素 的 加 法 和 实 常 数 乘法 定义 为 
(х,х;) + (Оуу) = Ca + V2 + у) 
(сху,сх,) Щщ c>0, 
ICRA |: сше ÿ e<0, 
EN 与 有 形 为 (x,0) RER AMA 的 元 素 组 成 的 类 相等 ,并 且 
Gon) 还 可 写成 x 一 о 只 要 不 出 现 含混 


4. 由 锥 产生 的 特殊 序 


锥 中 元 素 可 按 如 下 方法 排序 ; 对 于 锥 元 素 x*，y， 如 果 存 在 
锥 元 素 z 使 得 x 十 z 一 y， 则 约定 x*<y， 我 们 称 这 序 为 特殊 序 ， 
它 有 传递 性 和 反 身 性 ,而 且 由 x < 》 可 推 得 cx<cy (只 要 с> 
0), 以 及 х + 26у +z, $h z 为 锥 中 任意 元 素 ， 另 外 ， 若 对 某 
个 锥 元 素 À х ау 十 z， 则 必 有 ху. —1-Ж л ЖН 
集 的 上 确 界 或 下 确 界 必定 是 唯一 的 。 

如 果 锥 的 每 一 对 元 素 依 特殊 序 有 上 确 界 [下 确 界 ]， 则 每 对 元 
素 也 有 下 确 界 [上 确 界 ] ,从 而 这 个 锥 是 格 。 为 了 证 这 点 ,不 妨 设 每 
对 元 素 x, 》 有 上 确 界 + 了 y。 则 今 要 证 的 是 * 人 ?存在 而 且 

zTy 十 x 人 y 一 + 十 y。 (4.1) 
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因为 x 十 y 汪 x 和 x + уу, 所 以 х + ух:хҮүу. 定义 z 一 
х+ у= хҮу, H 
2+ :Үу= х + у:үу+у; 
ху 且 类 似 地 有 z 愉 zx。 另 一 方面 ,如 果 а H я у, W 
z + Yy = (2 + х) Уб + у) + y; 
故 sr, MER x 一 * 人 y， 这 就 是 要 证 的 。 

如 果 A 是 一 向 量 空间 并 且 ME A 中 的 锥 , 则 通过 当 
VEN Фа УЕН) A 中 元 素 的 一 个 传递 反 身 
È. BERF M 的 序 就 是 特殊 序 , 而 且 N 成 为 AH 的 正 元 
Ж, ПЖ хо 0 的 集 。.-A 的 这 个 序 称 为 关于 M 的 
特殊 序 ， 显 然 ， 依 这 种 序 关 系 , ARH YAY < x 则 蕴含 着 
* 一 》， 反 之 ,如 果 A 是 一 向 量 空间 , 它 具 有 传递 反 身 序 ,而 且 
上 面 的 蕴含 关系 成 立 以 及 可 由 x* У 18 cx<cy (对 сє R+) 
和 + 十 zy 十 z (对 26.4), W >0 的 元 素 集 A ?+ 是 一 个 
锥 ,而 且 A 的 这 个 序 就 是 关于 At 的 特殊 序 。 


5 向 ЖШ # 


ARR" A 定义 为 一 个 向 量 空间 , 它 是 格 ， 有 如 第 4 
节 中 所 述 的 由 某 个 锥 A + 确定 的 特殊 序 ， 锥 M+ 是 A 的 
一 个 子 格 并 有 性 质 ; 对 应 于 -A 的 每 个 元 素 n 有 At 的 一 个 
TRI 〈 例 如 ,zT0) 使 得 хо, KZ, MR M 是 向 量 空间 
A йй, M 依 它 的 特殊 序 是 一 个 格 ,并 且 对 应 于 A 的 每 
个 元 素 » 有 N 中 的 一 个 元 素 * 使 得 а-а 在 .Y 中 , 则 
A 是 由 A 导出 的 特殊 序 下 的 格 。 为 证 明 这 点 ,注意 , 如果 x 
和 х 在 A 中 则 在 M 中 必 存 在 元 素 * 使 得 * 一 х 
ж 都 在 .Y h, 并 且 容 易 验证 所 要 求 的 上 确 界 Ve 是 由 下 式 
给 出 : 

x—[(x— д) Д(х— x)] 

而 所 要 求 的 下 确 界 是 由 —[(—х)Ү(—)] 给 出 。 一 个 向 量 格 
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AT 是 [条 件 ] 完 全 的 当 且 仅 当 它 的 正 锥 在 它 的 特殊 序 下 是 [条 件 ] 
完全 的 。 例 如 ,如 果 At 是 条 件 完全 的 , 则 A 的 有 上 界 * 的 
于 集 {rmac 1} 有 上 确 界 х Д.С ғ). 

GE 


如 果 HM 是 一 向 量 格 , 则 
z 十 (CrTYy) 一 (z 十 z)TGz 十 ?)， 
xz 十 (xz 人 7) 一 (z 十 z) 人 (z 十 ?) (5.1) 
并 且 
Ca) д(-у) 一 一 (xz 站 y)。 (5.2) 
性 质 (5.2) 可 以 用 来 由 涉及 上 确 界 的 性 质 根据 对 偶 性 导出 涉及 下 
确 界 的 性 质 ,而 且 反 之 亦 然 。 我 们 用 记号 
xt = xY0, x = (х) YO, |х| = x Y(—x) (5.3) 
应 用 (5.1) 和 (5.2), 有 
x*+y— (үу) = (х + у) + (—х)Д(—у) = y 人 人 x; 
即 (4.1) 对 向 量 格 成 立 。 为 便于 以 后 参考 , 我 们 把 这 一 结果 连同 由 
它 易 于 导出 的 一 些 有 用 关系 改写 在 下 面 。 
«Үу+хДу=х-+ у, r+=xt—x, |сх| = |с||т|, 
rt 人 x = 00, |х| = rtt x = xt Ya, 
Lx + у|-<]х] + |у|. (5.4) 
第 二 个 关系 意味 着 M = MT — MT 如果 x 一 4 一 x 其 
2-0, Д] ext 和 2x, 
ЖЕЖ ШЖ {x。,a€ Т} 是 向 量 格 . 的 一 个 子 集 ,， XI 
被 任意 划分 为 I= Userlss HART 7 中 的 每 个 8 存在 


Y Xa = Ув» 


a€lg 
WY х. 存在 的 充 要 条 件 是 Yy 存在 ,此 时 两 个 上 确 界 相同 。 
аєг BEJ 
这 一 事实 是 平凡 的 ,对 于 下 确 界 的 相应 对 偶 性 质 也 一 样 。 
分 配 律 设 (2,061) 是 м 的 一 个 子 集 , 其 中 
dE 


LU 
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存在 。 则 对 A 中 的 у, Ydy) 存在 并 且 
ag! 
Ү Giy) = (У х, улэ. (5.5) 
a€l ET 


对 偶 地 , 人 х, 的 存在 性 意味 着 A Yy) 存在 以 及 
Та 2€! 


À GT y) = (A )т». (5.6) 
ale acil 


我 们 只 来 证 (5.5)。 对 于 每 个 a, (5.5) 的 右边 都 >x。 人 y, 反之 ， 
如 果 对 每 个 a 有 хх, Ду, W 
Era Ау m x, + у— (а, у), + у 


= [Үү za) Yy | 
所 以 
=Y at [Гү =)т›]-(Сү+.)л» 
MTG.. 


6. 向 量 格 的 分 解 性 质 


ЖЕ ШЖ =, у, у, 在 一 向 量 格 的 正 锥 内 ,并 且 ху, + 
六 ， 则 存在 正 元 素 x 和 n 满足 
ALY ху, n+ ху и х, (6.1) 
事实 上 ,如 果 n 定义 为 Ays JE з= х x, OÙ 
n= (х — у) То, 
于 是 n 是 正 的 而 且 <yn 
这 一 分 解 定理 意味 着 如 果 yo у, У 是 一 个 格 的 正 元 素 , 则 
(у. + у) Дуу Ду + у, Ду. (6.2) 
实际 上 上 式 左 边 <y 十 yy， 所 以 根据 分 解 定理 ， 存 在 正 元 素 
жох, 满足 
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хобу, ж t ху = (у + у) Ду. 
Р х;у; RE ау, Ду 并 有 х 十 у y + AY, 由 
此 即 得 (6.2). 


7. 向 量 格 中 的 正 交 性 


对 于 向 量 格 A HEER х, у, ШЖ lelAlyl 一 0， 则 
称 它 们 为 正 交 的 ,并 记 为 rly. A 的 两 个 子 集 称 为 正 交 的 ， 如 
果 其 中 一 子 集中 的 任 一 元 素 正 交 于 另 一 子 集中 的 任 一 元 素 。 正 交 
于 集 N A 的 元 素 集合 记 为 N+ AE (5.4), + 上 ?的 
充 要 条 件 是 lel + lyi 一 1zlYTl?1， 


8. 向 量 格 中 的 带 


向 量 格 HA， 中 的 一 个 向 量子 格 NY， 如 果 满 足以 下 两 个 条 
件 , 则 叫做 向 量 格 A 中 的 一 个 带 : 

(а) 如 果 N ITEE A 中 有 上 确 界 ， 此 上 确 界 在 MN 
中 。 

СЬ) 如 果 Ixl<lyl ЖЁН ує NH, А хє... 

Ж (а) 意味 着 关于 下 确 界 的 对 侦 条 件 也 成 立 。 如 果 HM 
的 正 元 素 锥 € 满足 条 件 (а) 和 (b), 则 多 一 妇 是 HK 中 
的 一 个 带 。 如果 N 是 AH 的 一 个 于 集 ， 则 包含 NH。 的 所 有 
带 的 交 是 一 个 带 , 并 说 这 个 带 由 N, 所 生成 。 

定理 ”如果 N 是 向 量 格 的 子 集 , 则 集 .N+ 是 带 。 

为 证 明 N+ 是 线性 的 ， 只 要 注意 到 如 果 rert 并 且 
cER WA cre .AL， 这 是 因为 当 ? 在 M 中 时 有 

lex| д1у1= 0с + 1)(1х] A lyi) = 0, 
而 且 当 n 和 x 在 N+ 中 则 它们 的 和 也 在 N+ 中 ,这 是 因为 
(6.2) 意 味 着 当 》 在 N 中 时 有 
[я-а] Д.1у1-<]л] Д|у| + [al 人 yl = 0. 
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显然 Nt 满足 带 条 件 《b); 所 以 ,如 果 * 和 ?在 N+ h, 则 元 
Ж lels lyi, ТАРАУ, «Ту, x 人 y 也 在 Nt, 可见 A 
是 已 知 格 A 的 一 个 子 格 。 为 完成 此 证 明 , 还 要 证 明 当 {x 


ae RN REFERA LMR Y х„—х 时 则 хє т, 
«єг 


首先 假设 *。 有 最 小 元 ， 如 z À *。， 则 Ү Gas 2) 一 
«Єт ET 


zx 一 zz， 并 当 ? 在 A 中 时 利用 分 配 律 得 到 
[Y c- Jaisi -Y e x) lyl1= 0, 
«61 a€l 


所 以 ，* 一 zz 从 而 * 在 N+ 内 ,一 般 地 ,选择 指标 值 8， 并 对 
所 有 的 a 用 ж mx Vas 代替 x。， 集 х 有 最 小 元 , 所 以 它 的 上 
确 界 * 在 H+ 中 ,此 即 为 要 证 的 。 


9. 在 带 上 的 投影 


如 果 M 是 条 件 完全 向 最 格 HK 中 的 带 ， 定 义 从 -A 到 
AN 上 的 映射 rr: 当 x ZOO, 
rz 一 “Үххду (9.1) 
res 
且 对 任意 的 x 定 义 xxx = nytt пух. ШЙ rr EMN 
上 化 为 恒 等 而 对 zx 世 0 有 ж„х-<х, 
定理 ”如果 M 是 条 件 完 全 向 量 格 A 中 的 带 ， 则 A 
SNS Н AE NH 和 N 的 重 和 : 对 所 有 1EM, 
s= ntn, 其 中 ЄМ, хе тіге Nt, Ш тл 
ERER, ЯЕ. 
显然 映射 a, 在 -+ 上 是 保 序 的 。 下 面 证 明 的 x, 的 线性 
性 即 意味 着 r, EM LRE. WR ye У 而 且 20, Ж |у| 
人 (x 一 zxx) 十 xw<x。 又 因 上 式 左 边 是 M 的 正 元 素 ， 所 
以 用 re 作用 两 边 后 左边 «лих, 于 是 0<|у| А (х – жх) 
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0. 故 所 示 的 下 确 界 为 0; 即 有 х — mere N+ ПА х 可 写成 
BR х= х +оо, 其 中 nerse N, amer rrt NH, 
* 的 这 种 表示 《作为 N 中 一 元 素 与 N+ 中 一 元 素 之 和 ) 很 容 
易 扩 充 到 х 未 必 是 正 元 素 的 情形 。 又 因为 这 样 的 表示 一 定 唯一 ， 
所 以 A 是 NY 和 N+ 的 直 和 ，.-Af SN, 而 且 映 射 * 
re лух 必 是 线性 的 ,由 N+ 代替 M 重复 上 述 讨论 便 


得 з= якіх, 
10. 集 的 正 交 补 


аж 设 .A。 是 一 条 件 完全 向 量 格 的 子 集 , 并 设 N 是 由 N, 
生成 的 带 , 则 Ni- AN, 


нон 现 -YoC-f 意味 着 NCN 
并 由 此 得 知 MCE NE, .Yo 上 -At 我 们 
Мс 所 以 Ni 是 包含 M, 的 带 从 而 必 包 含 N, 
即 得 等 式 成 立 、 最 后 Ai 一 -ft 一 NH+， 从 而 引 理 得 证 。 


11. 单元 素 生成 的 带 


设 z 是 条 件 完全 向 量 格 A 的 一 个 正 元 素 ， 并 用 N јан 
z 生成 的 带 。 对 于 A 的 元 y， 如 果 有 常数 с 使 得 |у|—<са, 
则 称 ， 是 (关于 x) 有 界 的 ， 所 有 有 界 元 都 在 -Y 中 ,所 以 有 界 元 
集合 的 任 一 上 确 界 也 在 N 中 。 如 果 B+ 是 正 有 界 元 集合 的 上 
确 界 组 成 的 类 , 则 в" 一 8* 是 带 ， 且 必定 是 M; 于 是 B+ 一 
Ж. 实际 上 MT 的 每 个 元 是 A 的 正 有 界 元 的 一 个 增 序 列 
的 上 确 界 ,并 且 我 们 可 证 得 
лих = У." (ze A+). (11.1) 


为 证 (11.1) ,定义 хх 为 右边 的 上 确 界 ,使 得 = 是 从 H+ 到 
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ANT 中 的 映射 并 且 xx, ЖЯ] А22 0, 
x Lkz = л(х Ą\kz) mrar; (11.2) 
FH (К оо)тх<л°х-%хх, FES х= яй, йй} я HN 
的 ,因为 一 方面 利用 (6.2) 有 
x(x + у)<хх + яу (11.3) 
而 另 一 方面 有 
а(х + у)?=лх(хД.Җ + у)>=х LR 


+ Y Ly An — k)z] = x Lkz + zy; (11.4) 
„Ezt 


Ж «(х + у)><хх 十 xy， 从 而 等 式 成 立 。 此 外 ， 由 于 r(z 一 
пх) 一 xx 一 rx 下 0 有 x 一 xxE N+, 又 ny 一 0 意味 着 7? 上 
z， 或 等 价 地 (由 引 理 10), ye H+。 从 而 推 得 rex 一 xz) 一 
0; 即 жух 一 xxx 一 xx， 结 论证 毕 。 


о ж k % 


设 1 是 一 个 有 向 集合 ,就 是 说 , 1 是 一 个 由 一 传递 的 和 反 身 的 
二 元 关系 < 编 序 的 集 ,并 有 性 质 : 每 对 元 素 都 有 一 个 序 上 界 。 I 
的 一 个 于 集 叫做 共 尾 的 ， 如 果 1 的 每 个 元 素 在 这 于 集 的 某 个 元 的 
前 面 ,集合 1 有 一 个 共 尾 可 数 集 的 充 要 条 件 是 了 有 一 个 共 尾 增 序 
列 .假定 С) 是 一 个 从 1 到 完全 格 工 内 的 函数 ，xC，) 的 下 极限 
和 上 极限 定义 为 


liminfx()=YY Ах), іт ѕирх (г) = 人 Ү ғ) (12.1) 
# єтї», р 4ET >, 
则 


liminf x(t) < limsupx(r), (12.2) 
и “ 


并 且 如 果 这 两 个 值 相等 ,就 说 C) 有 极限 , 极限 值 就 是 这 个 公 
共 值 。 如 果 1 有 末 元 ,以 上 讨论 就 是 平凡 的 了 ,因为 此 时 (12.2) 的 
两 边 变 成 х(.) 在 末 元 上 的 值 。 
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单调 情形 
BARR x(。) 是 单 增 [ 减 ] 的 ， 则 显然 С.) HRR 
Y [A 9). 
ter зЄ1 
特别 地 ,假定 x(。 〉 是 单 增 的 并 且 工 有 可 数 性 ( 节 2), 定 义 
x == limx(s), 
现在 我 们 来 证 明 , 在 1 中 存在 增 序列 Ф lime) = к, FF 
证 明 , 如 果 + 是 2, 的 上 界 , 则 有 x(z) 一 x。 为 此 , 设 ЖГ 


的 一 个 序列 ,并 满足 y0- yY х0). EX n= 如 果 
meet, 已经 定义 ,再 定义 1 中 的 nn 使 得 na 27, 并 且 nn 
254, ДЕЯ г. 有 所 述 性 质 ， 而 且 / 中 的 对 所 有 有 st 
的 任 一 增 序列 *。 同 样 有 这 些 性 质 。 于 是 ,如 果 1 有 共 尾 增 序列 ， 
则 必要 时 我 们 可 以 在 上 面 增加 n 使 得 t。 除 了 有 上 述 性 质 外 还 
是 共 昆 的 。 

A (上 有 向 和 下 有 向 集 〉 #ҺЖ—ИЕЖ, X? L ÈL 
的 一 个 子 集 , 如 果 Lo 当 给 定 的 序 为 继承 工 的 序 [的 逆序 ] 时 是 一 有 
向 集 , 则 说 工 是 向 上 [向 下 ] 有 向 的 。 如 果 工 是 格 并 且 L。 有 性 质 : 
ШУ L 中 时 xYy[x 人 y] 也 在 L 中 , 则 1, 是 以 序 < 
[> ] 的 有 向 集 并 且 是 向 上 [向 下 ] 有 向 的 。 在 这 两 种 情形 下 ,从 Lo 
到 L。 上 的 恒 等 映 射 都 是 从 Lo 到 工 中 的 单调 函数 ; 所 以 可 应 用 
序 收敛 的 概念 。 


13. 在 线性 序 集 上 的 序 收敛 


定理 设 x(.) 是 一 个 从 一 线性 序 集 工 到 一 个 满足 可 数 性 
条 件 的 完全 格 中 的 函数 。 

(а) 如 果 工 没有 共 尾 赠 序列 , 则 存在 1 的 一 个 元 素 * 使 得 由 
">s ER 
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人 x 一 liminfa(e), Y0 = limsupz(?), (13.1) 


(b) 如 果 I 有 共 尾 增 序列 , 那 末 存 在 一 个 1 RETR J 使 
得 如 果 ule) 是 x(，) 在 上 的 限制 时 有 
liminfx,Ce) = lim infz (PY; lim supz,(e) 一 lim supa(e), (13.2) 


根据 12 节 中 对 单调 情况 的 讨论 ， 在 1 中 存在 增 序 列 t.o д 
果 工 有 共 尾 增 序列 则 它 还 是 共 尾 的 ,使 得 
lim 人 x(t) 一 liminfx(e), lim Y x(t) 一 lim sup x(e) 


TA 121% 


而 且 如 果 s Ж. 的 一 个 上 界 则 有 (13.1) 成 立 。 如 果 1 没有 共 尾 
增 序列 , 则 存在 (无 穷 多 个 ) 这 样 的 点 ;并 且 问 题 已 经 得 到 证 明 ,如 
果 1 有 共 尾 增 序列 , 则 序列 1. 是 共 尾 的 并 且 我 们 定义 I, — {1:4 
<i<in}., I 是 1, 的 可 数 子 集 ， 其 取 法 使 得 x(。) 三 


1， 上 与 1。 上 有 相同 的 下 确 界 和 上 确 界 . 集 7 一 U 1 满足 


(13.2). 


+» 


附录 IV 测度 论 中 的 格 论 概念 
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某 个 集 X 的 于 集 的 [z] 代数 系 指 一 个 非 空子 集 类 ,包含 它 的 
元 素 的 补 \ 有 限 [ 可 数 ] 并 和 有 限 [ 可 数 ] 交 。 任 意 多 个 Lol 代数 的 
RE Lol 代数 。 包 含 X 的 某 子 集 类 工 的 最 小 Col 代数 ， 即 包 
含 T 的 所 有 lol 代数 的 交 是 由 T 生 成 的 [o] 代数 。 特 别 地 ， 如 
果 工 是 可 数 的 , 则 所 生成 的 [a] 代 数 叫做 可 数 生成 的 。 如 果 某 个 集 
1 的 每 个 点 = 对 应 于 X 的 一 个 子 集 集 合 F WRDD F o 
ае} 或 zy 9.) лан ШЫ я. 生成 的 = 代数 ， 在 本 书 
中 将 总 假定 下 列 事实 成 立 :每 个 集 类 多 。 是 代数 并 且 多 .是 
依 下 述 意义 为 上 有 向 的 如果 a 和 8 在 1 中 ， 则 存在 1 中 的 点 7 
M PUF CT. КМ) 多 。 是 代数 而 未 必 是 = 代数 。 

acıl 

用 包含 关系 (C ) MERX TR о RAR L EARR E 

这 格 中 当 {. 多 。,ae 1} 是 这 些 o 代数 的 一 个 集合 时 ,有 


Ү#,-#”{#„ає}, MF.- NF 
"е! “єг =: 


注意 ,对 于 Y7. тї ТЖ 4， 有 7 的 一 个 可 数 子 集 7 与 之 
对 应 , 它 依赖 4, 使 得 4e NV 宁 。， 这 是 因为 具有 这 一 性质 的 
集合 4 组 成 的 类 是 一 包含 U “er 多。 的 "代数 , 它 又 含 于 F. 
从 而 等 于 YY Fo 还 注意 ， 一 个 给 定 ”代数 的 子 ” 代数 组 成 的 


类 是 L 的 完全 子 格 。 关于 X 的 于 集 代数 格 的 相应 讨论 我 们 
44e 


HAT. 
2. 可 测 空间 和 可 测 函数 


所 谓 一 个 可 测 空间 ， 是 指 一 个 集合 X 与 它 的 于 集 的 某 个 特定 
的 9 代数 如 所 配 成 的 对 子 . 在 本 书 中 ,如 果 X 需 轻 予 拓扑 结构 的 
话 ， 则 若 无 其 它 特定 选择 ， KANMAN Borel 子 集 组 成 的 类 
多 (和 )， 即 由 X 的 开 子 集 类 生成 的 5 代数， 如 果 СХ, 2) 和 
СҮ, Y) 是 可 测 空间 ， 则 对 于 从 X 到 Y 中 的 函数 5p， 如 果 有 67 
OCE 则 称 之 为 可 测 的 ， 而 且 要 使 得 NCA, RE 
对 于 /中 能 生成 。 代数 儿 的 某 个 子 类 中 的 每 个 集 4 有 HA) 
ач]. 如 果 ө, 是 从 OGA) 到 (У,у 的 一 个 函数 ， 又 
Ф, 是 从 〈Y,@r) 到 第 三 个 可 测 空间 (2,2) 的 一 个 函数 ， 则 复 
合 函数 о0о) EA (XA) Я) (2,2) 的 一 个 可 测 函 数 。 

设 允 为 一 集合 ,如 果 对 于 某 个 指标 集 I 的 每 个 点 a 97, 0 
хюа он, Ф (X, V F.) нти, 


人 ) 的 一 个 可 测 函 数 , 则 当 包 是 可 数 生 成 时 , 有 1 的 一 个 可 数 子 集 
1 使 得 4 为 从 (X, Y F.) 到 C8 WAWER. жЕ, 
ає] 


只 要 证 明 对 于 Y 的 一 个 可 数 生成 类 中 的 每 个 集 А, Ж pA) 在 
由 #. 的 某 个 可 数 子 类 所 产生 的 o 代数 中 ， 而 这 一 点 我 们 在 第 
1 节 已 经 证 明 是 成 立 的 。 

假设 对 集 I 的 每 一 点 1, 对 应 一 个 可 测 空间 (Х,, 2). 乘积 
а 代数 Ү Ж, 定义 为 乘积 空间 Y х, HF RE, 这 个 o 


代数 是 由 乘积 集 Y4 组 成 的 类 所 产生 ， 其 中 对 每 个 值 4€ 
Er 

,并 包括 可 能 取 A= 已。 乘积 可 测 空 间 定义 为 (站 х. Y 

бет "Єт 

ж). 如果 0,97) ТАЕН 1 中 的 每 个 :CX,， 
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27) жиш (х, 27), ROWA X, A) 记 它 们 的 乘积 可 
测 空间 ;特别 地 ， 如 果 ! 有 势 &， 我 们 用 记号 CA) 表示 这 
一 乘积 可 测 空间 。 


3. 复合 函数 


如 果 У 是 从 空间 X 到 可 测 空间 (7,2) 的 某 个 函数 , 则 我 们 
用 F {y} 来 记 使 M (X, F) 到 (Ү, &) 可 测 的 X 的 子 
集 之 最 小 "代数 , 即 多 (у) 一 yA) 是 X 的 形 为 {yE А} 的 
子 集 类 (其 中 ACU) шж HE Y, Фу 到 某 个 可 测 空间 
(2,0) 的 一 个 可 测 函数 ， 则 复合 函数 z 一 60) EN (Х, 多 
LD) B (2,2) 可 测 的 。 反 之 ,如 果 z АМ (Хх, (y) ICZ, 
E) 的 某 个 可 测 函 数 , 则 只 要 对 可 测 空间 (Z, 空 》 加 以 适当 限制 ， 
z 必定 有 这 样 的 形式 Ф{у}. 这 是 一 个 很 有 用 的 结果 ， 下 面 的 引 
理 就 给 出 了 这 样 的 一 种 限制 ， 


引 理  (Z, X) 是 以 它 的 Borel 集 类 配对 的 某 个 Polish 
ZE, WaR EMA (X, Z {y} 到 (7,®) 的 某 个 可 测 函 数 ， 
那么 存在 一 个 从 (Y，2B) 3] (2, «у 的 可 测 函 数 使 得 x 一 
ФОУ). 


我 们 可 以 设 Z 已 经 定义 了 一 种 度量 使 得 该 空间 是 完备 的 及 可 
分 的 ， 为 证 此 引 理 ， 首 先 假设 > 有 Z 的 一 个 点 列 “. 作为 取 值 范 
В, 276) 多 {у}; 于 是 在 多 中 存在 一 个 集 Bi (可 能 不 是 
唯一 确定 的 ) 使 得 C) 一 В). 如 果 必 要 可 用 Bo B 一 
В,, В, 一 (BuUBD),… КЕ Bo 83， 故我 们 可 以 假设 序列 
В. 是 不 相交 的 ,并 且 我 们 在 Y 上 定义 由 : 在 В, 上 取 值 5， 而 在 


ARY- |) BER ое CZ 的 任 -点 )。 ЖКН 
所 要 求 的 性 质 ， 对 于 任意 的 z， 存 在 一 个 从 (Th) 到 (Z， 


0443. 


Z) 并 取 可 数值 的 可 测 函数 的 收敛 序列 z. AA z 为 极限 。 例 如 ， 
对 每 个 正 整数 п, 82 的 一 个 划分 B。，B。，…， 它 们 是 互 不 
相交 并 且 直 径 <27 的 非 空 Borel 集 , 在 В, 中 取 一 点 “ui 并 在 
XEEN z, 使 在 (Bu) EEMS Li 则 由 引 理 在 刚才 所 述 的 
特殊 情况 下 存在 一 个 从 《Y, 2/0) | (2, жу) 的 可 测 函 数 b. 使 
得 z。 一 p(y)， 并 由 此 推 知 序列 Ф. ТУ 的 值 域 上 是 收敛 的 。 
既然 Ф. 的 收敛 集合 在 多 中 ,于 是 ,如 果 我 们 在 发 散 点 集 ( 对 所 有 
п Z 的 相同 点 ) 上 重新 定义 Ф, = 常数 ， 则 序列 Фф. 在 Y 上 收敛 
于 一 个 函数 并 具有 所 要 求 的 性 质 . 

应 用 于 乘积 空间 (用 本 节 开 始 的 记号 ) 如 果 上 为 一 严格 正 整 数 
HE y= A), -y 为 一 从 X 到 УХ 的 函数 , 则 多 {ya}, 
通常 写成 FOA), es VA, ERX HEA {[y(1)，……， 
YCDIE A4}( 其 中 4687) 的 子 集 类 。 注 意 多 {y4} 是 使 得 每 
个 函数 уб) 从 (K A) 到 (7,2) 可 测 的 X 之 子 集 的 最 小 = 
代数 。 更 一 般 地 ,如 果 1 为 任 一 非 空 集 又 (500), +E1} 为 从 X 到 
Y 并 以 1 为 指标 集 的 某 个 函数 族 , 则 设 y(1,8) 为 函数 уб) 在 X 
h E AERE, KA yE COE) ЮА СХ, {у,}) 到 (Y'， 
4) 的 可 测 函数 ， 而 多 {у}, 通常 写 成 F {y(t),ze 1}， 也 可 
以 描述 为 使 得 每 个 函数 уб) 从 CA, FM (Ү,& у 可 测 的 X 的 
子 集 最 小 " 代数; 即 


# {уб}, єт} = YF {уо}. 
ET 


RERI H, F {VEI} 中 的 集 4 对 于 1 的 某 个 可 数 子 集 7 
СТ 4) 也 在 多 (уо), гє J} 中 。 由 此 可 知 ,如 果 Y 是 可 数 生 
成 的 , 则 从 〈X， 多 {у(0), гєр) 到 《Y, 乡 ) 的 可 测 函数 》 对 于 
1 的 依赖 于 》 的 某 个 可 数 子 集 7 是 从 (X, F {у(0), ғЄЈр) 到 
СҮ,9/) 可 测 的 。 


4. 可 测 空间 的 测度 格 
у (х,жЖ ) 为 一 可 测 空间 ,又 设 -+ 为 有 上 的 测度 类 ， 
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AT 上 的 序 п 定义 为 : 对 Фо АҢ px(4) < 

>(4). 以 后 凡是 提 到 关于 X 的 子 集 都 在 Z 中 ， 并 且 这 种 合理 

狂 也 不 再 申明 。 依 这 种 序 的 空间 At 是 格 ,并 有 
(#Т>»)(4) = sup{a(B) + vA— В): BCA} (41) 
Cu Ar)C4) = inf{u(B) + v(4— В): BCA}. 

上 述 断 言 中 仅 有 依 〈4.1) 定义 的 集 函 数 的 可 数 加 性 是 非 平凡 的 。 

WRA AA 记 第 一 行 的 右边 ,并 且 4 一 U 4( 不 相交 并 ), 则 


і=0 


АСА) = sup [Siae +04; — В;): ВСА, Ву = впа) 
j=1 


= У) sup{a(B;) + ›(4;— В): Вс А} = УХ (45). 
бу б (4.2) 
于 是 1 为 一 测度 。 同 理 可 证 (4.1) 的 第 二 行 也 确定 一 个 测度 。 
类 - ”有 恒 等 于 0 的 测度 作为 序 下 确 界 ， 又 在 每 个 非 空 集 
便 取 十 co 的 测度 作为 其 序 上 确 界 ， 另 外 ， 格 Mt 还 是 一 个 完全 
格 .事实 上 我 们 现在 要 证 的 是 ，.A+ 的 任 一 子 集 {u ав} 有 
一 个 序 上 确 界 (从 而 也 有 一 个 序 下 确 界 )。 在 上 确 界 存在 的 证 明 中 
我 们 可 以 假定 к. 包含 它 的 有 限 多 个 元 素 的 上 确 界 全 体 , 因为 添 
加 这 些 上 确 界 并 不 改变 总 的 上 确 界 的 条 件 。 在 .了 2 上 用 eA) 一 
:如 pe(4) 定义 п. 显然 ,只 要 能 证 明 4 是 一 测度 , 则 必 有 и 一 


Yu ше A= U 4 (不 相交 并 )， 则 
ає{ ° 


00 = Уу на) Б 1\0 03) 


对 所 有 “成 立 ;从 而 4 是 可 数 次 可 加 的 。 有 限 可 加 性 是 显然 的 ,并 
由 此 有 
Hp(C4) 一 У (4) + н ( U 4)> У (д); (4) 
і=0 j=s41 і=0 
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于 是 ( 令 по) и Вар Еп} ] (superadditive) 和 次 可 加 
的 《subadditive)， 即 pp 是 可 数 可 加 的 ,从 而 是 测度 。 

测度 的 支撑 

Æ CASA) 上 一 个 测度 “的 支撑 是 一 个 集 ， 这 个 集 的 补 为 
一 4 零 测 集 。 在 某 些 场合 唯一 性 可 以 通过 加 在 支撑 上 的 进一步 条 
件 而 得 到 。 例 如 , 如 果 4 是 RY 的 某 个 开 子 集 X 的 Borel 子 集 类 
上 的 一 个 测度 , 且 在 紧 子 集 上 是 有 穷 的 , 则 4 有 一 个 关于 X 为 闭 的 
最 小 支撑 。 

正 交 测度 

avi (X, Жу 上 的 两 个 测度 , MR адо 一 0， 即 
《x 人 v)(X) 一 0， 则 说 它们 是 正 交 的 。 满 足 这 一 条 件 的 充 要 条 件 
是 这 两 测度 有 不 相交 的 支撑 。 事 实 上 ， 后 一 条 件 对 于 正 交 性 显然 
是 充分 的 。 反 之 ,如 果 两 个 测度 是 正 交 的 , 由 (4.1) 3654 xE 
得 知 ， 对 每 个 正 整数 ”存在 一 个 集 В, 使 得 uB.) 十 >(X 一 
В,) <27, ШЖ 4 — Emsup B, (= (| Ù B.) W eD 一 


v(X — A) = 0; 所 以 k 和 v 有 各 自 的 支撑 X 一 4 和 A. 
几乎 处 处 和 几乎 必然 
如 果 4€ -+， 有 了 时 方便 地 使 用 一 些 概率 惯用 语 ,， 我们 常用 
“2 几乎 必然 "简写 2 a.s.) 而 不 用 “4 几乎 处 处 "简写 1 a.e.)。 


5. 可 测 空间 的 о 有 穷 测 度 格 (记号 同 第 4 节 ) 


и: AR) 上 的 "5 有 穷 测 度 类 ， 它 继承 M+ 的 
Ж.Ш 是 一 个 锥 ,以 它 的 特定 序 编 序 ,并 且 是 一 个 条 件 完全 
格 和 At 的 子 格 . 


定理 格 Ai 有 可 数 性 质 ; 即 , 如 果 {use EI} 4 的 
一 个 有 上 界 的 子 集 , 则 存在 1 的 一 个 可 数 子 集 了 使 得 
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ү ьт Yu 


аєј 
在 证 明 中 我 们 可 以 假设 и. 包含 所 有 它 的 有 限 元 素 的 上 确 
界 ， 因 为 如 果 必 要 的 话 可 以 把 这 些 上 确 界 添 加 到 e 而 不 会 失掉 
ЖЕ, 还 可 以 假定 (4) 是 有 界 的 ， 因 为 如 果 是 и. 在 
#1} 中 的 一 个 上 界 ， 则 存在 一 个 不 相交 的 有 穷 > 测度 集 列 À, 
有 并 X, 使 得 n(A) € (4i) < +оо, 并 且 如 果 定 理 对 于 所 涉 
及 测度 在 4; 上 的 投影 成 立 的 话 , 则 定理 随 之 得 证 . 在 这 些 假设 下 
我 们 取 指标 值 ma， … 使 得 we, < no < + H Blim pa (X) 一 
sup (A). 定义 p 一 Y tans 即 是 说 ,对 于 A 中 的 每 个 集 4 
有 aCA) = їн (4). Ши Ye 另 一 方面 ,注意 到 对 
ы agı 
所 有 a， 
uY uam (Y han ) Yua = Y Chan Y ta)» 
nol ">! 


因此 根据 w 的 定义 ,有 

CHY ua) X) = lim (pag Y pe)(X) = plX), 
测度 ата. 一 u 在 X 上 取 0 值 从 而 为 零 测度 ; 即 а 22 u 并 因 
此 u > Ү ka。 于 是 等 式 成 立 并 证 得 了 这 里 所 讨论 的 上 确 界 就 


是 序列 p。 的 上 确 界 。 


6. Hahn 和 Jordan 分 解 


ил 是 可 测 空间 (XZ) 上 的 一 个 广义 测度 下面 提 到 的 
所 有 集 都 在 X H, X 对 4 的 Hahn 分 解 是 将 X 划 分 为 正 集 
A+， 即 在 它 的 子 集 上 有 120, ЯДАЖ А 一 X 一 4+， 即 在 它 
的 子 集 上 有 1<0. PRE А 可 以 表 成 两 个 测度 之 差 (Jordan 
分 解 )， 例 如 ， 
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和 一 到 一 2，p(4) 一 1CAN AT), (4) = —A(AN A). 
这 一 特殊 的 Jordan 分解 在 下 列 意义 下 是 最 小 的 : à <a 和 
vv 只 要 p— v 是 4 的 Jordan 分 解 。 反 之 ,如 果 上 和 ?是 
X 上 的 测度 ,它们 的 差 4 一 > 未 必 是 广义 测 训 ,但 是 如 果 上 和 ?> 都 
Ж © 有 穷 的 ,那么 存在 一 个 增 集 序列 B. CHH X) 使 得 上 和 ? 
在 每 个 集 Bi 上 都 是 有 穷 药 ; 所 以 上 4 和 > 在 Bi 的 子 集 类 上 的 限 
制 是 有 穷 的 , 从 而 我 们 可 以 由 这 些 限制 的 正 集 构造 一 个 集 At 使 
得 在 4+ ТЕЕ >» А 一 X 一 4+ ТЖ e< 
2。 用 这 一 方法 我 们 找到 了 什么 是 X 对 4 一 > 的 Hahn 分 解 并 因 
此 求 得 了 这 个 差 的 一 个 Jordan 分 解 ,尽管 这 个 差 在 所 有 K Ж 
可 能 是 不 确定 的 。 在 第 7 节 中 这 样 的 差 将 被 严格 确定 并 且 被 排序 
以 得 到 一 个 向 量 格 ， 


7. 向 量 格 Me 


根据 节 Шз 至 HL.5， 锥 Ai 可 以 等 同 于 由 M+ 的 元 素 
ЎЎ (ил, pz) 组 成 的 一 个 条 件 完全 向 量 格 M, 的 正 锥 ,并 约定 当 
PE 
M ИД (и, м) Co >») 排序 。 A, WEDER 有 一 最 小 
表示 (p+ ou), 其 中 分 量 测度 是 正 交 的 , 即 有 不 相交 支撑 ,并 在 以 
下 意义 下 它们 还 是 最 小 的 ШЖ (ш, а) 是 上 的 一 个 表示 则 
м2 дї 和 „зи. 如果 pt 或 者 и 为 有 穷 测度 ， 则 4 可 以 
与 广义 测度 pt д 等同。 一 个 集 4 为 M, 的 元 素 н (а, 
ш) 的 支撑 ， 如 果 存 在 4 的 以 4 为 支撑 的 两 分 量 的 表示 ， 或 等 价 
地 ,如 果 4 是 测度 p 十 ш, 的 支撑 。 FEBA, A., 的 两 元 素 为 
正 交 的 充 要 条 件 是 它们 有 不 相交 支撑 。 

负荷 

每 当 我 们 涉及 在 可 测 空间 (X, Ж) 上 的 广义 实 值 可 数 可 加 
集 函 数 的 时 候 ,总 是 理解 X 有 一 拓扑 , 即 A RALE XH Borel + 
集 类 SCA) 要 么 是 ZA) 关于 某 类 测度 的 部 分 完备 化 。 
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现在 假设 X 为 一 局 部 紧 第 二 可 数 Hausdorff 空间 。( 在 本 书 中 实 
际 上 X 将 通常 为 КУ 的 一 个 开 子 集 . ) 在 此 情形 ， 如 果 没 有 矛盾 就 
理解 该 集 函数 在 紧 集 上 取 有 限 值 。 .AHL。 的 一 个 元 素 u, wR 
lul 一 pt 十 p” ХЕК Ж ЕНИН, ЕЛДАМ. ШЖ at 或 
4h” 取 有 限 值 ， 则 这 负荷 等 同 于 广义 测度 et 一 аг, ЈН 
а” = 0 则 等 同 于 测度 p+。 在 本 书 中 我 们 将 不 用 “随机 测度 ”的 术 
语 ， 其 中 “测度 ”总 意味 着 是 正 的 。 负 荷 类 是 A。 的 子 格 并 且 本 
身 就 是 一 个 有 可 数 性 的 条 件 完全 向 量 格 ， 

下 面 各 节 中 我 们 理解 所 讨论 的 测度 和 负荷 都 是 定义 在 某 个 可 
测 空间 上 ， 只 是 所 在 的 可 测 空间 将 根据 情况 需 作 进 一 步 说 明 ， 


8. 绝对 连续 性 和 奇异 性 


设 16.01. M, 的 元 素 上 人称 为 关于 1 绝对 连续 的 ,如 果 人 
有 表示 (msm) 使 得 4 零 测 集 也 是 p 十 心 零 测 集 , 即 以 通常 的 
术语 ,测度 m 和 и 都 关于 4 绝对 连续 。 如 果 这 样 ，m 和 ps 可 
以 取 作 为 最 小 选择 m= pt, pm р. 对 于 任意 可 接受 的 选择 
(msm) 存在 唯一 的 (至 多 相差 4 零 测 集 ) 正 有 限 值 可 测 函 数 ,我 们 
Ж deldi, 4/42 记 它 们 ,使 得 


dpi 
“(4) = | a” 
反之 ,如 果 h M h EER 2 几乎 处 处 取 有 限 值 可 测 函 数 并 且 д, ЕН 
uA) = | har (8.1) 
所 确定 , 则 Cuve) 为 A, 的 2 绝对 连续 元 素 。 我 们 将 (8.1) 记 
为 du; = Һал. 如 果 v= (v, v) (其 中 dv; 一 8:d1) È M, 
的 另 一 个 4 绝对 连续 元 素 , 则 
кү» = Can), 其 中 du = Gi + 8) + Dave. 
du = (+ md, 
аА» = Ge), Ж dus = Ch + в) AC + д). 
(8.2) 
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特别 地 ,如 果 上 “和 >: 是 正 的 ,我 们 可 以 选取 f= е = 0. 

M, 的 元 素 4 称 为 关于 1 奇异 的 ,如 果 ali, RD, ЖАЯ 
v 有 一 对 不 相交 支撑 。 Lebesgue 分 解 定理 意味 着 M, MEN 
元 素 可 唯一 表示 成 .HN。 的 一 个 4 绝对 连续 元 素 与 一 个 +- 奇异 
元 素 之 和 。 根据 节 Ш.11 可 知 ,在 由 % 产生 的 带 中 的 正 元 素 都 是 


.H+ в Y ола) 的 元 素 ,其 中 在 N+ 中。 测度 "人 
ni<ni, MM 4 绝对 连续 的 。 当 п 一 оо 得 到 的 极限 测 工 也 
有 同样 结果 。 反之 ,如 果 4 是 一 4 绝对 连续 测度 ， 则 测度 An 
有 Radon-Nikodym 密度 (du/d1)Nn; 所 以 一 Y („Ал2) 


ЖА влен л 产生 的 带 中 。 于 是 ,由 4 ЕА, AU А 绝对 
生 续 元 素 组 成 的 集合 ， 并 且 Lebesgue 分 解 恰好 把 A, DRR 
4 绝对 连续 元 和 7 奇异 元 组 成 的 两 个 正 交 带 。 如 果 (X, Z) 是 
一 个 局 部 紧 第 二 可 数 Hausdorff 空间 与 它 的 Borel 集 类 配 成 的 
对 子 , 则 在 这 一 讨论 中 格 HL。 可 以 用 负荷 的 格 来 代替 。 


9. 测度 空间 上 可 测 函数 的 格 


本 节 中 的 每 个 概念 都 是 关于 A: 中 某 个 特定 完备 测度 4 而 
言 的。 就 是 说 ， 我 们 所 讨论 的 函数 定义 在 一 个 完备 的 有 穷 测度 
空间 (Х,Ж ,1) 上 。 遵照 通常 习惯 ， 我 们 这 里 所 讨论 的 一 个 函 
数 从 一 可 测 空间 到 及 是 “可 测 的 ”意味 着 这 值 域 可 测 空间 是 (R， 
Ф(Е)). 设 HM* 是 从 (X, 27) 到 民 的 可 测 函 数 类 ,并 约定 一 
个 函数 的 确定 仅仅 要 4 几乎 处 处 确定 ， 而 两 个 函数 恒 等 指 的 是 它 
们 2 几乎 处 处 相等 。 严格 地 说 ，-AA* 是 一 个 等 价 函数 类 空间 。 
但 是 为 了 分 析 上 的 方便 利用 它 的 双 义 性 , 即 其 中 的 “函数 ”或 “A * 
的 元 素 ” 即 可 以 指 一 个 函数 也 可 以 指 一 个 等 价 类 ,其 含义 由 上 下 文 
而 定 。 空 间 HM* 是 在 序 生 下 的 格 ， 可 解释 如 下 : WR 了 和 4& 是 
HRK, M f 和 а 是 包含 这 些 函 数 的 各 自 的 等 价 类 , 则 不 等 式 
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f <g 意 指 除了 一 个 2 零 测 集 外 有 f < а. AD, f VelfAg] 
是 包含 fVe[f 人 8] 的 等 价 类 。 正 如 前 面 所 提 到 的 ， 我 们 将 模糊 
函数 和 等 价 类 之 间 区 别 。 

HM* 的 4 几乎 处 处 有 限 元 素 组 成 的 子 类 HAM? 是 HM* 的 
“АЕР. 6 * 的 正 元 素 集 不 是 一 个 锥 ,而 -zx 的 正 元 素 
集 AS 是 锥 并 且 AI MP- AT. 


定理 格 A 是 完备 的 , 并且 AI 是 条 件 完备 的 。 两 个 
格 都 有 可 数 性 质 , 即 ,一 个 集 的 上 确 界 [ 下 确 界 ] ,如 果 存 在 的 话 , 必 
是 一 个 可 数 子 集 的 上 确 界 [下 确 界 ]。 


因为 变换 }+—>агстап} 是 从 A 到 .As 保 序 的 ,所 以 内 
要 对 AF (ARRI HM3+) 证 明定 理 的 论断 即 可 。 .HM3+ 的 每 
个 元 素 f 通过 аш 一 {44 确定 Mi 的 一 个 元 素 ш, 又 映射 
эщ ATARI Hs: 的 4 绝对 连续 元 素 组 成 的 格 之 间 的 一 
个 序 同 构 。 根 据 A 的 条 件 完备 性 和 定理 5 得 证 本 定理 。 

本 性 序 术语 

ACT 的 序 叫做 本 性 序 ， 如果 {fa} 是 NM* 的 子 集 ， 
元 素 ү}, 和 A f。 分 别 用 esssupf。 和 essinff。 来 记 , TÆR 
据 定理 9, 存在 一 个 工 的 可 数 子 集 J 使 得 Supfs > f, 对 于 每 个 。 
RU (忽略 一 个 依赖 于 a 的 4 Ж ИЖ). 如 果 了 I 是 有 向 的 ， 则 
esslimsupf, 定义 为 ( 节 Ш.12) 


essinfless sup fa], 
Bel а>8 


对 偶 地 ,我们 可 以 定义 本 性 下 极限 。 函数 了 叫做 f. 的 本 性 极限 ， 
如 果 本 性 上 极限 和 本 性 下 极限 д 几乎 处 处 等 于 f. 


10. 可 测 函 数 族 的 序 收敛 


定理 设 了 是 一 个 没有 末 元 而 有 共 尾 增 序列 的 线性 序 集 , 设 
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aCe) 是 一 个 从 了 到 基于 一 个 完备 。 有 限 测度 空间 (Х, À, 2) 
上 的 空间 .At 的 函数 。 则 存在 一 个 共 尾 增 序列 使 得 


lim infx(1,) = essliminfx(#), 


lim supx(s,) _ ess lim вирх(0) a.s. (10.1) 


当 了 I 是 R 的 一 个 开 区 闻 时 该 定理 在 随机 过 程 理论 中 是 很 有 
用 的 。 为 证 此 定理 ,我 们 假设 [如 果 必 要 ， 用 具有 相同 零 集 的 一 个 
有 穷 测度 代替 这 里 的 测度 1， 而 用 arctanx(t) 代替 0) 是 有 
穷 的 并 且 lx(。)| 入 常数 (< 十 co). 令 и 是 工 中 的 共 尾 增 序 列 ， 
定义 Lime KLS nah, 并 在 1, 中 选取 а, +, EX 
的 方法 是 使 函数 тїп) 和 maxz(s,) 分 别 与 essinte(s) 和 
ор х0) 的 L 距离 不 超过 2”。 则 


lim [min ai) 一 essinfæ(s)] _ lim Lesssupr(:) 一 maxx(s,5)] 
э} te, ге’ 


0 а.з. 
因为 括号 里 4 几乎 处 处 为 正 的 函数 的 积分 和 收敛 ， 故 (10.1) 式 对 
于 集合 {1w : ”过 0，i Soa) 的 元 增 序 排列 作成 的 序列 + 是 成 
立 的 ， 

推广 

设 5 为 一 紧 度 量 空间 ;5 是 从 (X,27,21) FI (5,4(5)) 的 
可 测 函 数 空间 ,又 设 yC) 是 从 工 到 3 的 某 个 函数 。 容 易 得 知 定 
理 10 可 用 于 хб) = fiyl, 其 中 了 是 3 上 的 一 个 实 有 限 值 连 
续 函 数 。 事 实 上 ， 稍 加 推广 定理 的 证 明 便 可 得 到 如 下 事实 : 存在 
一 个 工 中 的 共 尾 增 序 列 + 使 得 

fmsupf [y(zs)] 一 csslimsupf[y(e)] а.з. (10.2) 


EAX CCS) 的 可 数 笛子 集中 的 每 个 函数 f 同时 成 立 ， 从 而 也 同 
时 地 对 CCS) 中 的 每 个 函数 成 立 。 特 别 地 ,要 是 工本 身 就 是 可 数 
的 , 则 可 以 在 (10.2) 式 中 删 去 “ess”， 而 且 这 时 容易 得 出 结论 不 
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管 一 个 1 SUR, уб) 当 * 通过 + 增 大 与 通过 工 增 大 有 相同 的 
聚 值 。 这 一 结果 在 讨论 随机 过 程 的 可 分 性 中 是 很 有 用 的 。 如 果 已 
经 知道 当 + 是 工 中 的 共 尾 增 序列 时 极限 limx(1。) л а. s. FE, 
则 可 推 得 本 性 极限 esslim х() 存在 而 且 4. а. з. 等 于 这 个 序列 极 
限 , 显然 这 极限 忽略 一 个 零 集 不 依赖 л. 的 选择 . 如 果 工 是 可 数 
的 , 则 lim z(e) as. 存在。 


Fatou 引 理 和 Lebesgue 控制 收 剑 定理 

设 (200), 261) 是 一 个 从 “有 穷 测度 空间 (X,2 ,1) 到 RR 
的 上 有 向 ( 依 本 性 序 ) 可 测 函数 族 。 函 数 的 序 确定 了 的 一 个 序 ， 
并 且 


esslimx(t) = esssupx(r) 一 supx(#) a.s., 
1% гет el 


其 中 (根据 定理 9) 7 是 工 的 某 个 可 数 子 集 并 且 ( 由 节 11.12) 我 们 
可 以 选取 J 为 一 增 序列 :， 如 果 工 有 一 可 数 共 尾 集 它 还 是 共 尾 
的 ,使 得 


esssupx(t) 一 limx(r,) а.з. 


[如 果 工 没有 可 数 共 尾 集 , 这 一 结果 则 是 平凡 的 ， 因 为 由 定理 Ш. 
12 存在 了 的 一 个 点 * 使 得 x(9) 一 r) a.s. RARE г>] 
如 果 essinf хб) >0, W 


| ess supx(r)d? 一 im | х()4А,. 
X ei st х 


现 设 в fo 是 从 一 个 有 向 集 工 到 可 测 函数 (从 (X, д) 到 
RR) 空 间 的 某 个 函数 。 则 ,如 果 ess supf, > 0， 便 由 前 面 的 单调 极 


限 结果 推 得 目前 情形 的 Fatou 引 理 : 
| essliminf foda _ lim | ess inf fed 
< iminf| Ра. 
at x 
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去 掉 正 性 假设 并 且 应 用 通常 的 由 Fatou 引 理 来 证 Lebesgue 控 
制 收敛 定理 的 方法 ,在 目前 便 有 : ШЖ esslim f, == f FE, ЖЕ 


ess sup| fel 是 4 可 积 的 , 则 


| fdi = Him | fedh. 
х 81 IX 


11. Polish 空间 上 的 测度 


在 本 书 中 每 当 我 们 讨论 在 ”Polish 空间 X 上 的 测度 的 时 候 ， 
总 理解 测度 的 定义 域 为 X 一 BX) 或 者 当 有 特别 声明 时 为 
绍 (X) 关 于 某 个 特定 测度 或 测度 族 的 完备 化 ，Polish 空间 的 一 个 
重要 性 质 是 在 Z 上 的 有 穷 测 度 4( 从 而 在 好 上 的 oc 有 穷 测 度 ) 
依 下 述 意义 为 内 正则 的 : HAHHA 


ACA) = sup{a(B):BCA,B ЖЕМ. (LD 

我 们 勾画 一 下 当 4 为 有 穷 测度 时 证 明 的 轮廓， 首先 ， 当 条 件 
“ 紧 的 ”用 *“ 闭 的 ” 代 换 时 《11.1) 式 成 立 ,因为 经 这 样 修改 使 (11.1) 
成 立 的 Borel 集 4 所 成 的 类 包含 了 闭 集 并 且 可 数 并 和 可 数 交 运 
算是 封闭 的 ,从 而 这 个 类 就 是 络 (X)。 于 是 我 们 只 要 对 闭 集 4 来 
验证 所 述 的 (11.1) 式 即 可 。 设 4 为 一 闭 集 , 并 设 8 为 一 严格 正 数 ， 
设 4 是 4 的 一 个 非 空 依 X 的 某 种 度量 闭 的 于 集 序列 ,每 个 集 直径 
二 1 它们 的 并 是 А. 定义 в, A 以 及 Bi 一 |) 4, неда 

1=0 


够 大 使 得 4(B1) > 人 Bo) 一 8。 用 归纳 法 继续 做 下 去 : 如 果 В, 
已 被 确定 为 Bk-， 的 一 个 闭 子 集 , 有 AB) > AA) — в, 我 们 可 
以 用 前 面 的 方法 求 B4+1, Ba 的 闭 子 集 , 有 限 多 个 直径 <1/(* 十 1) 


的 集合 的 并 ,并 有 2(Btn) > Ae. RB- (в, 是 闭 
Ж, ЖИР К > 0 它 可 以 用 有 限 多 个 直径 < 1/ RIES: 
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以 8 是 紧 集 .而 且 AB) >14(Ау—в. ЙС), 

此 定理 意味 着 对 于 在 某 个 Polish 空间 上 的 任 一 " 有 穷 Borel 
测度 4&， 此 空间 上 的 有 紧 支撑 的 连续 函数 类 都 是 L'u) 的 笛子 
Ж. 


12. 测度 的 导数 


Ж п» В” 上 的 负荷 ,并 有 > > 0， 又 设 【 R 中 一 

点 。 如 果 5 是 RY 中 包含 “的 一 个 朵 凸 子 集 ,以 dS) 表示 从 《 

到 05 的 距离 而 4°(5$5) 表示 8 的 直径 .一 个 数 9 叫做 上 关于 » 
在 《点 的 凸 导数 ,如 果 对 任何 包含 “的 闭 凸 集 序列 83， 其 中 

б > 0, к" = 0, tmint үз; >0, (121) 


便 可 推 得 对 充分 大 的 x* 有 KS) > 0 并且 


im A —g. (12.2) 
特别 地 ,如 果 (12.2) 只 要 求 当 每 个 集 5, 是 以 为 中 心 的 闭 球 时 成 
立 , 则 称 该 导数 为 对 称 导 数 。 凸 导数 在 ”几乎 每 一 点 《都 存在 ,并 
且 该 导数 va.s. 是 Radon-Nikodym 导数 du/dv。 这 个 记号 还 
用 于 号 导数 和 对 称 导数 ,应 用 时 其 意义 总 是 明确 指定 的 . 
如 果 存 在 有 限 数 4 使 得 


dla at Go, 
v 


其 中 导数 是 在 凸 [对 称 ] 意 义 下 的 , 则 依 相 同 的 意义 有 (du/dzD)G) 
一 49， 并且 此 时 我 们 说 该 导数 在 凸 [对 称 ] 变 分 意义 下 是 9。 
我 们 概要 地 来 证 明 ( 当 N 二 1 且 о 一 4 时 化 为 通常 情形 ) du/dv 
在 RY 上 依 凸 变 分 意义 是 > 几乎 处 处 存在 的 。 如 果 用 f 表示 函数 
а/а» Сиу), 04 是 任 一 实数 , 则 
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“ж-з ie (123) 
v 


vas. 成 立 ; 从 而 (12.3) 对 所 有 有 理 数 4 一 致 地 va.s. 成 立 , 并 根 
据 简单 的 连续 性 推理 推 得 ，(12.3) 几乎 必然 对 于 所 有 的 4 一 致 成 
立 . 如 果 在 最 后 一 个 命题 中 取 “ 不 在 例外 集 内 , 则 令 9 РСС) 便 
完成 此 证 明 。 
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附录 V 一 致 可 积 性 


本 附录 ,只 含 一 节 , 列 出 本 书 所 需 的 一 致 可 积 性 概念 方面 的 内 
KURSH, 

对 于 从 В* 到 Ке 的 某 个 函数 由 如果 它 是 单 增 的 和 凸 的 ， 
FE ваф) 一 十 co， 我 们 方便 地 称 之 为 一 个 一 致 可 积 性 
检验 函数 。 

(X, л) 为 一 测度 空间 ,并 有 2CX) < +оо, 除非 另 
外 声明 在 下 面 讨论 中 所 有 X 上 的 函数 都 是 从 (X, 27) 到 (В, 
家 (及 )) 可 测 的 。 回 顾 一 下 ， 一 个 这 样 的 函数 族 {f,,+e 1}， 如 果 
казар} а 
则 说 它 (关于 А) 一 致 可 积 。 下 面 的 一 致 可 积 性 质 在 本 书 中 要 用 
到 。 除 了 (d) 中 的 外 , 族 中 的 所 有 函数 都 属于 L'a). 

(а) Ж f. 是 一 致 可 积 的 充 要 条 件 是 它 为 L' 有 界 的 并 且 集 函 


数 族 {ar |а, re 中 关于 + 一 到 绝对 连续 ;用 数学 表达 
A, f 为 一 致 可 积 的 充 要 条 件 是 
sup] Їй < +0, В. im sup | fila = 0. 
(b) Ж /为 一 臻 可 积 的 当 且 仅 当 存在 一 个 一 臻 可 积 性 检验 
函数 使 得 зир) ФО йа < +оо, 


(с) X 上 的 一 个 4 几乎 处 处 收敛 的 函数 列 为 L' 收敛 的 充 要 
条 件 是 该 序列 一 致 可 积 。 
(4) 如 果 f. 是 X 上 的 正 函 数列 , 则 (由 Fatou 引 理 》 


liminf | fadh > | liminf f,d1, 
„= х X seen 


1144 = 0, 
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特别 地 ,如 果 limf, = fa a.s., 又 每 个 fj。 是 可 积 的 并 且 


imf fadh = | ja < +оо, 


则 序列 f. 一致 可 积 。 

(e) X 上 的 一 个 一 致 可 积 函数 序列 f. 是 弱 序 贯 紧 的 , 即 存 在 
一 序列 f,， 和 X 上 的 一 2 可 积 函数 f 使 得 

inf. Р.а = | feda 

对 X 上 的 每 个 有 界 函 数 g 成 立 。 

推广 

设 AXR) 是 一 可 测 空间 , 并 令 1 为 任 一 非 空 集 。 假设 对 
1 中 的 每 个 + 存在 一 个 X 上 的 函数 fe A 上 的 一 个 有 穷 测 度 
м. 称 这 个 族 是 关于 4 一 致 可 积 的 ,如 果 


suppi(X) < +оо, В. iimsup | ГАД, = 0. 
set „егет! 1>в) 


а) Яп O) 变换 成 现在 的 情形 显然 成 立 。 
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附录 VI 核 和 转移 函数 


1. ж 


设 (Х,27) Яп (Ү,2/) 是 可 测 空间 。 从 第 一 个 空间 到 第 
二 个 空间 的 一 个 核定 义 为 从 X x 多 到 Rt+ 的 一 个 函数 ,并 有 下 
列 性 质 : 

KI) 当 4e@ 时 р(-,4) 是 27 可 测 的 。 

(K2) 当 seX 时 Р(Е, +.) 是 # 上 的 测度 。 
WR POA) < 1 称 这 核 是 次 随机 的 ,如 果 pO) m 称 
之 为 随机 的 。 WE (Х, 27) 一 (Y, 多 )， 则 说 这 核 有 状态 空间 
(х,жу, 

由 密度 给 定 的 核 

如 果 4 是 从 (X xX Y,2 ха) 到 (Rt, SCR*)) 中 的 可 
测 函 数 ,并且 1 是 Y 上 的 测度 ,我 们 定义 


PCE, À) 一 |; q(Esn)A(an) (EE X,AE YD ) 


便 得 到 一 个 核 p, 并 有 关于 4 的 密度 4. 

记号 

WMR PEA (X) 9] (Ү,2/) 的 核 并 且 f ЖЫ Y.Z) 
到 (CR, 多 ( 玉 )) 的 可 测 函数 , 则 用 РСЕ, Р) 记 积分 [GP san), 


只 要 这 积分 有 意义 ,例如 当 了 >0 ЖАРЕ 多 可 测 的 时 候 。 如 
果 了 关于 某 个 特定 的 测度 有 密度 , 则 我 们 还 用 gef) 记 РС, 
Р). 

次 随机 核 到 随机 核 的 扩张 

设 是 一 个 有 状态 空间 (X, A) 的 次 随机 核 。 此 核 可 以 按 
如 下 方法 扩张 为 随机 的 。 添 加 一 个 吸收 点 (也 叫 医 点 )6 便 得 一 个 
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扩大 的 空间 X 一 XU{6}, 并 定义 Z 为 X 的 由 27 MAA 
集 {0} 产生 的 子 集 a 代数 。 然 后 在 XX Ж ЕФ р 一 p, 并 取 
一 PCE,X) Ж EEX, 

WR E= ð, 
便 确 定 一 个 有 状态 空间 (4,27) 的 随机 核 Р. 此 核 就 是 所 要 
求 的 ?的 扩张 ， 


3 1 
вләр —{, 


2. 核 的 普遍 可 测 扩张 


ЖР ЖЫ. (Х,27) Я] (У,9/) 的 核 并 且 函 数 pL(，,X) 是 
有 界 的 ,我 们 通过 部 分 完备 化 把 每 个 测度 РСЕ, ) 扩张 到 多 上 的 
普遍 可 测 集 的 c 代数 ФО (8) 上 ， 在 这 种 扩张 下 ,了 成 为 从 (X， 
UCK )) 到 (Y,2U (多)) 的 核 。 为 证 这 点 , 设 h 是 绍 上 一 有 
穷 测度 的 完备 化 ,假设 AEK), 用 


DC) = | PCE, + нса) 


定义 27 上 的 一 个 测度 >， 并 通过 部 分 完备 化 将 ”扩张 到 w 代 
B UY) 因为 4 是 > 可 测 的 ,所 以 存在 4,46 & 使 得 AC 
ACA 和 vA) 一 v(A;)。 这 等 式 意味 着 pe, 4) РС, 
A) 一 РСА) 在 X 上 几乎 处 处 成 立 ; 即 就 是 ,对 每 个 上 ,pz(，， 
4) 是 + 可 测 的 ,这 就 是 要 证 的 。 这 一 论证 表明 ,对 允 中 的 4,v( А) 
的 定义 对 U (U) 中 的 4 仍然 成 立 。 

有 一 点 对 于 概率 应 用 是 重要 的 ， 这 就 是 我 们 实际 证 得 的 东西 
要 比 所 断言 的 结果 多 一 些 。 事实 上 , 设 UY) 是 Y 的 于 集 o 
代数 ,而 这 些 子 集 , 对 于 “的 每 一 选择 ， 都 在 上 面 定义 的 测度 > 的 
完备 化 中 。 这 个 o 代数 包含 Ф (2 )， 并 且 它 的 集 将 称 为 2 上 
关于 ?的 普遍 可 测 集 .我 们 已 经 证 明 的 东西 是 ,如 果 РСЕ, - ) 通过 
部 分 完备 化 扩张 到 这 个 o 代数 , 则 pC, 4) 是 普遍 可 测 的 ,而 且 
v 的 定义 仍然 成 立 ， 
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3 转移 函数 


设 ! 是 一 个 线性 序 集 ,(X,，. 用 ) 是 一 个 可 测 空间 ,并 假设 对 应 
于 1 的 每 个 点 对 (r,s)(r <) 有 一 个 随机 核 рР,, „,,),(Д 
XA) 为 状态 空间 ) 使 得 对 于 Z 中 的 4 和 1 工 中 的 mm < >: < 
ез 满足 Chapman-Kolmogoroy 方程 


POEs A) 一 Я фОт›,л›ту, A)PCrisEsr2sdn) 


这 样 的 一 个 函数 了 称 之 为 Markov 转移 函数 ,或 者 简称 转移 函数 . 
在 某 些 场合 有 必要 人 允许 核 是 次 随机 的 甚至 于 取 无 穷 值 ， 但 任 一 发 
散 量 根 据 . 上 面 的 定义 都 会 明确 规定 。 通 常 ， 参 数 集 要 么 是 严格 正 
整数 集 (离散 参数 情形 ), 要 么 是 区 间 ]0 ,十 co[( 连 续 参 数 情形 ).。 
离散 参数 平稳 情形 
ж (х,жЖ ) 为 一 可 测 空间 ，p(1,，,，) 是 以 (X, ) 为 
状态 空间 的 一 个 核 ， 又 归纳 地 定义 以 它 为 状态 空间 的 一 个 核 序 列 
Шт: 
pa +1, 8,4) 一 КЕЛЕЛИ. >1, (3.2) 
则 
Р, A) | PCan КРС, ат). (32) 


ЮЖ р(1, + , +) 是 一 随机 核 , 则 对 于 0<т< п Ж (т, En, 
4) 一 pln — т,Е, À) 是 以 严格 正 整 数 集 作为 参数 集 的 转移 函数 ， 
但 在 这 情形 对 每 个 4 把 函数 〈n,5, À) 一 pln, A) 叫做 平稳 转 
移 函 数 或 者 时 齐 转移 函数 ,并 把 (3.3) 与 有 关 的 Chapman-Kolmo- 
gorov 方程 等 同 ,将 不 会 发 生 混 淆 ， 

如 果 给 定 核 Р(1,+‚,. ) 是 次 随机 的 , 则 由 (3.3) 得 到 一 个 次 
随机 转移 函数 Р. 设 次 随机 核 PQ, +, +) 通过 其 加 吸收 点 扩张 
为 随机 核 92《1,，,，). 则 将 归纳 定义 (3.2) 用 于 z《(1,，,* ), 便 
得 到 一 个 (随机 ) 转 移 函 数 pz ， 并 且 对 于 每 个 严格 正 整 数 np (n, 

©з. 


0.7) 都 是 p(n,，,*) 通过 添加 同一 个 吸收 点 变 为 随机 的 扩 
张 。 
连续 参数 平稳 情形 
设 (X, K) 是 一 可 测 空间 ,又 没 P 是 从 ]0, 十 co[ XXX 

Ж 到 R 的 函数 并 有 下 列 性 质 : 

(a) 对 Јо ,十 co[ 中 的 每 个 +， 函 数 G, e 是 有 状态 空 
CA, A) ЮЖ. 

(b) 满足 Chapman-Kolmogorov 方程 (3.3) (现在 + 和 :在 
10, 十 co[ 中 )、 

如 果 每 个 核 p(:,*,* 〉 是 随机 的 ， 则 函数 (+ ,5,s,4) > 
Pls — të, A) (CER 0<r < s) 是 带 参数 集 10， 十 co[ 的 转移 函 
数 , 但 和 离散 参数 情形 一 样 ,函数 Р 本 身 叫做 平稳 的 或 者 时 齐 的 转 
移 函 数 。 如 果 核 允许 是 次 随机 的 ,在 此 情形 是 次 随机 转移 函数 ， 
则 一 个 单 吸收 点 可 以 添加 到 六 以 使 得 每 个 核 PC, +, +) 成 为 随 
机 的 ,并 因此 把 扩张 为 一 个 (随机 的 ) 转 移 函 数 。 

普遍 可 测 扩张 

在 离散 参数 平稳 情形 ,显然 地 ,如 果 (3.2) 中 的 PA, X) 是 
有 界 的 并 且 Р„(1,+,.) 是 p(1,，,，) 的 普遍 可 测 扩张 ,就 是 
说 (第 2 节 ) 这 个 核 到 状态 空间 (X,U (2 )) 的 扩张 , 则 当 PQ, 
0) 用 PO, t) 代替 时 在 (3.2) 中 得 到 的 aO, DA 
第 ”次 迭代 PCa, e,t) 就 是 p(x,，,，) 到 已 扩充 状态 空间 
的 扩张 。 连续 参数 平稳 情形 的 对 应 结果 现 将 证 明 如 下 。 此 时 要 
证 的 是 ， 如 果 РП, <, X) 对 每 个 > 0 是 有 界 的 ， 并 且 如 果 
PC, ) ЖЖ РО, , +) 到 状态 空间 (Х,& (жу) 的 扩 
张 , 则 р, 满足 Chapman-Kolmogorov 378 (3.3), 为 对 Р, 以 
及 和 (用 ) 中 的 4 验证 (3.3), 固 定 r,s A E, HERRE Жош 
的 A 和 4, 满足 

ACATA, plr + s,E,A) = pr +5,8, 4), 

则 
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+. и а 


Pr + 5,8,4) = polr +5,5,4,) 
= | р.С5,п,4,)р,0,6,0т), i= 1,25 (3.4) 


所 以 (3.4) 当 被 积 函 数 中 的 А; 用 4 代替 时 是 成 立 的 , 这 就 是 要 证 
的 。 在 这 一 情形 ,如 果 我 们 加 强 对 ?的 假设 , 设 对 A 中 的 4 函数 
Ра, ,4) 是 BC, +000) x A 可 测 的 , 则 当 了 是 从 R+ 到 
R+ 的 Lebesgue 可 测 范 数 时 ,函数 
с [7 OPCE DUC) 

Ж (Х, К) 为 状态 空间 的 核 从 而 (2 节 ) 当 在 X x 2 (A) 
上 考虑 问题 时 它 是 具有 相应 状态 空间 的 核 ， 并 由 此 推 得 上 面 的 积 
分 对 于 20097) 中 国定 的 4 确定 一 个 UW (ФС) TURM. LL 
这 种 形式 的 积分 . 讲 定 义 的 函数 在 概率 位 势 理论 中 是 基本 的 。 


附录 УП 积分 极限 定理 
1. 一 个 基本 极限 定理 


设 X 是 一 度量 空间 , А 是 X 的 Borel 子 集 的 完备 化 测度 ， 并 
ЖОК, 是 从 X 到 R 的 一列 2 可 测 函数 。 在 许多 情况 下 ,存在 X 的 
一 个 点 《, 具 有 人 性质 : 2000) 一 0, 并 且 对 某 个 受 适 当 限制 的 从 X 
到 R 在 《连续 的 函数 f ,有 


Ба fd = (€), ал) 


下 面 的 定理 给 出 了 这 一 极限 关系 成 立 的 条 件 。 这 里 给 的 条 件 是 为 
了 易于 应 用 ,而 不 是 为 了 最 大 的 一 般 性 。 


定理 Bit k. 和 上 满足 下 列 条 件 : 

G) 每 个 函数 А, ж, в | да-а. 

СЬ) 函数 了 是 2 可 测 的 ， 而 且 如 果 4 是 “的 一 个 开 邻 域 ， 则 
ва К.а (ао. 在 这 些 条 件 下 有 


merj Ый < базарі). (1.2) 
如 果 除 了 b) 之 外 ,函数 了 还 在 “连续 , 则 (1.1) 成 立 。 


如 果 (12) 的 右边 是 十 co, 不 等 式 (1.2) 变 成 平凡 的 。 于 是 为 
了 证 明 (1.2》, 此 即 定理 的 最 后 结论 ， 只 要 证 明 如 果 在 “的 一 个 被 
挖 去 的 开 邻 域 4 上 f <a < 十 ， 则 (1.2) 的 左边 至 多 是 a. R 
们 可 以 假设 < > 0〈 如 果 必 要 在 地上 加 一 常数 )， 则 


imsup [а <a + limsup | kalfldi = а, 
"зө "зе x-4 
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这 就 是 要 证 的 ， 
2. 比值 积分 极限 定理 


对 每 个 正 整数 я, 设 kCn, +) 是 R” 上 的 正 Borel 可 测 函 
数 。 设 态 和 UU 分 别 是 R 上 的 测度 和 负荷。 定义 


a, = |„ kCn, 0 Сат), b, [Свон Са), (л) 


在 许多 场合 Кб, п) 用 以 下 方法 来 定义 : 
lim£e 一 H (0). (2.2) 


9, 


我 们 将 导出 关于 An) 使 (2.2) 成 立 的 条 件 。 下 面 的 注 是 很 在 
用 的 .假设 态 是 固定 的 ,而 且 0 < Б, < 十 co HRA RU. M 
ЖИ 可 人 允许 在 某 个 负荷 的 特定 线性 类 了 中 变化 ， 这 个 类 包含 及 也 
包含 IU 1 连同 U0, 而 且 有 


| Кт DIUI) < +=. 


假如 已 经 证 明 (2.2) 在 下 列 特 殊 情 况 下 成 立 ，UET, U 之 0 并且 
《2.2) 的 导数 是 对 称 导数 且 等 于 0, 则 可 推 得 (2.2) 对 中 的 都 成 
立 ， 只 要 右边 的 导数 作为 对 称 变 差 导 数 存 在 〈 关 于 导数 的 定义 见 
171.12), 事实 上 ,如 果 4 是 这 个 导数 的 值 , 则 


la, — 451 < À „ Kn, 010 — gHlCan), 


而 且 由 假设 10 —4Н\є Г, 又 由 对 称 变 差 导数 的 定义 ,对 称 导 数 
d\U 一 gqH1/dH 存在 并 在 原点 等 于 0。 

显然 ， 前 面 的 注 当 所 涉及 的 导数 不 是 对 称 导数 的 情况 也 是 对 
ЁЗ. 

在 某 些 场合 ， 上 述 类 型 的 比值 积分 极限 定理 容易 化 归 为 稍微 
简单 一 些 的 一 维 情形 的 比值 积分 极限 定理 。 这 种 一 维 比 值 积分 极 
限定 理 将 在 下 节 证 明 。 
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3. 一 个 一 维 比值 积分 极限 定理 


下 面 的 比值 积分 极限 定理 将 用 来 推导 在 球 上 调和 函数 Pois- 
son 积分 所 要 求 的 比值 极限 定理 , t А. Æ R 上 的 一 列 正 Borel 
可 测 函数 , 又 设 a,8 是 R+ 上 的 单调 增 函数 ， 在 0 点 等 于 0, 在 
10 ,十 oo[ 严 格 正 , 且 除了 可 能 在 0 点 外 是 右 连 续 的 定义 


a | kda, b, =È kag. зл) 
FAO RER R ET LES 
lim2 ~ 0, (3.2) 


这 一 定理 在 表达 上 便于 应 用 ,没有 强调 一 般 性 ，。 


定理 假设 a,,b5。 如 (3.1) 所 定义 ,对 所 有 п 是 有 限 的 ， 并且 
满足 下 列 条 件 ( 其 中 乡 是 某 个 严格 正 整数 ): 
(а) k, 是 正 的 和 单 减 的 ,并 且 有 连续 导数 心 。 
(b) 如 时 a>0, W 
f tmint ACO (dr) = +оо, 


рк de A 
的 = 为 单 碱 的 并 且 | fde < 十 oo。 


(4) вна —0, imsup zer 


则 (3.2) 成 立 。 


< +оо, 


为 证 明 本 定理 , 取 严 格 正 并 足够 小 的 в 使 得 〈d) 中 的 上 极限 
严格 小 于 1/e。 如 果 。 足够 小 使 得 在 [0,c] 上 «<вё, Йй 


| kuda — alakala) 一 ea < абака) 
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— e |а = 001060) — вё(а)1 


в fees < е6, (3.3) 
Ё о 充分 小 使 得 对 于 [0,а1 中 的 "有 er? < Ar), HU 
„> | кыв = вбок Са) — [ok an > Ca te) 


—+ Сна) = &,(а)1в(а) — sar] 
жер [eco > ef coran), 


结合 这 两 个 不 等 式 ,我 们 求 得 对 充分 小 的 e， 


Гаа 
limsup г” aS в + lim sup s 2 (3.5) 


САС, 


右边 公式 中 的 分 子 至 多 是 
k, 26,69) (in 
F f fda < Ка) 人 jda, 


[附带 地 ,这 一 不 等 式 证 明了 〈c), 意 味 着 a。 的 有 穷 性 ] 注 意 到 条 
ФЕ 〈b),(3.5) 中 的 上 极限 是 0, 从 而 (3.2) 成 立 。 


4 涉及 凸 变 差 导数 的 比值 积分 极限 定理 


在 下 面 的 定理 中 《表明 了 它 可 用 于 半空 间 上 抛物 函数 所 要 求 
的 比值 边界 极限 定理 )，K(s,，') 对 于 每 个 严格 正 数 s 是 一 个 R+ 
上 的 正 Borel 可 测 函 数 , ПЕ RY 上 的 一 个 负荷 ,H 是 RY 上 的 
一 个 测度 ,又 x 和 在 КУ х ]0, 十 co[ 上 定义 为 


us) [Ко — оиса), 
жєн) — | w KGs lE — Оно), сы) 
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定理 假设 下 列 条 件 满足 : 
(а) 对 每 个 :> 0， Ж u ОНОК U) MAR h ER 
上 局 部 有 界 。 
《b》 对 每 个 ;>> 0， 函 数 KG, +) 是 Rt 上 的 正 单 减 函数 ， 
有 连续 导数 , 且 K(s,0) —1, 
(с) 存在 ]0, 十 co[ 上 的 严格 正 函 数 3C) 满足 
Em (5) 一 0,liminfK(s,8(s)) >0. 


(d) 如 果 a >> 0， 对 每 个 a 存在 严格 正 数 sm Ca), 
r>a 一 致 地 有 
lim Ker) n 0, 
"Кт JOC)" 
则 如 果 在 R 的 点 《， 导 数 dlw/dH 《作为 有 限 凸 导数 ) 存在 ; 
dU/dH 《作为 有 限 凸 变 差 导数 ) 存在， 而 且 0 <“ < 1， 可 推 
得 
i «£35) _ ddr)| _ 
im etiken h(E ,5s) O % (42) 


注意 到 ( 节 IV.12)4U/dH 和 din/dH 作为 凸 变 分 导数 在 R* 
的 妞 几乎 每 一 点 5 上 存在 而 且 有 限 。 

对 于 国定 的 HH， 满足 (a) 的 负荷 U 组 成 的 类 是 线性 的 ,包含 
IUI 连同 VU, 且 包含 H， 因 而 根据 节 2 中 的 论证 ,只 要 证 明 当 U 
ERE dlw/dH 和 dU/dH 作为 有 限 凸 导数 都 存在 ， 且 有 《dU/ 
ну) 一 0 的 时 候 (4.2) 成 立 ， 为 简化 记号 ,我 们 设 5 一 0。 对 
4 > 0, 定 义 a(&,r) 和 #(Е,г) 分 别 作为 C5,r) UMHNE, 
又 定义 a(#,0) 一 906,0) 一 0， 由 凸 导数 定义 有 


msu [HELD ll < er} 一 0， 


一 


imsup{ ж Чар, (4.3) 
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为 得 到 一 个 弱 函数 ,考察 
ка, > | Ksr)dB ,7) > KG, AWE), (44) 


(0,262: 
便 有 


4«(Е»т) a(£ ,0(:)) 
hatene TOME 99 


mR а> 0 并且。 充分 小 使 得 5(*) <a, N 


К(з,г)4«(&,т) 一 天 (oa)a(s,o) — K(s,8(5))a(E, 8(5)) 


ЖЕ 
一 | Кее). C0) 

WU)! 
Dits > 0 Вож, 15| er 和 r <a 时 有 aG, 


r) 三 s8(§ ,r)， 则 (4.6) 的 右边 当 К. 用 екв 代替 时 是 最 大 的 ， 
而 且 由 分 部 积分 得 到 


|5 Котва е) < KG, MCE 0) — вас ,0)] 
— K(s,8(5))La(g,8(s)) — в8(& ,6(5))] 
+в { Е K(s,r)dB(E ,r) 


< 58(&,8()) + EACE ,5). (47) 
于 是 对 充分 小 的 a。 和 [#1 < cal), A 


da(E,r) Ж керы 
| ч! Кр) МЕ, ғ) < KGG) t 


最 后 ， 象 定理 的 条 件 〈d) 中 那样 选取 s it e > 0， 然 后 让 s 
充分 小 , 则 有 


„э EE с FDL OU 
Le Кб) HET) <в [о K(sosr)da(E,r) 


в, (48) 


LR) 
IP LO 
= К(+,б(з))В(Е „8())` с 


这 里 w/h 64.5), (48) 和 (4.9) 左边 的 积分 和 。 (4.3), 4 
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141 < c6(s) 时 这 些 式 子 前 而 的 积分 随同 : 趋 于 0， 而 后 面 的 部 
分 通过 选择 & 很 小 然后 选 泽 很 小 可 以 依 汲 限 (s ->0) 变 得 任 
意 小 。 对 于 这 样 一 种 。 的 选择 , 当 1#| < cal) 时 (4.9) 的 右边 随 
同 в 任意 小 。 于 是 定 埋 4 得 证 。 
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附录 уш 下 半 连 续 函 数 


І. 函数 的 下 半 连 续 平 滑 


ЎН Hausdorff 空间 ， 又 如 果 EEH 设 NGE) Æ EWY 
ЖЖ. 回顾 从 五 到 R 的 函数 "是 下 半 连 续 的 充 要 条 件 为 对 R 中 
的 c 集 {>с} ERR. WR 未 必 下 半 连 续 , 我 们 定义 x 的 下 
函数 и 如 下 : 


иб) 一 sup inf #(n) = a(E) A liminfu(n). (1.1) 
则 * 是 下 半 连 续 的 ,并 是 x 的 弱 函 数 ， 而 且 在 # 的 每 一 个 下 半 连 
续 弱 函 数 中 它 是 最 大 的 。 在 本 书 中 我 们 称 为 * 的 下 半 连 续 平 


滑 。 最 后 还 回顾 一 下 ,下 半 连 续 函 数 族 {xeype 1} WEHR н 
下 半 连 续 的 ,因为 


{u >c} = U {>с} (1.2) 
ве1 


而 且 右 边 的 集 都 是 开 集 , 


2. 下 半 连 续 函 数 族 的 上 确 界 


定理 设 {us, pe 1} 是 一 族 从 一 个 第 二 可 数 Hausdorff 空 
间 到 R 中 的 下 半 连 续 函 数 , НЩ JCI 时 定义 и/ 一 supxs。 则 
ul 是 下 半 连 续 的 ,而 且 在 1 中 存在 可 数 子 集 J 使 得 =, 特 
别 地 ,如 果 w. 是 上 有 向 的 , 则 存在 增 序列 ws 以 w 为 极限 。 

在 1 节 中 我 们 已 经 注意 到 v 是 下 半 连 续 的 。 因为 函数 的 定 
义 域 是 第 二 可 数 的 ,所 以 (1.2) 蕴 含 着 在 ! 中 有 可 数 子 集 J 使 得 
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{и> с} = UU {u> с} 


8€1 
对 于 每 个 有 理 数 “ 同时 成 立 从 而 对 所 有 的 “ 同时 成 立 。 Nw 是 
下 半 连 续 , 有 и <u, 并 且 对 所 有 “ Aiu >с} — (и с}. A 
而 还 有 {w >с} {и >c) MIRE (и ср (и 
ch и 三 '。 定 理 的 后 一 断言 留 给 读者 证 明 . 


3. Choquet 拓扑 引 理 


引 理 设 {wp, BEI} 是 一 族 从 一 个 第 二 可 数 Hausdorff 空 
间 到 R 的 函数 , 而 且 如 果 JCI 定义 u 一 infec 则 存在 1 
的 可 数 子 集 7 使 得 и 一 w。 特 别 地 ,如 果 1 是 下 有 向 的 , 则 存在 


以 ”为 极限 的 递减 序列 ww。 使 得 ”一 н, 


设 妃 是 给 定 的 第 二 可 数 Hausdorff 25), F4 Н. 是 五 的 
一 列 开 子 集 ， 无 穷 次 取 到 万 拓扑 之 可 数 基 的 每 个 集 。 如 果 必 要 
用 arctan ps 代替 ws。 然后 我 们 可 以 假设 族 x。 是 一 致 有 界 的 。 
对 于 n>1, Æ H。 中 选取 5, 满足 uE) — infre, Cn) < 
Ик 在 1 中 存在 一 点 8。 使 得 ир lEn) <ul) + Un, & )— 


inf #/(n) < inf u! (n) + 2, 
"єн, "єн, n 
并 得 到 wu, 反 不 等 式 是 平凡 的 , 从 而 等 式 成 立 ， 引 理 的 后 一 


结论 留 给 读者 去 证 ， 
《附录 由 张 润 楚 译 ) 
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B & 注 记 


过 去 的 十 五 年 里 经 典 位 势 理论 的 现代 化 过 程 大 体 上 是 一 小 步 
一 小 步 地 进行 的 。 其 中 许多 内 容 部 是 在 早年 所 获得 理论 一 般 情形 
下 越 来 越 严格 地 得 到 的 。 所 以 肯定 地 说 ， 下 面 关于 一 些 较 重要 进 
展 的 "来源 " 的 描述 对 有 识 之 士 可 能 是 不 准确 或 不 令 人 满意 的 .只 
有 概率 论 部 分 的 历史 注 记 稍 稍 可 靠 一 些 。 但 从 事 专题 研究 的 数学 
家 很 容易 发 现 他 们 自己 研究 的 专题 部 分 的 错误 ， 特 别 是 当 这 些 描 
述 依赖 于 研究 论文 发 表 日 期 和 参考 文献 时 就 更 是 如 此 。 实 际 上 可 
以 说 没有 一 个 人 在 详 述 一 数学 理论 的 历史 时 会 有 充分 的 自信 ， 困 
难 是 由 下 面 两 个 事实 引起 的 : 许多 定理 都 是 由 几 个 作者 或 多 或 少 
地 相互 交 搭 地 表述 出 来 的 ; 另 一 点 是 ( 警 如 关于 Martin 边界 的 许 
多 论文 ) 作者 们 常常 为 使 自己 的 论文 内 容 与 众 不 同 而 不 情愿 去 仔 
细 地 阅 他 们 同事 的 论文 。 因 此 请 读者 能 以 宽容 的 态度 有 保留 地 理 
解 以 下 注 记 ， 


第 1 部 分 


对 十 九 世纪 和 二 十 世纪 初 的 位 势 理论 的 回顾 参见 Burkhardt 
和 Меуег[1,1900] 以 及 Lichtenstein [1,1919], 而 对 位 势 理 论 
刚刚 复兴 前 的 情形 可 见 Kellogg [2,1929]. 更 现代 化 的 论述 见 
Brelot [11, 1952] 和 [17,1972]. Tsujill, 1959], Helms[1, 
1972], Brelot[15,1969], Constantinescu 和 Cornea [1,1972], 
Landkof [1,1972]， 以 及 Wermer [1,1974] 关于 位 势 理论 方面 
的 书包 含 许多 第 ! 部 分 中 的 材料 ， 不 过 由 于 他 们 强调 理论 的 侧重 
点 不 同 而 自 成 体系 。 Murali Rao [4,1977], Port 和 Stone [1, 
1978]， 以 及 Chung [2,1981] 得 出 的 位 势 理 论 则 是 他 们 研究 概 


+473. 


率 论 的 副产品 。 
ii 章 

要 详细 给 出 第 1 部 分 第 I 章 中 那些 工作 的 历史 背景 是 徒劳 无 
益 的 ,也 是 非常 困难 的 。 但 我 们 须 指出 ， 第 8 节 至 (8.3) AER 
述 是 根据 [Green 1,1928] 的 。 

1.11 章 

1 节 。 本质 上 什么 是 N 一 2 时 的 Poisson 积分 由 Poisson 
在 1820 年 给 出 。 在 [Poisson 1, 1823] ch, 他 得 出 了 N 一 3 时 
目前 形式 表示 的 Poisson 积分 , 而 且 还 试图 证 明 对 连续 的 边界 函 
数 定理 1 的 边界 极限 部 分 。Schwarz [1,1872] 给 出 了 定理 1 (对 
连续 的 边界 函数 ) 的 第 一 个 严格 的 证 明 。 

2 节 和 3 节 。 关 于 Harnack 不 等 式 和 收敛 定 理 见 他 的 [1， 
18871. 不 过 后 者 只 是 对 单调 序列 的 。 RY 上 单 边 有 界 的 调和 函 
数 恒 等 于 常数 的 事实 属于 Вдсһег[1,1903], 

4 节 。 Е. Riesz [2,1926; 3, 1930] 开始 系统 地 研究 上 调 
和 函数 和 次 调和 函数 ， 本 章 中 关于 它们 的 性 质 和 应 用 几乎 都 是 属 
于 他 的 .早期 的 参考 文献 和 这 些 函 数 的 更 详尽 的 材料 可 参见 [Rad6 
1, 1937], 

10 节 。 关 于 上 调和 函数 球面 平均 的 四 性 的 定理 10, 在 [Riesz 
2，1926] 中 是 用 次 调和 函数 球面 平均 的 凸 第 的 对 偶 形 式 证 明 的 . 

12 节 。 Kelvin 8 (ВП W. Thomson) 在 [Thomson 1, 
1847] 中 介绍 了 他 的 交换 。 

14 节 。 球 上 的 正 调和 函数 是 一 测度 的 Poisson 积分 ,这 一 定 
理 在 [Herglotz 1，1911] 中 被 称 为 “Herglotz 定理 ”, 但 这 一 定 
理 是 F. Riesz [1,1911] 首先 证 明 的 , MA Herglotz 在 他 自己 
的 论文 中 也 指出 这 一 结果 引 自 Riesz 的 论文 。 

15 节 。 定 理 15 的 本 质 的 含义 是 w/4 在 球 的 边界 上 《对 测度 
M.) 几乎 处 处 有 非 切 向 极限 函数 4M /dM,。 这 里 的 导数 dM,/ 
ам, 可 以 有 不 同 的 定义 ,而 且 例 外 的 М, 零 边 界 子 集 依 赖 于 所 选 
取 的 定义 。 在 下 面 的 一 些 陈述 中 这 些 定义 之 间 是 没有 区 别 的 。 
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Fatou [1,1906] 证 明了 对 N 一 2, В+=1 的 情况 的 定理 15， 而 
稍 后 由 其 他 的 数学 家 给 出 了 N > 2, А 三 1 时 的 证 明 。 一 般 情 形 
定理 的 证 明 由 Doob [12, 1959] 得 出 。 

16 节 。 最 小 调和 函数 是 由 Martin [1, 1941] 引进 位 势 理论 
中 来 的 ， 
1. Ш 章 

1 节 。F. Riesz [2,1926] 引进 了 次 调和 函 效 的 最 小 调和 强 
函数 。 

3 节 。 关 于 基本 收敛 定理 的 历史 见 对 VI 章 的 注 记 。 

4 节 。 约 化 概念 是 由 “极端 化 "的 对 偶 概 念 发 展 而 来 的 。 若 万 
Ж R” 的 Green FÆ, u 是 D 上 的 负 次 调和 函数 ， 4 是 刀 的 子 
集 ， 则 《的 极端 化 可 定义 为 在 D 一 4 上 拟 处 处 被 # 所 控制 的 负 
次 调和 函数 类 的 上 确 界 。 Brelot 与 A. F.Monna 所 作 的 与 此 有 
关 的 较 早 期 的 工作 Brelot [8,1945] 中 有 更 详细 的 论述 。 Brelot 
[13, 1956] 利用 处 理 ӨР 的 确定 的 子 集 上 的 正 上 调和 函数 的 约 
化 推广 了 Martin[1,1941] 的 工作 。 在 书 中 对 约 化 的 论述 推广 了 
上 述 的 标准 的 处 理 ， 人 允许 按 任 意 紧 化 得 到 的 D 的 闭 包 的 任意 一 个 
子 集 上 的 约 化 . 

7 节 ，。 自 然 序 分 解 显然 是 属于 Mokobodzki 的 。 在 非常 一 般 
的 情形 下 ,自然 序 分 解 定理 和 约 化 的 加 性 之 间 的 关系 见 Mokob.- 
odzki 和 Sibony [1,1968]. 
1. IV 章 

关于 在 特殊 集 上 的 位 势 的 论文 Cartan [2,1945] 在 位 势 理 论 
的 现代 化 过 程 中 有 重要 的 作用 。 参 见 该 论文 中 关键 结果 的 参考 文 
献 。 

7 节 和 8 节 。 F. Riesz [3, 1930] 导出 了 与 上 调和 函数 相 
伴 的 测度 的 存在 性 ,并 证 明了 著名 的 Riesz 分 解 定理 。 
L У À 

14. Brelot [5, 1941] 引进 极 集 取代 内 容 度 零 集 ( 本 书 中 
称 为 内 极 集 ) 作 为 经 典 位 势 理论 中 的 可 除 集 。Cartan 在 [2,1945] 
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中 证 明了 依 1.XHI 章 的 容 度 定义 极 集 是 容 度 为 0 的 集 。 

2 节 。 在 显然 不 同 的 情形 下 ，Choquet[2，1957] WATE 
A 是 КУ 中 一 Green Ж DH С, 型 极 子 集 ， 则 必 存 在 一 个 以 
4 为 支 集 的 测度 上， 使 得 4 是 Gou 的 无 穷 点 的 集 。 С. С. Evans 
证 明了 对 4 是 极 集 且 紧 的 情形 的 位 势 的 存在 性 . 

5 节 。 定 理 5 通常 是 对 也 中 闭 集 4 的 情形 叙述 的 ， 但 有 时 定 
理 5 的 表述 更 方便 些 。 去 掉 一 紧 极 子 集 外 的 开 集 D 上 的 有 界 调和 
少数 ,有 一 到 D 上 的 调和 的 扩张 ,这 一 事实 是 Bouligand [1,1926] 
证 明 的 。 Vasilesco [2,1937] 对 4 紧 时 证 明了 定理 5， 而 Brelot 
[5,1941] 证 明了 对 4 在 DD 中 闭 的 情形 。 关 于 定义 在 § 点 的 去 心 开 
邻 域 上 的 单 边 有 界 调 和 函数 必 有 cG(#,*) 十 4 的 形式 ,其 中 4 在 
整个 邻 域 上 调和 ,这 一 事实 至 少 可 追溯 到 [Bicher 1，1903]。 定 
义 在 一 点 的 去 心 开 邻 域 上 的 有 界 调 和 函数 可 扩张 成 整个 邻 域 上 的 
调和 函数 这 一 较 少 一 般 狂 的 事实 是 由 Schwarz [1, 1872] 证 明 
的 。 

6. Szegö [1, 1924] 证 明了 在 R 中 紧 集 4 的 余 集 上 有 
Green 函数 的 充 要 条 件 是 4 的 Robin 常数 (关于 Robin 常数 见 
ХІН. 18 节 ) 是 严格 正 的 。 这 一 结果 等 价 于 定理 5， 

8 节 。 Evans-Vasilesco 定理 可 参见 Evans [2, 1935] 和 
Vasilesco[ 1,1935], 

10 节 。 最 大 值 原理 有 时 称 为 Maria-Frostman 最 大 值 原理 ， 
因为 Maria [1,1934] 和 Frostman [1,1935] 证 明了 控制 原理 
的 这 一 特殊 情形 (对 D 一 R*,N 2), 

1. VI Ж 

14. Szpilrajn[1,1933] 在 上 调和 函数 的 局 部 L' KAA 
的 情形 下 ， 证 明了 比 定理 Ш.3 弱 的 基本 收敛 定理 。 Radó [1， 
1937] 指出 Szpilrajn 的 结果 蕴涵 着 单调 递 碱 局 部 下 有 界 的 上 调 
和 函数 序列 情形 的 定理 Ш. 3.《 两 个 数学 家 都 指出 对 次 调和 函数 
列 , 它 们 的 结果 是 对 偶 的 情形 。) Brelot [2,1938] 通过 证 明 例外 
Ж (и <и) 是 内 极 集 加 强 了 Szpilrajn-Radó 的 结果 ， Cartan 
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12, 1945] ЕНЯЙ Т3ХАЗИ МЕ ERE, (BA 结果 是 在 [1， 
1942] 中 发 表 的 。 

2 节 。 Choquet 通过 他 在 Paris Comptes Rendus 上 发 表 
的 一 系列 短文 最 终 得 出 了 “ 容 度 理论 ”[1,1955] 。 他 分 析 了 满足 强 
次 可 加 性 与 有 关 条 件 的 集 函数 并 得 到 了 可 容 性 定理 (附录 П 的 定 
ЯЕ 3), 这 样 就 很 容易 证 明 解析 内 极 集 是 极 集 。 

3 节 。 列 举 的 约 化 性 质 可 追溯 到 Brelot 早期 的 工作 ,但 要 除 
去 涉及 与 Әр 相交 的 集 的 那些 性 质 和 性 质 (o)， 这 些 性 质 对 应 
黄 论 中 一 定 的 下 穿 不 等 式 ( 见 2. 11.22 节 )。 

1. VI 章 

将 Gp 描述 成 是 “Green 函数 ”的 人 由 于 利用 了 Radon- 
Nikodym 定理 区 分 Lebesgue 测度 的 缘故 。 

1. 节 。 早 些 时 候 的 数学 文献 有 很 多 证 明 不 同类 型 的 开 集 有 
Green 函数 的 尝试 。 现 代 的 方法 用 把 Green 函数 定义 一 般 化 , 克 
服 了 这 一 困难 。 这 一 诀窍 将 问题 转换 成 证 明 Green 函数 有 要 求 
的 一 定 的 狂 质 ,而 旧 的 某 些 光滑 性 要 求 就 不 再 出 现 了 。 例如, RE 
L8 节 中 用 Green 函数 的 平均 来 定义 调和 测度 就 不 再 是 必要 的 了 。 
1. УШ 章 

Dirichlet 问题 发 展 的 概述 见 Vasilesco [3，1938]， 它 刚好 
在 Brelot [3,1939] 所 作 的 决定 性 研究 ， 也 就 是 现在 称 之 为 PWB 
方法 之 前 . 

1 节 。 一 函数 族 具有 平均 性 质 (1.1) 蕴涵 着 函数 族 具有 相应 
的 平均 性 质 (1.3) 的 相对 性 事实 是 在 [Doob 9，1958] 中 指出 的 。 
在 Markov 过 程 概率 的 情形 , 这 一 相对 化 对 应 于 条 件 轨 道 到 较 广 
泛 的 条 件 函 数 时 的 转移 概率 (2.VI.13 节 ) 修 正 。 在 [Brelot 13, 
1956] 中 ，R 的 配 以 Martin 边界 的 Green 子 集 上 的 Dirichlet 
问题 的 分 析 对 相对 调和 函数 是 基本 的 ， 虽 然 这 并 不 明显 。 对 调和 
函数 的 Dirichlet 问题 曾 有 几 种 方法 去 研究 ,但 最 后 看 到 ,每 种 方 
法 都 涉及 两 个 不 同 的 问题 (i》 对 适当 限制 的 特别 的 边界 函数 f， 
确切 地 说 ,对 一 任意 的 有 限 值 的 连续 边界 函数 f, 求 一 可 能 是 广义 
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“ 解 ”的 u, 函数 uj 是 调和 的 ,而 且 若 已 给 的 区 域 和 已 给 的 边界 函 
数 是 足够 光滑 的 ， 那 么 函数 u 具有 边界 极限 f, 也 就 是 说 ,wj 是 
Dirichlet 问题 在 经 典 意义 下 的 解 。 《ii) 若 u 存在 ,区 域 边界 点 
“是 特别 指定 的 ,那么 第 二 个 问题 是 寻找 保证 wy 在 $ 有 极限 FC) 
的 加 在 区 域 和 边界 函数 上 的 条 件 . 简 单 的 Zaremba [1,1911] 的 例 
[第 2 Са) З Л.Н ЕО Lebesgue[1,1912] AWA 15 
节 ) 都 证 明了 Dirichlet 问题 在 经 典 意义 下 ， 甚至 于 当 边 界 是 
Euclid 边界 ， 而 边界 函数 是 有 限 值 的 和 连续 的 时 候 都 可 能 没有 
解 。 昌 然 Poincaré[1, 1890;2, 1899] 已 经 证 明了 对 足够 光滑 的 
Euclid 边界 ， 对 每 一 有 限 值 连续 边界 函数 ，Dirichlet 问题 有 经 
典 意义 下 的 解 。 寻 找 在 更 一 般 的 情形 下 的 Dirichlet 解 的 问题 由 
“Dirichlet 解 ” 的 定义 的 一 般 化 的 方法 解决 。 求 (广义 》Dirichlet 
解 的 PWB 方法 是 由 Perron[1,1923] 设计 (与 此 独立 地 ,几乎 同 
if, Remak [1,1924] 也 提出 ) 并 由 Brelot [3,1939] 完成 的 方 
法 的 发 展 。 Wiener[2,1924; 3,1924; 4,1925] 第 一 个 对 任意 有 
限 值 连续 的 Euclid 边界 函数 找 出 广义 Dirichlet 解 。 他 用 了 两 
个 方法 ,一 个 是 Perron 方法 的 精心 的 再 造 , 但 他 没 能 得 出 Brelot 
较 晚 得 到 的 确定 的 结果 ， 这 是 因为 [4,1925] 中 的 一 个 错误 使 他 得 
出 一 个 信以为真 的 反例 ,这 阻止 他 进一步 解决 有 界 的 Borel 可 测 
的 边界 函数 类 的 问题 。 尽 管 如 此 , 他 还 是 证 明了 对 Euclid 边界 ， 
有 限 值 连 续 边界 函数 是 可 解 的 . 

Lebesgue 可 能 是 第 一 个 清楚 地 看 出 上 述 问 题 (D 和 ii) 的 区 
别 ;由 他 创造 “规则 边界 点 "这 一 术语 是 毫 不 奇怪 的 。 Kellogg[1， 
1928] 对 N 一 2, 而 Evans [1,1933] 对 N > 2 证 明了 每 一 个 
Euclid 边界 的 具有 严格 正 容 度 的 子 集 都 含有 规则 边界 点 ; 亦 即 非 
规则 边界 点 集 是 内 极 集 。 这 一 事实 蕴涵 着 Р, 型 的 非 规则 Euclid 
边界 点 集 是 极 集 。 

12 节 至 14 节 。 Poincart[1,1890] 使 用 了 现在 称 之 为 壁 的 想 
法 。Lebesgue[2,1912] 创造 了 这 一 术语 ,并 用 规则 域 的 壁 的 存在 
性 证 明 一 个 确定 序列 逼近 到 Dirichlet 解 〈《 对 有 限 值 连续 边界 函 
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Ж) 的 收敛 性 。Lebesgue [3,1924] 发 现在 一 Euclid 边界 点 处 
壁 的 存在 性 等 价 于 该 点 是 规则 的 。 Bouligand [1，1926] 证 明了 
壁 是 弱 壁 为 规则 性 的 充分 条 件 ， 还 证 明了 一 Euclid 边界 点 规则 
的 充 要 条 件 是 已 给 域 D 的 Green 函数 Gp(#,*) 在 边界 点 对 每 一 
极点 有 极限 0《( 等 价 地 , 若 DD 连 通 对 一 单个 极点 有 极限 0 )。 

15 节 。 在 位 势 理论 最 后 解决 Dirichlet 问题 的 那 几 年 里 , $ 
规则 性 条 件 是 Poincaré 和 Zaremba 两 人 给 出 的 。 只 有 Clio 现 
在 记 起 为 什么 Zaremba 稍 晚 些 被 给 予 这 一 荣誉 ;本 书 中 这 一 条 件 
将 用 他 们 两 人 的 名 字 命名 。 

18 节 。 本 节 中 Go 的 扩张 是 Brelot [6,1944] 研究 的 。 Ж. 
于 GMpv (对 万 的 邻 域 上 的 上 调和 函数 v) 和 Ce, v) 之 间 
的 关系 ， 核 8， 及 有 关 的 一 些 问题 的 早期 的 讨论 见 [Brelot 1, 
1938], [M. Riesz 1, 1938], [Frostman 2, 1938], J [Vallée 
Poussin 4, 1938]. 

19 节 。 定 理 19 (b4) 的 证 明 是 依照 [Murali Као 3, 1974] 
给 出 的 。 这 个 结果 是 Brelot(6, 1944] 在 他 处 理沙 加 无 穷 远 点 后 
扩张 的 RY 上 的 位 势 理 论 的 过 程 中 证 明 的 。 

1. IX À 

本 章 的 每 一 结论 都 是 在 位 势 理论 中 人 们 常 读 到 的 ， 它 们 中 有 
许多 显然 是 发 表 过 的 。 

9 节 和 10 节 . 拟 有 界 及 奇异 调和 函数 类 是 Parreau[1,1951] 
首先 讨论 的 。 

1. X 章 

HR (balayage) 的 概念 至 少 要 追溯 到 Gauss [1,1840]. HF 
究 这 一 问题 有 两 种 方法 ,一 种 是 用 对 函数 进行 处 理 ,现在 用 Brelot 
的 约 化 技巧 去 研究 ; 另 一 种 方法 是 用 由 Gauss 发 明 的 ， 但 由 
Frostman [1,1935; 2, 1938] 和 Cartan [2,1945; 3，1946] 首 
先 加 以 严格 化 的 正 交 - 极 小 化 技巧 。 第 一 种 方法 是 本 书 所 强调 的 . 
以 下 关于 解 Dirichlet 问题 【1,1890;2,1899] 的 Poincaré 的 
方法 要 点 说 明了 为 什么 这 一 方法 与 扫除 是 等 价 的 ， 但 要 参见 (下 
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文 的 ) Vallée Poussin 关于 Poincaré 的 工作 的 评论 . 设 D 是 *R* 
的 有 界 开 子 集 , 具 有 光滑 的 边界 。 对 于 万 的 一 个 邻 域 上 的 Сою 类 
函数 u, WE Au < 0 (因此 * 在 万 的 邻 域 上 是 上 调和 函数 )， 
Poincaré 用 证 明定 理 Ш.1 的 方法 对 现在 等 于 GMou 的 函数 进 
行 计算 并 证 明了 在 他 关于 也 的 光滑 性 假设 之 下 ,函数 СМьи 是 对 
于 边界 函数 мәр 的 所 要 求 的 Dirichlet 解 。 若 不 预先 假定 Au 
严格 小 于 0， Poincaré 通过 把 w 表 成 具有 上 述 # 的 性 质 的 两 个 
函数 之 差 的 方法 将 问题 化 为 已 经 处 理 过 的 情形 。 利 用 这 个 解 及 一 
个 逼近 的 过 程 Poincaré 解决 了 对 任意 连续 边界 条 件 的 Dirichlet 
问题 。 因此 ，Poinceré 方法 的 要 点 是 对 D 上 的 上 调和 函数 # 构 
їй GMpu， 用 证 明定 理 Ш.1 的 语言 来 讲 ， 他 的 构造 是 应 用 了 对 
D PHAR RAIER B 的 形 如 zs 的 算 子 。 对 D 上 的 上 请 和 函数 x, Ж 
Ф иэ таи Huh Riesz 测度 扫除 到 B 以 外 去 (注意 当 * 在 D 
上 为 正 时 rax 一 R?， 故 约 化 的 记号 是 可 用 的 )， 不 过 Poincaré 
并 没有 对 他 的 方法 的 这 一 方面 继续 研究 。 Vallke Poussin 在 [1， 
1932;2,1937;3,1938;4,1938] 的 一 系列 论文 中 对 扫除 作 了 进一步 
的 研究 ,实际 上 在 [3,1938] 中 他 就 断言 他 发 明了 “扫除 ”这 个 名 词 ， 
而 且说 (不 顾 他 自己 论文 [1,1932] 的 标题 ) Poincart 对 关于 扫除 
的 方面 的 工作 什么 也 没有 做 。 Vallée Poussin 的 注意 集中 在 扫 
除 测度 上 ; 所 以 是 他 发 展 并 应 用 了 把 扫除 核 解 释 为 调和 测度 这 一 
方法 .他 应 用 扫除 去 分 析 容 度 、 内 容 度 为 0 的 集 的 作用 ,以 及 其 它 
许多 课题 ， 但 都 不 是 一 个 等 价 于 定理 XI.13 的 结果 的 全 部 详细 内 
容 。 关 于 函数 约 化 技巧 的 完美 的 应 用 不 得 不 等 到 基本 收敛 定理 最 
后 形式 的 出 现 , 这 一 定理 很 快 被 Brelot[8,1945] 应 用 于 约 化 运算 。 
第 X 章 的 大 部 分 内 容 是 在 后 者 论文 中 第 一 次 发 表 。 
1. XI 章 

关于 细 拓 扑 及 其 应 用 的 进一步 详细 的 论述 参见 [Brelot 16, 
1971], 

14. Brelot [4,1940] 用 XI(2.1) 定义 了 集合 在 一 点 的 薄 
HE. Cartan 在 写 给 他 的 一 封 信 中 指出 , 薄 性 可 能 用 现在 称 之 为 细 
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ЕЕ ЖИ Ж. ААИ, AIMÉ 
地 表述 结果 的 工具 ， 实 际 上 在 涉及 薄 性 的 讨论 中 还 是 没有 普遍 使 
用 拓扑 的 语言 。 Cartan [3,1946] 指出 , 细 拓 扑 是 测度 的 某 一 拓 
扑 在 以 单 点 集 为 支 集 的 单位 测度 类 上 的 限制 .按照 Constantinescu 
和 Cornea[1,1972]， 细 拓扑 的 Baire 性 质 是 Cornea 在 1966 年 
指出 的 . 

4 节 。 定理 4(a) 中 细 极 限 的 存在 性 是 由 Doob [8,1957] 用 
概率 的 方法 及 [11,1959] 用 非 概率 的 方法 证 明 的 。 现在 的 证 明 是 
新 的 。 这 些 极限 的 识别 可 能 很 容易 ( 见 XIL19 节 中 的 应 用 ) 在 这 
些 较 早 的 论文 中 得 到 ,但 事实 上 并 未 得 出 。 

5 节 。 经 典 位 势 理论 扩张 到 КУО {со} 的 情形 见 [Brelot 6, 
1944]。 

6 节 。 定 理 6 属于 Brelot[7,1944], 

9 节 。 定 理 9 对 细 极 限 情形 属于 Cartan [ 见 Deny 1,1950, 
171 页 ] ,而 对 细 聚 值 (在 Martin 边界 的 情况 下 ) 情形 属于 Doob 
[11,1959]. 

11 #. Æ 11 属于 Doob [17,1966]. 

12 节 。 定 理 12 属于 Brelot [4,1940]. 

14 节 和 15 节 。 定理 14 和 15 都 是 属于 Brelot [8, 1945] 
的 。 

18 节 。 定理 18 应 归于 Brelot [10, 1948], 但 也 可 参见 
[Vallée Poussin 4, 1938], 

19 节 。 对 基于 细 上 调和 函数 和 组 调和 贡 数 的 经 典 位 势 理 论 
的 讨论 见 [Fuglede 1, 1972], 

21 节 和 22 节 。 这 两 节 的 内 容 取 自 [Brelot 9, 1946], 

23 节 。 见 关于 抛物 型 情形 控制 原理 的 ХҮШ. 6 节 的 注释 。 
L ХИ Ж 

1#Æ#9%, Martin [1, 1941] 定义 了 现在 的 Martin 边 
界 ,并 证 明了 所 谓 的 Martin 表示 定理 (定理 9)。 现 在 ， 其 上 按 一 
般 意 义 定义 调和 函数 的 集 DD 的 Martin 边界 是 相当 粗 的 概念 。 粗 
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略 地 说 , 任 一 《点 的 集合 ,其 每 一 点 对 应 一 个 最 小 调和 函数 КСЕ, 
*)， 若 将 它 添加 到 D 上 再 加 上 其 它 一 些 可 能 的 点 构成 一 个 拓扑 空 


闻 , 然 后 作为 任 一 正 调和 函数 的 表示 给 出 一 个 积分 |K(5，*)M。 


〈 必 )， 那 么 这 一 集合 就 称 为 也 的 Martin 边界 .第 ! 至 9 节 处 理 
方法 是 按照 Martin 的 处 理 方法 并 被 Brelot [13,19561 现 代 化 了 ， 
并 运用 到 了 4 调和 函数 的 情形 。 调和 函数 的 拟 有 界 性 的 Martin 
表示 的 重要 性 由 Parreau [1,1951] 指出 。 

10 节 。 定理 10 属于 Brelot[ 13,19561。 在 Riemann 曲面 D 
上 ,Heins[1,1959] 定义 “广义 调和 测度 "为 一 正 调 和 函数 wx 满足 
0<u <1 及 GMp[u 人 (1 一 w)] 一 0。 根 据 对 “h 调和 测度 的 内 
在 定义 ”的 评论 ,这 样 的 函数 w 实际 上 是 Martin 边界 子 集 的 调和 
WE (Martin 边界 的 讨论 可 适用 于 Riemann Й.) 

11 节 到 14 节 。 Naim [1,1957] 在 Martin 空间 上 定义 了 极 
小 细 拓 扑 ( 用 比 第 12 节 中 更 令 人 满意 的 方法 ， 这 一 漂亮 的 方法 要 
简 炼 得 多 )， 并 证 明了 定理 11,13， 和 14。 定理 13(a) 和 14 已 经 
被 Lelong [1,1949] 用 不 同 的 术语 对 DD 是 半空 间 情 形 证 明 过 了 。 

16 节 。Naim [1,1957] 证 明了 定理 16 涉及 极 小 细 极 限 的 部 
分 。 定 理 16 的 聚集 部 分 取 自 Doob[11,1959]。 

18 节 。 定 理 18 属于 Naim [1, 1957], 

19 节 。 定理 19 由 Deob [8, 1957] 用 概率 的 方法 和 [11， 
1959] 用 非 概率 的 方法 证 明 。 这 一 定理 推广 到 公理 化 位 势 理论 情 
形 是 由 Gowrisan-Karan 《到 Brelot 调和 空间 ) 和 由 Sibony (到 
包括 Bauer 调和 空间 的 情形 ) 完成 的 。 Sibony 以 前 的 工作 以 及 
Sibony 的 一 个 简单 的 描述 见 [Taylor 1, 1980], 

21 节 。 定理 21 以 及 有 关 定 义 在 半空 间 上 的 函数 的 非 切 向 的 
和 极 小 细 的 边界 极限 之 间 关 系 的 进一步 的 定理 由 Brelot 和 Doob 
[1，1963] 一 起 证 明 的 。 定义 于 球 上 的 函数 的 非 切 向 的 和 极 小 
细 的 聚 值 之 间 的 关系 可 参见 Constantinescu 和 Cornea 及 其 他 人 
的 工作 ， 用 概率 的 语言 得 出 这 样 的 关系 的 情况 见 [Brossard 1, 
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1978]. 

22 节 和 23 节 。 Ме 2 时 ,在 圆 盘 而 不 是 半空 间 情形 的 定理 
23(а) 于 细 拓 扑 尚未 发 明 以 前 很 早 就 由 Littlewood [1, 1928] 证 
明了 。 他 的 结果 被 Privalov [1, 1938] 推广 到 X 维 的 情形 。 引 
理 22 和 定理 23 (准确 地 ) 取 自 [Doob 16, 1965], 这 是 一 篇 难 
读 的 精 选 论文 。 

细 拓 扑 的 混乱 设 DD 为 半空 间 , $ 为 D 的 有 限 边界 点 ,而 4 为 
DRTE. 4 在 “的 薄 人 性 , 4 在 5 的 极 小 薄 性 之 间 的 关系 ,以 及 当 
4 是 属于 一 个 以 “为 项 点 的 锥 时 这 两 个 概念 之 间 的 关系 都 不 是 很 
明显 的 , 有 时 在 文献 中 会 被 搞 错 ， 由 于 Doob 和 其 他 作者 在 讨论 
Martin 边界 点 处 的 极 小 细 极 限 与 聚 值 时 习惯 忽略 验证 其 “ 极 小 ” 
因而 使 这 种 状态 更 加 复杂 化 了 。 Jackson [1, 1970] 检查 了 这 


种 状况 并 给 出 了 必要 的 校正 。 
1. Хш 章 
145. ТЕ Gauss [1, 1840] 开拓 性 的 论文 中 考虑 了 以 R 中 


的 光滑 曲面 《为 支 集 的 测度 。 对 4 上 给 定 的 函数 ,他 研究 了 为 
使 | (Gv 一 2/)4> 对 指定 的 .4 最 小 化 而 选取 的 ， 的 性 质 ; 测 


BE > 由 假设 是 由 一 个 相对 于 曲面 面积 光滑 的 密度 给 定 的 。 他 认为 
最 小 的 测度 & 是 存在 的 ,并 由 此 证 明了 在 4 的 支 集 上 Gp 一 1 E 
等 于 常数 。 特别 地 (f 一 常数 )，Gauss 得 到 了 对 于 4 的 平衡 分 
布 。 此 外 , 若 f 是 测度 2 的 位 势 到 4 上 的 限制 ，Gauss 还 得 到 了 
4 到 4 上 的 扫除 。 最 后 Gauss 还 展示 了 如 何 巧妙 地 运用 他 的 结 
果 去 解决 以 4 为 边界 的 域 上 Dirichlet 问题 。 他 的 工作 当然 是 
不 严格 的 ， 但 是 他 贡献 的 构思 一 个 世纪 也 没 能 完全 被 人 们 所 领 
会 。 由 于 他 的 某 些 思想 启发 而 得 到 的 精细 的 表述 在 第 14 节 给 出 . 
R 的 任 一 紧 子 集 4 的 平衡 分 布 的 第 一 个 严格 的 推导 是 Frostman 
[1，1935] 作出 的 ,他 的 基本 方法 是 把 Gauss 能 量 积分 的 最 小 化 
的 技巧 的 现代 化 。 R 的 任意 紧 子 集 的 容 度 是 Wiener [2,1924] 
在 解 对 Ri 一 4 的 无 界 开 连 通 分 支 ,边界 函数 在 04 上 为 1 在 co 
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点 为 0 的 (广义 ) Dirichlet 问题 时 定义 的 。 这 个 解 可 以 等 同 于 4 
上 一 测度 的 位 势 Gp 在 D 上 的 限制 , 而 Wiener 就 定义 4 的 容 度 
为 „(ФНР Gp 实际 上 是 光滑 的 化 R44《 对 于 К), ALES Са 
是 4 的 可 容 的 位 势 .]。 Vallée Poussin [1, 1932] 推广 了 这 一 
容 度 定 义 , 他 定义 R 的 任 一 子 集 4 的 容 度 为 对 满足 位 势 Gv < 1, 
以 4 的 紧 子 集 为 支 集 的 测度 , R) 的 上 确 界 ;而 且 他 证 明了 这 
一 定义 对 紧 集 是 和 Wiener 的 定义 一 致 的 。 Vallée Poussin 容 
度 正 是 如 第 11 节 中 所 定义 的 内 容 度 。 寻求 一 个 集 的 平衡 分 布 的 
问题 有 时 按照 [Robin 1，1886] 称 为 Robin 问题 ， 在 此 论文 中 
Robin 证 明了 对 В” 中 的 光 请 曲面 ， 该 问题 等 价 于 求解 一 个 确定 
的 积分 方程 。 

6 节 。 Cartan [2, 1945] 证 明了 空间 £t 是 完备 的 (他 是 
利用 我 们 称 之 为 “特殊 " 域 的 概念 作出 的 )。 对 BLD 函数 的 讨论 
见 [Brelot 12, 1953—1954], 

7 节 和 8 t. Frostman [1, 1935; 2, 1938] 和 M. Riesz 
{1, 1938] 给 出 定理 7 的 第 一 个 严格 的 证 明 。 

10 节 。 Choquet 是 被 位 势 理论 的 问题 引导 到 他 的 容 度 理论 
中 去 的 .他 在 [1,1955] 中 证 明了 定理 10, 

17 节 。 Wiener 薄 性 准则 是 在 [Wiener 3, 1924] 中 对 
Dirichlet 问题 边界 点 规则 性 的 情形 推出 的 ，Brelot [4，1940] 将 
它 引 入 等 价 的 薄 性 的 情形 。 

18 节 . 研究 对 数 容 度 与 第 18 节 的 内 容 稍 有 不 同 , 见 [Choquet 
3，1958]， 但 要 注意 其 中 用 的 不 是 标准 术语 。 H. Jackson 友好 
地 给 出 作者 一 个 例子 以 证 明 对 数 容 度 集 函 数 不 是 次 可 加 的 。 

1. XIV 章 

这 一 章 的 材料 是 熟知 的 ， 而 且 多 半 是 初等 的 。 它 们 不 仅 不 难 
逐步 展开 ， 也 便于 用 作 参 考 。 但 要 找到 这 些 材料 的 原始 的 来 源 是 
相当 困难 的 ,也 是 毫 无 意义 的 . 

1. XV 章 
第 1 节 ， 抛物 型 位 势 理论 在 文献 中 还 没有 系统 地 处 БЕ 过。 
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Petrowsky [2, 1934—1935] 是 有 关 Dirichlet 问题 的 有 价值 的 
原始 资料 。 Tychonoff [1,1935] 得 到 许多 有 用 的 结果 。 Widder 
[2，1975] 对 解 平板 上 的 热 方 程 是 有 用 的 。 公 理化 的 位 势 理 论 中 
的 某 些 工 作 已 经 包括 了 对 抛物 型 位 势 理 论 的 应 用 ,譬如 见 [Cons- 
tantinescu 和 Cornea 1，1972]， 这 其 中 包含 有 比 抛物 型 位 势 理 
论 广泛 得 多 的 情况 ， 有 对 抛物 型 位 势 理论 的 详细 的 应 用 。 概 率 论 
专家 们 则 寻求 抛物 型 位 势 理论 在 位 势 理论 的 情形 下 研究 Brown 
运动 的 一 个 方便 的 工具 。 例如 见 [Doob 6，1955] ， 不 过 要 预先 
告诉 读者 ,这 其 中 所 说 的 对 由 超 平面 所 界 的 开 集 ，Euelid 边界 对 
热 方程 是 规则 的 并 不 成 立 。 

5 节 。 定理 5 的 证 明 取 自 [Tychonoff 1, 1935], 

11%. 比 在 第 11 节 中 给 出 的 不 等 式 更 精确 的 Harnack 型 
不 等 式 见 [Moser 1, 1964], 

16 节 。Appell 变换 可 回溯 到 [Appell 1, 1892], 
1. XVI # 

1 节 到 6 节 。 这 几 节 的 基本 结果 是 定理 6al) Яп (а2) 部 分 
的 等 价 物 ,这 属于 Widder [1, 1944]， 那 些 导致 得 出 定理 6 的 初 
步 的 结果 大 部 分 取 自 Widder 的 论文 和 [Tychonoff 1, 1935], 

7 节 ， 定 理 7 4 = 1 的 情况 作为 一 般 积 分 极限 定理 的 特殊 情 
形 是 旧 的 ， 例 如 见 [Titchmarsh 1, 1937], 这 里 所 述 的 定理 7 
是 在 [Doob 13, 1960] 中 与 一 般 比 值 积分 极限 定理 一 起 被 首先 
证 明 的 。 这 些 比 值 积分 极限 定理 可 参见 附录 VIL 对 区 间 上 的 抛 
物 型 函数 的 Fatou 边界 极限 定理 见 [Hartman 和 Wintner 1, 
1950], 
1. ХУП Ж 

第 1 部 分 第 XVH 和 ХУШ 章 中 的 很 多 结果 都 可 以 用 把 经 典 
情形 的 结果 及 证 明 翻 译 到 抛物 型 情形 的 办 法 得 到 ， 对 这 样 的 结果 
就 不 在 这 些 注 记 中 指出 了 。 然而 某 些 经 典 约 化 性 质 的 证 明 在 抛物 
型 情形 已 不 再 成 立 了 ,但 那里 都 给 出 了 本 质 上 不 同 的 证 明 ,这 些 都 
是 Boboc，Constantinescu 或 Cornea 分 别 或 一 起 作出 的 ， 都 取 
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Н [Constantinescu 和 Cornea 1，1972]， 这 其 中 会 有 在 很 一 般 
的 情形 中 有 效 的 证 明 以 及 详尽 的 参考 文献 。 

13 节 。 定理 13 正 向 的 一 半 ( 在 一 般 的 公理 化 的 情形 ) 是 属于 
Brelot [14, 1962] 的 。 

18 节 。 定 理 18 是 属于 Hunt [1, 1956] 的 ， 他 在 概率 场合 
证 明了 这 一 定理 . 

1. ХУШ 章 

1%. Sternberg [1, 1929] 显然 是 第 一 个 注意 到 处 理 
Dirichlet 问题 的 Perron 方法 可 以 用 于 抛物 型 情形 的 ,虽然 他 把 
自己 局 限 在 很 特殊 的 域 上 的 函数 。 

4 节 。 Babuška 和 Vyborny[1，1962] 证 明了 R” Жр 
Euclid 边界 点 5 对 Laplace 方程 规则 的 充 要 条 件 是 DXR 的 
每 一 Euclid 边界 点 (4, +) 对 热 方程 都 是 规则 的 。 

6 节 。 例 (d) 的 重 对 数 准则 是 属于 Petrowsky [2, 1934— 
1935] 的 ,他 知道 这 一 准则 对 应 于 Brown 运动 的 Khintchine 重 
对 数 律 《2. IX. 154), 

11 节 和 12 节 。 Meyer [1, 1962] 在 一 般 概率 地 定义 的 位 
势 理 论 的 情形 下 证 明了 一 个 集合 是 极 集 [ 半 极 集 ] 的 充 要 条 件 是 它 
是 共 极 集 [ 共 半 极 集 ]。 

14 节 。 定 理 14 及 应 用 (a) 和 O) 看 来 是 新 的 。 在 更 一 般 
的 (概率 的 ) 情 形 中 应 用 《c) 和 (9) 都 是 Blumenthal 和 Getoor 
的 [1,1968] 中 的 习题 ,在 他 们 的 [2,1970] 中 被 证 明 。 

15 节 。 定 理 15 的 概率 表述 见 [Doob 13, 1960], 而 定理 15 
用 Martin 边界 技巧 的 证 明 见 ХІХ. 15 节 。 很 自然 地 可 猜测 当 
上 三 1 时,《15.1) 作 为 法 向 极限 ( 即 沿 着 法 线 趋 向 于 边界 点 的 极限 》 
以 及 共 抛 物 型 细 极 限 是 成 立 的 ， 但 实际 上 Kaufman 和 Wu [1, 
1982] 得 出 了 R 的 上 半空 间 D 上 的 一 个 测度 >， 使 得 im sup 
oE, s) = +оо 对 0 二 <1 В, C 

根据 定理 15 ,平板 RY X 10,9 [上 的 正 抛 物 型 函数 2 在 横 坐 
标 超 平面 的 fx 几乎 一 切 点 处 都 有 共 抛 物 型 细 极 限 函 数 dN /din， 
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Koranyi 和 Taylor [1, 1983] 指出 这 一 结论 可 用 于 证 明 特 殊 情 
形 #=1 时 的 定理 ХУІ. 7， 但 对 一 般 的 他 们 的 方法 就 失效 
了 .也 就 是 说 ， 从 极 小 细 边 界 极限 到 非 切线 方向 边界 极限 的 推理 
在 抛物 型 情形 中 好 象 没有 相应 的 对 应 物 。 

16 节 。 在 包括 抛物 型 位 势 理 沦 的 一 般 公理 化 的 情况 下 ,Jans- 
sen[2，1975] 证 明了 (定理 16 的 记号 ) 若 对 d 几乎 一 切 有 
P*Élimsups(#)/ 50) >1, HA 4<o, 借助 于 定理 14, 这 一 结 


果 就 变 成 定理 16. Blumenthal 和 Getoor 指出 在 更 一 般 的 情形 
+ (с) 可 得 到 4 <o, REAR? METAR, 这 一 
结论 在 他 们 的 [1,1968] 中 作为 一 个 习题 给 出 而 在 他 们 的 [2,1970 
中 给 出 了 证 明 。 
1. XIX 章 

抛物 型 情形 的 Martin 边界 在 文献 中 有 各 种 不 同 的 表述 ， 但 
这 里 特别 给 出 的 是 与 Marin 点 集 对 有 关 的 ,好 象 更 接近 Martin 
的 思想 也 最 容易 计算 的 那 种 其 它 的 例如 在 包括 抛物 型 位 势 再 
论 在 内 的 情形 下 由 凸 梨 方法 得 到 的 Martin 边界 见 Janssen [1， 
1971]. 

15 节 。 在 以 下 右 半 平 面 ]0, 十 co[xR 上 的 函数 的 讨论 中 , R 
们 将 得 到 该 集 上 的 函数 在 边界 点 (0, r) 处 有 一 个 [ 单 边 的 ] 所 物 
型 极限 “， 如 果 该 函数 在 (E, -> (0，r) 且 对 任意 严格 正 数 
[Bibb < 318 满足 LPE < з — т < 8 ]|т | 过 BPE? 时 有 
极限 = 的话 。 根 据 定理 10, # A ЕЛЕ ЗЕТ Е PRE РИЙ 
数 时 ,可 以 写成 

KE) = [TRE MG) + | Ко”, Әм, 
其 中 К 是 上 上 唯一 确定 的 测度 而 NY 是 一 R+ 上 唯一 确定 的 测 
度 。 设 ә 是 有 半 平面 上 的 正 上 所 物 型 函数 ， 具 有 被 测度 M 和 
NE ERRA (Riesz 分 解 )， 根据 第 15 节 , ЖИЙ 0/4 
在 纵 坐 标 轴 上 的 N 几乎 一 切 点 处 有 共 扫 物 型 细 极 限 ANS) dN, 
这 一 结果 应 当 与 下 面 的 结果 进行 比较 。 Kemper [1，1972] 证 明 
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ТЖ #=1, ЗЕ Ni — A NY = 0, о ИАЖ, 
则 2/4 在 纵 坐 标 轴 的 L 几乎 一 切 点 处 ， 依 抛物 型 逼近 该 点 处 的 
意义 有 所 述 的 极限 。 另 一 方面 ，Kaufman 和 Wu [1, 1982] 给 
出 了 一 个 右 半 平面 上 的 正 抛物 型 函数 4 的 例 , 它 是 由 对 1 连续 奇 
异 的 测度 Ni 和 NK =0 确定 的 ， 对 一 切 * JE liminfiÂ(E, 
0) 一 0. 这样 一 来 , 沿 着 法 方向 和 逼近 纵 坐 标 边 界 时 1/4 并 未 得 到 
极限 dl,/4Ni, (8 Kaufman 和 Wu EF LE А AE 
平面 上 的 正 抛物 型 函数 , 则 在 纵 坐标 轴 的 Ni 几乎 一 切 点 处 按 单 
边 抛物 型 逼近 该 点 的 意义 2/4 有 极限 а/а, 另 一 方面 , 若 
少 是 右 半 平面 的 一 个 上 抛物 型 位 势 ，Wu[1,1979] ERT X l JL 
平一 切 s Aliment, s) 一 0。 单 边 抛物 型 逼近 并 不 能 得 到 这 一 
FRR, lin, о 是 一 个 测度 的 上 调和 位 势 ， 而 这 一 测度 在 右 半 平 
面 的 一 个 可 数 笛子 集 的 每 一 点 处 都 取 严格 的 正 值 。 


第 2 部 分 


这 一 部 分 最 有 用 的 参考 书 有 [Meyer 6，1966]， [Dellach- 
erie 和 Meyer 1, 1975; 2, 1980) 以 及 [Dellacherie 2,1972]. 
有 关 Markov 过 程 的 内 容 可 参见 [Dynkin 1, 1960; 2, 1965] 
与 [Blumenthal 和 Getoor 1, 1968], 在 [Meyer 8, 1968] 中 
有 随机 过 程 一 般 理论 的 主要 思想 的 一 个 有 益 的 摘要 ， 其 中 包括 可 
选 时 的 分 类 ， 随 机 过 程 可 测 性 类 型 的 分 类 ， 以 及 对 截 口 定理 的 讨 
论 。 [K. M. Rao 4, 1977] 与 [Port 和 Stone 1，1978] 是 有 
关 概 率 论 与 经 典 位 势 理 论 之 间 关 系 的 很 好 的 参考 书 。 

21 章 

1 节 。 滤 过 测度 空间 的 概念 总 是 作为 有 关 Markov 性 的 概率 
分 析 的 基础 而 引用 的 , 而 在 [Doob 4, 1953] 中 为 研究 款 论 时 这 
一 概念 才 最 后 定型 。 在 Dynkin 与 Meyer 学 派 中 ， 这 个 概念 
已 成 为 涉及 Markov 过 程 , 鞭 论 和 随机 积分 的 所 有 分 析 的 基础 。 
Dynkin 在 他 的 书 [2,1965] 中 ， 为 处 理 Markov 过 程 普 对 滤 过 空 
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间 做 了 进一步 的 细致 的 改进 ,但 本 书 不 需要 这 样 的 空间 。 

2%. Dynkin 在 他 的 书 [1, 1960] 中 对 于 Markov 过 程 
所 定义 的 过 程 可 测 性 从 本 质 上 是 我 们 这 里 所 说 的 循序 可 测 性 。 
Meyer 在 [2，1962 一 1963] 中 定义 并 运用 了 循序 可 测 性 。 这 种 可 
测 性 被 重新 发 现 并 获得 现在 这 个 名 字 是 在 [Chung 和 Doob 1， 
1965] 中 ,此 文 是 在 对 早先 的 工作 全 然 无 知 的 情况 下 写成 的 。 

5 #5. Mn, ар, -… 是 相互 独立 的 随机 变量 ,它们 同 在 区 间 
[0,1] 上 均匀 分 布 ， 并 令 (п) Fi, xj， 在 这 种 情形 
下 ,相当 于 定理 5 的 结果 由 Jessea [1, 1934] 证 明 ,而 Levy[1， 
1935] 在 假定 * 为 某 个 集合 的 示 性 函数 之 后 证 明了 定理 5 的 ”一 
十 co 情形 。 但 是 在 Lévy 的 讨论 中 容易 看 到 , 他 并 没有 用 到 独立 
性 这 一 特定 的 假设 ， 事 实 上 在 他 的 [2,1937] 中 得 到 同样 的 收敛 
性 结果 时 就 没有 预先 作 这 样 的 指定 假设 。 这 里 所 述 的 定理 5 见 
[Doob 1, 1940], 

9 节 。 Hunt [2, 1957] 首先 对 一 般 的 连续 参数 情形 的 过 程 
命中 一 个 集合 的 问题 进行 了 严格 的 讨论 。 对 循序 可 测 集 的 命中 的 
研究 首先 由 Meyer [2，1962 一 1963] 给 出 。 

10 节 。 Kolmogorov [1, 1933] 给 出 了 概率 论 的 测度 论 基 
础 ， 其 中 包括 期 望 与 条 件 期 望 的 定义 及 无 穷 维 乘积 空间 上 测度 的 
构造 。 这 一 构造 对 正则 过 程 而 言 是 必需 的 .。 

13 节 。 定 理 13 的 变种 可 参见 [Chung 和 Doob 1, 1965], 
[Meyer 6, 1966] 与 [Dellacherie 和 Meyer 1, 1975], 

14 节 。 R+ x 0 的 子 集 组 成 的 这 些 重 要 的 o 代数 首先 由 
Meyer 定义 ,早期 的 工作 见 [Meyer 6, 1966; 8,1968], з= йй 
讨论 见 [Dellacherie 2, 1972]. 

2.11 章 

1 节 。 象 莫 里 哀 笔 下 的 那个 只 尚 空 谈 从 不 去 实践 的 角色 一 
样 ， 数 学 家 们 与 “可 选 时 " 打 了 近 百 年 的 交道 却 没有 想到 必须 严格 
地 定义 它 。 为 研究 Markov 过 程 与 蒜 论 的 需要 ,可 选 时 的 严格 定 
义 才 与 o 代数 的 过 滤 一 道 被 最 终 引 和 人 概率 论 。 Meyer [6, 1966; 
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8, 1968] 首先 把 可 选 时 分 类 。 

4 节 。 Hunt [2，1957] 第 一 次 证 明了 在 适当 的 条 件 下 解析 
集 的 命中 时 间 是 可 选 的 。 Doob [5, 1954] 已 经 证 明了 Brown 
运动 命中 任何 可 容 集 的 时 间 是 可 选 的 ,但 是 在 1954 年 人 们 还 不 知 
道 所 有 Borel 集合 在 他 的 文章 中 是 可 容 的 。 Meyer [2, 1962— 
1963] 证 明了 循序 可 测 集 的 命中 时 间 是 可 选 的 。 

7%. 注意 这 里 的 可 料 可 选 时 的 定义 与 [Dellacherie 和 
Meyer 1, 1975] 稍 有 不 同 。 

8 节 。 截 口 定理 是 在 Meyer [2, 1962—1963], 更 成 功 的 是 
在 [6,1966] 中 ,被 引入 概率 论 。Dellacherie [2, 1972] 是 有 关 这 
些 内 容 的 一 本 很 完善 的 人 门 书 ， 这 里 所 采取 的 定理 8 的 证 明 就 是 
取 自 该 书 . 

9 节 。 定 理 9 的 证 明 取 自 [Dellacherie 和 Meyer 1, 1975] 
的 勘误 表 。 

10 35, Dellacherie [1, 1969] 证 明了 ， 按 本 节 的 记号 , 对 
R+ Xx 9 的 可 料 子 集 4， 如 果 对 于 几乎 每 个 o ,集合 {1:(+, о)є 
À} 是 可 数 的 , 则 4 EFRR. 
2.1 章 

HIER AZI, Lévy [1，1935; 2,1937]，Bernstein 
[1,1937] 及 其 它 数学 家 已 经 在 一 些 特定 的 场合 得 到 了 它 的 某 些 狂 
质 ， 他 们 论 及 的 黄 都 常 是 作为 满足 条 件 Е (у уо, ++, Уа) 一 0 
的 随机 变量 序列 y .的 部 分 和 ne 33y; 而 提出 的 , 即 作 为 零 均值 
随机 变量 部 分 和 的 推广 而 提出 的 。 Ville [1, 1939] 定义 了 与 现 
在 定义 的 正 质 很 接近 的 一 种 蔷 ， 但 是 只 限于 分 析 独 立 随机 变量 序 
列 ， 他 的 基本 工具 是 他 所 证 明 的 这 样 一 个 事实 ; 正 鞭 序列 的 几乎 
每 一 个 样本 序列 是 有 界 的 ( 见 定理 9)。 Doob[1, 1940] 11:7 
并 且 证 明了 坝 的 基本 收敛 定理 ,文中 采用 的 名 称 是 “具有 性 质 歼 的 
随机 变量 族 ”"。( 这 里 选取 *E” 不 是 作为 期望” 的 第 一 个 字母 ， 而 
是 作为 字母 表 上 DD 之 后 的 第 一 个 字母 .) 下 区 与 上 扶 分 别 以 “ 半 扶 ” 
B FER HARRE [Snell, 1, 1952] 和 [Doob，4，1953] 中 
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被 引 和 人 。 之 所 以 选用 这 种 显然 不 恰当 的 术语 ， 是 因为 在 [Doob, 
4, 1953] 的 写作 期 间 受 到 收音 机 发 出 的 Doob 之 子 所 喜爱 的 马 
拉 松 节目 “超人 ”” 的 噪声 恶劣 影响 。 蒜 论 中 的 进一步 工作 可 参见 
ÎNeveu, 1, 1972] (离散 参数 情形 ) 与 [Dellacherie 与 Meyer, 
2，1980]( 连 续 参数 情形 )。 

4 节 . 这 一 节 里 的 一 个 平凡 但 很 有 用 的 映射 是 第 一 次 出 现 . 

6 节 。 定理 6 及 Ш 与 IV 两 章 中 可 选 样本 的 各 种 形式 的 推 
广 是 由 (рооь, 1, 1940; 4, 1953] 改写 而 成 的 ， 它 们 改进 了 
[Меуег, 6, 1966] 中 的 结果 。 

9 节 。 定理 9 取 自 [Doob, 4, 1953], Lévy [2, 1937], 
Bernstein [1, 1937] 5 Vile [1，1939] FIRER ARRI 
绝对 值 情形 证 明了 定理 9(a)。 

11 节 。 定 理 11 取 自 [Doob, 4, 1953], 

12 节 。 不等式 (12.2) 是 新 的 ,《12.3) 与 (12.4) 除 去 у( 0) =1 
情形 外 也 是 新 的 。 下 穿 (暗含 于 [Doob, 1, 1940] 中 ) 正式 引入 
WEZE Doob [3，1951] 之 中 ， 文 中 得 到 了 当 x(，) ЖЫН 
УС.) 三 1 时 (12.3) 式 的 一 个 变种 。 Snell 在 [1,1952] 中 扩张 下 
ТЖЕ АЕ] ЬУ НИ. Dubins [1, 1966] 得 到 了 (12.4) 
RE у(+)=1 时 的 一 个 变种 。 

13 至 17 节 。 这 些 结果 取 自 [Doob,4,1953]。 扶 情形 的 定理 
13 与 定理 17 出 现在 [Doob, 1, 1940] 之 中 。 

19 节 。 自然 分 解 定理 出 现在 已 出 版 的 扶 论 著作 中 这 可 能 是 
第 一 次 ,但 是 这 个 结果 只 不 过 是 一 般 理论 的 一 个 特殊 应 用 。 

22%. Snell[1，1952] 首次 把 约 化 理论 应 用 于 鞭 论 。 有 关 
问题 的 进一步 讨论 可 见 Nereu [1，1972]。 在 适当 的 单 侧 条 件 
F, 给 定 过 程 的 上 摧 强 函数 之 下 确 界 称 为 此 过 程 的 Snell 包 络 。 
2. IV Ж, 

1 节 。 有 关连 续 参数 款 的 样本 函数 的 连续 性 的 研究 ， 开 始 于 


1) 在 英语 中 “起 人 "与 < 上 软 " 有 相同 的 前 级 。 一 一 译 者 注 
„өз. 


[Doob, 1, 1940], ZRT [Doob，3，1951]， 并 在 [Doob,4, 
1953] 中 扩张 到 上 扶 情 形 。 在 上 述 第 一 篇 论文 中 , 可 选 时 的 大 概 
第 一 次 复杂 化 的 应 用 得 到 了 圾 的 右 连 续 性 质 〈 没 有 应 用 当时 还 不 
知道 的 下 穿 不 等 式 )。 

2 与 3 节 。 定 理 2 与 3 是 由 [Doob,4,1953] 修改 而 成 , 它 在 
形式 上 改进 了 [Meyer, 6, 1966], 

4%, 定理 4 属于 Meyer [6，19661， 它 是 经 典 位 势 理论 中 
如 下 相当 初等 的 事实 ( 见 1. 11.4 节 ) 的 对 应 结果 : R* 的 连通 开 子 
集 上 的 上 调和 函数 增 序列 的 极限 要 么 是 上 调和 的 , 要 么 恒 等 于 
十 。 但 是 定理 4 比 上 述 事 实 要 深 得 多 。 右 连续 性 的 初等 证 明 是 
新 的 。 

5 节 。 这 个 定理 是 首次 出 现 ， 但 可 见于 Mertens [1, 1972] 
的 相关 的 工作 。 正 如 Mertens 的 工作 所 表明 的 ,连续 参数 的 标准 
上 枫 不 需要 取 为 几乎 必然 右 连 续 的 . 为 了 某 种 需要 ， 可 以 把 右 连 
续 假 设 更 有 利 地 换 成 一 个 适当 的 可 测 性 条 件 连同 上 讽 不 等 式 在 可 
选 样本 之 下 的 不 变性 。 

6 至 12 节 。 Doob[4，1953] 证 明了 相当 平凡 的 离散 参数 分 
解 定理 8, 经 过 几 年 的 搜寻 ,他 找到 了 一 位 能 证 明 连 续 参数 版 本 定 
理 11 的 数学 家 [Meyer，4，1962; 5，1963]。 VolKonski, Sur 
与 Meyer 等 人 有 关 与 Markov 过 程 相 联 系 的 上 和 黄 的 更 时 的 分 解 
结果 可 参阅 Meyer [6, 1966] 的 附录 。 大 概 是 作为 对 Doob 坚 
持 不 懈 追 求 的 奖励 ，Meyer 分 解 有 时 被 不 适当 地 称 为 Doob- 
Meyer 分 解 ,甚至 称 为 Doob 分 解 . 在 Meyer 证 明 的 定理 11 中 ， 
АС) 是 自然 的 单调 增 过 程 , 自然 的 含义 如 第 7 节 所 述 ， 自 然 性 
与 几乎 可 料 的 等 价 性 [定理 7 的 (a3)] 由 Doléans [1, 1967] 所 
证 明 。 Rao [1，1969] 所 给 出 的 定理 11 的 证 明 可 从 本 书 的 正文 
推出 。 Meyer 分 解 的 广泛 应 用 可 参见 [Dellacherie 与 Meyer, 2, 
1980]. 

135. Ей ИШЕ ЕКШНИ. Т ЕШР р 
子 表明 这 一 理论 与 经 典 位 势 理论 是 完全 平行 的 。 不 幸 的 是 ， 想 要 
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包含 Airault-Fôllmer [1, 1974] 或 者 Azéma [1, 1972] 5 
Azéma-Jeulin [1, 1976] 129—271) БАЈ ARR ENT ARE 
的 。 除 了 许多 其 它 结果 之 外 ,这 些 论文 包含 了 条 件 Markov 过 程 
MERE M. (BE, 本 书 略 去 的 最 突出 的 概率 位 势 理论 是 
Markov 过 程 的 可 加 泛 孙 理论 。( 例 如 可 参见 [Dynkin, 2,1963] 
与 (Blumenthal 和 Getoor, 1, 1968], ) 对 于 这 一 省 略 作者 有 
三 条 有 说 服 力 的 理由 (它们 的 说 服 力 依 次 增 大 ):(1) 有 关 的 书 已 
经 有 了 ,(2) 篇 幅 的 限制 ,( 3? 对 此 议题 的 无 知 , 

17 至 20 节 。 这 种 形式 的 约 化 理论 看 来 是 新 的 , 但 是 在 
Mertens [1, 1972], Аѓета [1, 1972] 以 及 Azéma 和 Jeulin 
[1, 1976] 中 可 找到 涉及 Snell 包 络 的 有 关 工 作 。 受 上 述 第 三 
篇 论文 连同 定理 13 的 启发 ,在 某 些 场合 ,应 当 把 第 17 节 中 的 Res， 
定义 为 几乎 必然 右 连 续 的 正 上 圾 类 之 下 确 界 ， 这 些 上 寺 的 左 极限 
过 程 是 (e) 的 左 极限 过 程 在 4 上 的 强 函数 。 第 18 节 的 (m) 中 
那个 格外 环 手 的 假设 也 促使 我 们 采用 这 样 的 定义 ， 

21 节 。 有 关 能 的 这 一 处 理 属于 Meyer[3，1962 一 1963]。 

2. VĚ 

2 43]. Krickberg [1, 1956] 把 格 的 概念 引入 款 论 。 特 
别 地 ,他 讨论 了 LM 算 子 ,并 证 明了 p 一 上 情形 的 定理 4(с), BI 
SH “Krickberg 分 解 "。 这 一 分 解 的 进一步 详尽 阐述 可 参见 
[Dellacherie 和 Meyer, 2, 1980], 

12%. БИЙ Н lt6 和 Watanabe [1,1965]15| 80. 

13%. Fisk [1, 1965] 51 ЛЙ. EE 13 属于 K.M.Rao 
[2，1969]。 拟 鞭 分 解 的 进一步 讨论 可 参见 他 的 论文 以 及 Della- 
cherie 和 Meyer [2, 1980], 相对 于 某 个 滤 过 概率 空间 上 的 拟 
坎 与 这 个 过 滤 所 决定 的 可 料 o 代数 上 的 测度 之 间 的 对 应 可 参见 
[Féllmer，1，1973]， 遗 憾 的 是 ,本 书 略 去 了 这 一 内 容 。 

2 VIH 

本 章 只 介绍 这 本 书 所 需要 的 Markov 过 程 论 的 内 容 。 对 进 一 

步 探讨 基于 Markov 过 程 的 概率 位 势 理论 有 兴趣 的 读者 ,可 查阅 
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[Dynkin, 2, 1965], [Blumenthal 和 Getoor, 1, 1968] 以 及 
[Chung 2, 1981]. ЖЖЖ SRI, ЖЖ ҮН БОЕ 
移 算 子 ,因为 这 本 书 不 需要 它 。 

1 节 。 A. A. Markov 在 [1,1906] 中 把 现在 所 谓 的 Markov 
过 程 引进 概率 论 ， 

3 节 。 在 离散 参数 情形 , 强 Markov 性 是 容易 证 明 的 、 但 是 ， 
要 认识 到 这 一 性 质 是 有 用 的 并 且 是 需要 证 明 的 ， 还 必需 等 到 人 们 
的 认识 进一步 的 深化 ， 这 种 深化 只 有 在 处 理 上 更 为 困难 的 连续 场 
合 需要 使 用 强 Markov 性 之 后 才能 实现 。 既 使 在 现在 , 只 要 离散 
参数 强 Markov 性 可 有 效 地 用 于 计算 , 那么 避免 直接 地 叙述 和 应 
用 连续 参数 场合 的 强 Markov 性 而 进行 足够 详细 的 计算 , КЕПЕ 
援引 和 使 用 这 一 性 质 也 更 容易 些 。 

4 节 。 Kakutani [3，1945] 定义 了 相当 于 这 一 节 中 例子 的 
R 中 区 域 上 的 随机 游 动 。 他 证 明了 ( 略 去 一 些 细节 ) 与 我 们 的 例 
子 中 如 下 事实 相当 的 结果 : (п) 的 分 布 趋向 相对 于 初始 点 的 调 
和 测度 。 

6%. Hunt [2, 1957] 首先 探讨 了 某 个 集 被 Markov 过 程 
的 轨道 命中 的 概率 这 一 问题 的 深度 

8 节 。 对 于 Markov 过 程 所 产生 的 过 滤 的 更 完善 的 分 析 可 见 
Meyer [7, 19671, 鉴于 [Blumenthal, 1, 1957], 本 节 的 0-1 
律 被 称 为 Blumenthal 0-1 律 。 他 的 论文 可 能 是 第 一 个 把 Markov 
过 程 直接 作为 适应 于 某 个 一 般 的 过 滤 并 关于 此 过 滤 有 Markov 性 
的 过 程 来 处 理 的 第 一 篇 论文 。 

9 节 。 连 续 参数 场合 强 Markov 性 的 第 一 种 形式 是 由 Doob 
[2，1945] 针对 可 数 状态 空间 情形 证 明 的 。 Hunt [1, 1956] 证 
明了 独立 增 且 过程 的 情形 。 Dynkin 和 Yushkevich [1, 1956] 
及 Blumenthal [1, 1957] 独立 地 证 明了 便于 应 用 的 一 般 形 式 。 

10 Ж 12 节 。 Hunt [2, 1957] 把 过 份 函数 与 过 份 测度 引信 
Markov 过 程 论 , 这 是 他 关于 Markov 过 程 的 概率 位 势 理论 的 基 
础 工作 [Hunt,1，1957;2，1957; 3，1958] 的 一 部 分 。 
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13%. Doob [8, 1957] 在 Brown 运动 方面 引进 了 条 件 
Markov 过 程 。 在 可 乘 线性 泛 函 方面 的 条 件 Markov 过 程 可 见于 
[Dynkin, 2, 1963], 

15 节 。 有 关 在 各 类 随机 时 间 上 中 断 的 Markov 过 程 的 深入 
讨论 参见 [Meyer, Smythe 和 Walsh, 1, 1972], 

2. УП Ж 

Brown УЧ ЖЕЛЕК Ж # ЩЫ ЖЕ Б; Б БОН, 而 且 本 
书 只 讨论 与 此 联系 有 关 的 Brown 运动 的 性 质 。 Brown 运动 的 
更 多 的 知识 可 参见 ,例如 ，[Lktvy,4,1948]，[Ciesieski,1,1966]， 
[Freedman, 1, 1971], [Ité 和 McKean,1,1974],[Knight, 1, 
1981] 以 及 有 关 Brown 运动 的 物理 意义 的 [Nelson，1,1967], 
这 个 过 程 以 英国 植物 学 家 Brown 命名 , 他 在 1827 年 观察 到 液体 
中 花粉 微粒 的 不 规则 运动 。 Einstein 于 1905 年 从 物理 方面 得 到 
这 样 一 个 事实 ，Brown 质点 的 均 方 位 移 是 位 移 时 间 的 倍数 , 并 算 
出 了 这 个 倍数 的 值 。 Bachelier [1，1900; 2，1901] 及 此 后 的 一 
些 文章 导出 了 有 关 作为 随机 游 动 极限 的 Brown 运动 的 许多 分 布 ， 
并 发 现 了 它 与 热传导 方程 之 间 的 联系 。 Brown 运动 过 程 的 第 一 
个 严格 的 构造 由 Wiener [1, 1923] 给 出 , 但 是 他 的 工作 在 大 约 
15 年 之 内 为 其 他 概率 论 学 家 所 不 知 , 或 者 至 少 是 被 他 们 忽略 了 。 
于 是 概率 论 学 者 们 在 处 理 Brown 运动 的 样本 函数 时 是 很 不 顺手 
的 ,尽管 他 们 意识 到 这 些 样 本 函数 在 某 种 意义 下 应 是 连续 的 ,但 是 
没有 Wiener 的 工作 , 怎样 严格 地 叙述 与 证 明 这 一 性 质 是 不 清楚 
的 。 可 是 从 直观 上 人 们 清楚 地 知道 ， 涉 及 从 某 区 域 中 一 点 出 发 的 
Brown ”运动 的 许多 分 布 ， 例如 这 个 区 域 中 热传导 方程 所 支配 的 
КУ 中 Brown 运动 的 转移 密度 , 都 与 这 样 一 个 过 程 有 关 ，, 此 过 程 
的 轨道 在 命中 区 域 的 边界 之 前 就 是 通常 的 Brown 运动 轨道 ， 而 
一 且 命 中 边界 , 则 它 以 某 种 方式 被 吸收 或 者 反射 ,从 而 改变 了 转移 
概率 . 因此 ， 轨 道 在 边界 上 的 行为 被 相应 的 热传导 方程 的 边界 条 
件 所 决定 . 

2 至 3 节 。 由 这 里 所 采用 的 Brown 运动 过 程 的 定义 可 推 知 ， 
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如 下 的 正则 过 程 是 Brown 运动 的 一 个 例子 : ТЕҢ Rt 到 КУ 的 
连续 函数 组 成 的 空间 上 指定 一 个 测度 ， 使 得 其 上 坐标 函数 随机 变 
RKW EHE BMI 至 BM4。 这 个 测度 称 为 Wiener 测度 ,而 有 
时 就 把 这 个 正则 过 程 定义 为 Brown 运动 。 在 这 个 定义 之 下 满足 
ВМ1 至 BM4 的 过 程 不 一 定 是 Brown 运动 。 

4 节 。 定理 4 是 Meyer [7,1967] 中 一 个 定理 的 特殊 情形 。 
正文 中 的 证 明 取 自 Chung 和 Walsh [2, 1974], 

6, Brown 运动 的 0-1 律 可 以 视 为 一 般 的 Kolmogorov 
[1，1933]0-1 律 的 特殊 情形 ， 

8 17, André 反射 原理 可 追溯 到 [André, 1, 1887], JE 
反射 的 思想 是 用 于 选票 的 计数 问题 。 本 节 中 的 分 布 是 由 Bache- 
lier 导出 ( 见 本 章 的 前 几 个 注 记 )， 但 是 他 的 工作 曾 被 许多 人 忽略 
后 而 再 发 现 的 ， 

9 节 。Hunt [1，1956] 导出 了 开 集 中 Brown 运动 的 转移 密 
Ей. 

11 节 ， 区 间 中 的 Brown 运动 的 转移 密度 是 由 Bachelier À 
现 的 ( 见 本 章 前 面 的 注 记 )。 

2. УШ Ж 

对 于 自 工 到 R 的 某 个 函数 了 及 Brown 运动 wle), 
Wiener [1，1923] 首先 讨论 了 积分 |, tw, Itô[1, 1944] 容许 
被 积 函数 依赖 于 Brown 运动 轨道 ， 从 而 开创 了 这 一 积分 进一步 
的 大 发 展 时 期 。 It6 积分 的 许多 应 用 参见 Mckean [1, 1969], 
相对 于 比 Brown 运动 微分 更 为 一 般 的 微分 的 随机 积分 可 见于 
[Dellacherie 和 Meyer, 2,1980], 

3 节 。 寻求 使 (3.10) 式 定 义 的 у, 成 为 对 的 条 件 这 一 问题 ， 
是 Girsanov 于 1960 年 就 w(。) 是 一 局 部 拷 时 所 提出 的 一 个 
问题 的 特例 。 至 今 已 找到 各 种 充分 条 件 , 例 如 , Novikov[1,1972] 
找到 了 一 个 可 以 化 为 我 们 这 里 的 h) HRE. 

8 节 。 定 理 8 是 ko [3, 1951] 中 有 关 Brown 运动 测度 空 
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他 上 完备 让 交 系统 构 造 的 一 个 推论 。 关 于 L 情形 一 般 随 机 积分 
的 系统 研究 也 见 [Kunita 和 S. Watanabe, 1, 1967], 本 节 的 
证 明 取 自 (Parthasarathy, 1, 1978], Dudley [1, 19771 证 明 
了 每 个 有 限 值 多 {w(o，*eR+} 可 测 函 数 可 以 表示 为 了 中 某 被 
积 函数 的 Ito 积分 。 

10 节 。 Lévy[3, 1940] 证 明了 ,如 果 z. 是 [0, 5] 中 的 一 
个 稠密 序列 ,有 把 bosteri 递增 排序 为 zw ,……,x"m， 则 有 


lim > ГС) — (и )]2 = ob а. в. 
Pr? À 


ЖЛЕ В ТО ПЕНЯ [Doob, 10, 1953], 

12 0, по 引 理 ,或 被 lt6 公式 在 Тиб, 2, 1952] 中 得 证 。 

14 节 。 一 个 解析 函数 与 平面 Brown 运动 的 复合 是 Brown 
运动 (时 间 尺度 变 了 ) 这 一 事实 属于 Lévy[4, 1948], 

2. IX 章 

上 调和 或 调和 函数 与 Brown 运动 的 复合 的 鞭 论 性 质 研究 在 
[Doob, 5, 1954] 之 中 ,而 在 抛物 型 情形 的 相应 的 讨论 由 [Doob， 
6, 1955] 给 出 。 除 了 另外 已 指明 归属 的 结果 之 外 ,本 章 的 非 同 寻 
常 的 结果 都 取 自 这 些 论文 ， 尽 管 大 多 证 明 不 同 了 并 有 一 些 结果 已 
稍 加 精炼 。 

5 节 。 Lévy [3，1940] 证 明了 定理 5(с) 并 对 单 点 集 АЛ 
述 了 定理 5(a)。 Kakutani [1, 1944] 证 明了 定理 5(b) 并 在 [2， 
1944] 中 给 出 了 定理 5(a) 当 N 一 2 情形 的 证 明 梗概 . 

10 节 ， 定 理 10(a) 在 [Kakutani, 2, 1944] 中 提出 ,但 没有 
证 明细 节 .。 

11 节 。 定理 11 在 经 典 及 抛物 型 场合 的 版 本 见 [Doob，5， 
1954; 6，1955] ,它们 被 Hunt [2, 1957], Dynkin [2, 1963] 
及 (Meyer, 7, 1967] 所 推广 , 从 而 得 到 了 过 份 函数 与 它 对 应 的 
Markov 过 程 复合 的 各 种 连续 性 质 。 

13 节 。 定理 13(a) 及 其 在 抛物 型 场合 的 对 应 结果 必定 成 立 ， 
这 是 一 个 早 有 的 想法 ， 但 是 它 的 严格 证 明 必须 等 到 关于 测 和 测度 
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与 Brown 运动 的 严格 理论 建立 之 后 。 Courant, Friedrichs 及 
Lewy [1,1928] 通过 解 相应 的 差分 方程 并 取 通 常 的 极限 ,得 到 了 
光滑 区 域 上 的 调和 函数 Dirichlet 解 。 他 们 提 到 了 这 些 差分 方程 
的 概率 解释 。 Petrowsky [1, 1933—1934] 给 出 了 一 个 类 似 的 
讨论 ,而 Khintchine [1, 1933] 在 对 调和 函数 及 抛物 型 函数 二 
者 的 相应 讨论 中 指出 了 极限 情形 的 Brown 运动 解释 。 这 些 想法 
在 当时 是 公认 的 ， 但 是 人 们 还 不 了 解 或 不 赏识 Wiener[1,1923] 
对 Brown 运动 的 研究 成 果 , 而 且 有 些 东 西 , 例如 Khintchine 的 
Brown 运动 解释 多 少 有 些 是 杜撰 的 。 Kakntani [2, 1944; 3, 
1945] 叙述 了 定理 3(a) 及 其 一 个 证 明 的 提示 , 

1435. 定理 14 属于 Hunt [2, 1957], 那里 的 结果 要 一 般 
Hg. 

15 节 .定理 15 分 别 对 经 典 和 抛物 型 情形 的 讨论 [Doob, 5, 
1954; 6, 1955] 已 经 被 推广 到 定义 Markov 过 程 的 概率 位 势 理 
论 中 的 细 拓 扑 与 共 细 拓 扑 。Khintchine [1，1933] 证 明了 Brown 
运动 的 重 对 数 律 , 但 因 没 有 Brown 运动 的 严格 定义 , 故 他 不 能 完 
整地 定义 有 关 的 概率 . 

17 节 。 定理 17 是 这 个 领域 中 早已 流传 的 结果 之 一 ， 但 这 样 
叙述 这 一 结果 却 是 新 的 。 

2. X À 

6 节 。 有 关 时 间 逆 转 Markov 过 程 的 一 般 讨 论 参见 [Chung 
和 Walsh, 1, 1969]. 

8. 运用 鞭 论 导出 定理 1.Xi.4 的 概率 形式 取 自 [Doob, 8, 
1957], ”这 一 工作 的 更 一 般 的 讨论 可 见 [Weil， 1, 19691 与 
[Airault，1，1973]。 Airault 指出 ， 当 正 上 调和 函数 天 所 联系 
的 Riesz 测度 以 极 集 为 支 集 时 ，h-Brown 运动 的 寿命 是 可 料 时 ， 
因此 定理 1. XI、4(b) 中 的 极限 可 以 进一步 地 确定 出 来 。 遗憾 的 
是 ， 在 大 多 数 这 一 类 型 的 概率 分 析 中 ,包括 上 述 文献 ,所 述 的 假设 
太 强 了 ,以 至 难以 包含 抛物 型 场合 . 

10 节 。 在 更 一 般 的 场合 ,利用 末 过 分 布 来 计算 容 度 的 分 布 属 


нз. 


于 Chung [1, 19731. 
第 3 部 分 


3.1 章 

本 章 中 的 格 论 结果 大 多 是 惯例 或 民间 流传 的 东西 ， 因 此 有 关 
其 出 处 的 参考 文献 没有 多 少 可 以 给 出 . 

4 节 。 作为 一 致 可 积 性 与 PWB 方法 之 间 联 系 的 关键 ， 引 理 
4 取 自 [Doob, 7, 1956]， 在 那里 以 公理 位 势 理 论 的 形式 证 明了 
这 一 结果 的 位 势 理 论 版 本 。 

8 节 。 证 明定 理 8 的 一 个 一 般 的 方法 参见 [Arsove 和 Leu- 
twiler, 1, 1974], 

12%. Lamb [1, 1971] 提出 了 分 解 Sa, 一 Sw + Soupe 
3. Il À 

2 节 。 在 前 面 几 章 中 没有 给 出 的 定理 2 的 微妙 部 分 取 自 
[Doob, 7, 1956; 9, 1958], 

3. IT À 

197. 研究 Martin 空间 及 其 上 过 程 轨道 的 概率 位 势 理论 方 
法 参见 [Kunita 和 Watanabe， 1，1965; 2，1966]，[Meyer， 
9，1968] 及 [Dynkin,3,1969; 4，1971]， 这 一 理论 在 Markov 
过 程 方面 针对 不 同 的 一 般 狂 水 平 得 以 发 展 。 读 者 将 会 发 现 ， 这 一 
章 是 相当 地 马虎 的 ， 而 且 没 有 看 到 抛物 型 情形 的 相应 讨论 。 关 键 
在 于 作者 是 有 限 值 停 时 的 一 个 坚定 的 信徒. 

4 节 ， 我 们 指出 , 正如 在 对 1.XI. 19 节 的 注 记 中 已 说 过 的 ， 
Martin 空间 上 的 Fatou 边界 极限 定理 的 概率 证 明 先 于 非 概率 证 
明 。 

6%. 例子 取 自 [Doob，10，1958]， 在 那里 有 半空 间 上 条 
件 Brown 运动 的 几 个 例子 ， 它 们 的 轨道 是 趋向 边界 点 或 从 边界 
点 出 发 的 。 
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关于 附录 


附录 1 与 11 

由 Suslin 变换 构造 出 一 个 核 的 运算 是 由 Suslin 在 [1,19171 
中 发 明 的 ,在 此 Lusin 杜撰 了 “解析 集 " 这 一 名 称 。 Choquet 在 
[1,1955;4,1959] 中 创造 了 他 的 容 度 理论 ， 使 解析 集 理论 得 以 方 
便 地 用 于 概率 论 许多 方面 的 定理 IL 5 取 自 [Меуег, 6,1966], 
有 关 解 析 集 ， 容 度 理论 及 它们 在 概率 位 势 理 论 中 的 应 用 的 更 多 的 
内 容 参 见 [Dellacherie 和 Meyer, 1, 1975; 2, 1980], 
附录 Ш 至 1V 

大 概 除 了 附录 1V 的 12 节 可 参见 [Besicovitch，1，1946] 之 
外 ,这 些 附 录 中 的 材料 都 是 民间 流传 的 或 者 是 例 行 的 惯例 ,只 是 为 
了 方便 读者 而 集中 起 来 。 对 于 需要 足够 又 不 太 多 的 向 量 格 理论 的 
读者 而 言 ，[Peressini，1，1967] 是 一 本 有 用 的 资料 。 
附录 УП 

比值 积分 极限 定理 参见 [Doob，13，1960; 14, 1960— 
1961]， 附 录 УП 中 的 这 一 内 容 是 为 适合 本 书 的 需要 而 改写 的 。 


《历史 注 记 及 索引 由 杨 振 明 译 )》 
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内 容 索引 


《以 汉语 拼音 字母 表 为 序 ; 只 有 主 词 注 明 英 语 原文 》 


A 


André 反射 原理 (André reflection principle): 2.УП.8. 
Appell $ (Appell trasformation}): 1. XV. 16. 


doi 一 的 定义 ,对 于 半空 间或 区 间 的 一 ，2，VIL 9, 2. VIL 11; 作为 Green 8 
数 的 一 )2。VIL 9, 2. IX. 17 
Сыбы ~ BEX 2. VIL 10; do = Gp» 2. IX. 17. 
Baire 零 空 间 (Baire null space): 附录 1. 11. 
版 本 (version): 随机 变 最 等 价 类 的 一 ，2。 L. 3. 
半 极 集 (semipolar set) 
抛物 型 场合 (RM H): HEX, ХУП. 10; 作为 基本 收敛 定理 之 例外 集 的 一 ， 
1 一 XVIL 13; 一 HAIR HHN- =h. XVI. 15,1. ХУШ 
12; 时 空 Brown 运动 命中 一 ，2。IX。 15. 
概率 论 场合 (R+ X 0 h) — 的 定义 ， 2. IL 10; 一 在 上 软 平 滑 中 的 作用 ，2 
IV. 1; 作为 基本 收敛 定理 之 例外 集 的 一 。2、IV、，5. 
半空 间 (half space) 
БАЊА (R` 的 一 ): 一 上 的 Green 函数 ， 调 和 测度 ，Poisson 积分 与 Riesz- 
Herglotz 表示 ，1。VIIL. 9; ~ 的 Martin 边界 ， 1!。 XIL 3; ~ 的 极 小 
薄 性 相对 于 边界 点 上 非 切 向 极限 的 极 小 细 性 、1。XIll. 12; 一 上 调和 函数 的 
比值 边界 极限 定理 。1。XIL，21; 法 向 边界 极限 与 极 小 细 边 界 极限 的 关 Ro 1. 
XIL 22; 一 上 位 势 的 边界 极限 函数 ，1。XIL. 23; ~ 上 的 Brown 运动 ，2。 
үп. 9. 
Ина (R 的 半空 间 ,也 见 平板 ) R 的 上 一 与 下 一 ，1.XV. 1; Еййбгееп 
К, 1. XVL 1, 1. XVIL 4; 一 的 Martin 边界 ,1。XIX. 8, 1. XIX. 9. 
本 性 序 (essential order): 可 测 函 数 的 一 ， 附 录 LV. 9, 2. 1. 3; 一 收敛 ， 附录 
IV. 10; 随机 过 程 的 一 ，2- L 8, 2. V. 1, 2. V. 2, 2. V. 5; БЕ ~ 收 
% 2. Ш. 5. 
# (barrier) 
经 典 场合 : 一 的 定义 ,局 部 性 质 , 弱 一 "在 co 处 的 一 ，1，VIIL 12; 一 与 边界 点 规则 
ВЕК, 1. УШ. 13, 1. УШ. 14, 1. УШ. 16; 
Poincaré-Zaremba 的 例 > 1.ҮШ. 12, 1. УШ. 15. 
抛物 型 场合 : 一 的 定义 ,局 部 性 质 , 畔 一 ， 一 与 边界 点 规则 隆 的 关系 ，1.XVII， 3. 
边界 点 的 规则 性 《regularity of a boundary point, WWE) 
经 典 场合 ， 一 的 定义 ，!1. УШ. 2; Euclid ~, 1. УШ, 4; 一 的 Poincaré 准 
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M5 Poincaré-Zaremba 准则 ，Lebesgue #, 1. УШ, 12, 1. VIH. 15; 用 
测 和 测度 表示 一 ，1。V11I，8; 用 细 拓 扑 表 示 ~1. XI. 12. 

抛物 型 场合 : Euclid ~, 1. ХУШ. 1, 1. ХУШ. 6; 对 于 区 间 的 一 ,1. ХУШ 
2; 用 抛物 型 一 表示 经 典 的 一 ，1。XVIII. 4; 对 于 拢 物 型 球 的 一 1，XVIIL 6; 
一 的 重 对 数 准 则 ，1. ХУШ. 6; 用 细 拓 扑 表示 一 ，1. ХУШ. 7. 

З ЕЕ (boundary limit theorem) 

BAS: Poisson 积分 的 一 ， 半 连续 边界 函数 的 一 ，1。H. 1; 对 于 球 上 调和 函 
数 的 比值 ~，1， IL 15, 2. X. 8; 上 调和 函数 在 非 规则 边界 点 上 的 一 ，1，XL 
21; Martino 空间 上 上 调和 函数 的 比值 ~s 1. XIL 13, 1. XILI4, 1. XIL 
18, 1. ХИ. 19; 相对 于 细 拓 扑 趋 于 球 的 边界 的 经 典 一 ，1. XIL 20; 半空 间 上 
095 1. ХИ, 22, 1. ХИ. 23; 上 词 和 函数 沿 随机 过 程 轨 道 的 比值 一 ， 
2. VI. 4, 2. IX. 7, 2. IX. 13, 2. X. 8, 3. Ш. 4, 3. Ш. 5, Dirichlet 
MA, 2. IX. 13, 3. IL 2. 

抛物 型 场合 ; 区 间或 平 扳 上 Poison 积分 的 一 * 半 连续 边界 函数 的 一 1. XV. 9, 
1. XVL 1; 平板 上 的 上 抛物 型 函数 的 比值 一 ，1。XV1. 7, 1. ХУШ. 15; 上 
抛物 型 函数 在 非 规则 边界 点 上 的 一 ，1。XVIII. 17; Martin 空间 上 的 上 抛物 型 
函数 的 比值 一 及 其 在 平板 及 R 的 第 四 象限 上 的 应 用 ，1. ХІХ, 13, 1. ХІХ, 
14, 1. XIX. 15; 上 抛物 型 函数 治 随 机 过 程 轨道 的 比值 ~，2. IX, 7, 2. 1X. 
13, 2. X. 12, 3. IL 1. 

WREE (standard modification): 随机 过 程 的 一 ，2。!. 8; 可 测 一 ，2。 1. 13. 

ME (approximation): 用 无 穷 次 可 向上 调和 函数 一 上 调和 函数 ，1，IL 8, L. LV. 

10; 用 连续 位 势 一 位 势 ，1，V. э; 用 无 穷 次 可 向 上 抛物 型 函数 一 上 抛物 型 函数 ， 
1. XV. 14, 1. XVIL 7(e); 随机 变 二 用 它 的 条 件 期 望 ~> 2 L 5, 2.11, 
14. 

BLD 函数 (BLD function): 1. ХШ. 6. 

Mt 《thinness， 也 见 细 拓 扑 》 

经 典 场合 ; 一 的 定义 ，1， XL 1; ЕИ, i. ХІ. 2, 1. ХІ, 3; 在 co 处 的 一 ， 
1. XL 5; h~ 1. XIL 1; 从 半空 间 边 界 点 出 发 的 射线 在 此 点 上 不 具有 
极 小 一 ，1，XIIL12; ~ 的 Wiener ЖД] 1. ХШ, 17; 一 的 概率 准则 ,2.1X. 
5, 3. Ш. 3. 

抛物 型 场合 : 一 的 定义 与 判别 法 ，1，XVIL 5 的 例 (с), 1. ХУП. 9, 1.XVIL 
12; 在 平板 和 R 的 第 四 象限 的 Martia 边界 点 上 的 极 小 一 ，1， ХІХ. 12; 一 
的 概率 准则 ，2，1X. 15. 

概率 论 场合 : 在 可 选 时 处 的 一 ，2，IV.16。 

Brown 运动 (Browman motion， 也 见 条 件 Brown 运动 ?时空 Brown 运动 六 ~ 
的 定义 ，2。VII，2; 一 的 轨道 连续 性 ，2- VIL 3; 一 过 滤 的 右 连 续 性 与 可 料 性 ， 
一 可 选 时 的 可 料 狂 ， 关 于 一 过 涉 上 轴 的 连续 针 ，2，VIL 4, 2. VIL 6, 2. УШ. 
8, 2. X. Ac); 开 集 中 的 一 ， 一 的 转移 密度 与 Green 函数 之 间 的 关系 * 2，V 山 . 
5, 2. VILI, 2. IX, 9, 2, IX. 17; 一 的 大 数 律 与 一 的 轨道 长 2. VIL 5; 一 
的 0-1 Ж, 2. VIL 6; #00, Brown ff, 2.VIL 7; 区 间 中 的 ~ 与 抛物 型 漠 
ШЕ, 2. VI. 11, 2. УП. 12; 参数 普 换 下 的 — 2. УШ. 9; 一 的 复合 
> 2. УШ. 13, 2. УШ. 14, 2.1Х. 11; ~ 与 上 调和 函数 的 复合 ，?. IX. 
2, 2. IX. 3, 2. IX. 6 Æ 2. IX. 8, 2.1Х. 11 Æ 2. IX. 13, 2. 4X. 16, 2 


X. 2; 一 的 过 分 函数 与 测度 ，2. IX. 6, 2. IX. 8, 2. IX. 18; 大 参数 值 的 ~ 
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2. 1X. 5; 一 命中 一 个 集 ，2. IX. 4, 2. IX. 5, 2. IX. 9, 2. IX. 10; 从 非 规 
则 边界 点 出 发 的 一 ，2。IX. 20; hf, 2. X. 2, 2. X. 6; 起 始 于 Martin 边 
界 点 的 一 ，3 I. 1, 3. 112, 
不 变 过 份 函数 与 测度 (invariant excessive functions and measures); 一 的 定 
X» 2. VI. 10; Brown 运动 与 空 时 Brown 运动 的 一 ，2。VIL 10, 2. IX. 8. 
不 足 道 集 (evanescent set): 一 的 定义 ，2。 L 8. 


C 


测度 的 扫除 (sweeping of a measure) 

SAFA: 一 的 定义 ,扫除 核 ，1. X. 1, 1. Х. 4 1. X. 6; 扫除 核 与 调和 测 
KIRK, 1. X. 2; 扫除 的 对 称 性 ，1。X.3; 一 的 支 集 ，1.XVIIL 13, 2. 
IX. 15. 

抛物 型 场合 : 一 的 定义 扫除 核 与 抛物 型 测度 ,扫除 对 称 性 的 对 偶 化 ，1，XVIH.8; 
~ 的 支 集 ， 1. XVII 13, 2. IX. 15. 

Chapman-Kolmogorov 方程 (Chapman-Kolmogorovy equation):H}# VI. 3, 

2. VL 1, 2. VL 5, 2. VIL 1. 

Mt Citerated logarithm); 规则 性 的 一 准则 与 Brown 500-01. ХУШ. 

6, 2. IX. 15. 

Choquet Æ (Choquet capacity); MER. 
Choquet 拓扑 引 理 (Choquet topological lemma); 附录 УШ. 3. 
ЖАШАЙ (subparabolic function， 也 见 抛物 型 函数 与 上 抛物 型 函数 ); ~ 的 

定义 运用 于 一 的 Jensen 不 等 式 ，1. ХУ. 12; 平板 区 域 上 一 的 最 大 值 定理 ，1. 

XVI 3, 

RAMMER (subharmonic function, HIAMAES LAMEN): ЕХ, 1. 

П. 4, 1. XIV. 25 应 用 于 一 的 Jensen KYR 1. IL 9; 作用 于 ~ 的 LMp 算 

Fsi IX 2% 1. IX. 4. 


D 


KAER (law of large number); Brown 运动 的 一 ，2。VIL 5. 

带 (band): 向 量 格 的 一 ，A. Ш, 8; ~ БЮ А. Ш. 9; 单 点 生成 的 一 ，A. 
ш. и. 

导数 (derivate): 

第 一 边 值 问题 (first boundary value problem): 见 PWB 方法 

Dirichlet 积分 (Dirichlet integral): 1. ХШ. 6. 

Dirichlet 问题 (Dirichlet problem): 见 PWB 方法 . 

独立 增 量 过 程 (independent increment process); 2. Ш. 2(с), 2. VIL 1. 

А,А; ЕХ, 1. ХУ. 1. 


Е 
Euelid 边界 (Euclidean boundary): 一 的 定义 * 记 号 与 约定 ， 一 的 可 解 狂 与 经 典 


意义 下 的 规 串 点 集 ，1。V1II. 4; 一 的 可 解 性 与 抛物 型 场合 的 规则 点 集 ,1。XVIIL 
1. 


…vans-Vasileseo 定理 (Evans-Vasilesco theorem); 1. У. 8. 
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Fatou 边界 极限 定理 《Fatou boundary limit theorem): 见 边界 极限 定理 . 

Fatou 引 理 (Fatou’s lemma); 附录 IV. 10; 条 件 期 望 的 ~，2. L 6. 

法 向 的 《normal); 与 半空 间 子 集 之 最 小 细 极 限 点 对 照 的 一 边界 极限 点 ?1。 ХП. 22; 
经 典 位 势 的 一 边界 极限 函数 ，1，XIL.， 23; 在 平板 之 边界 上 的 一 边界 极限 函数 确定 
了 一 个 有 界 抛物 型 函数 ，!1. XVI 2. 

非 规则 边界 点 (irregular boundary point) 

经 典 场合 : 在 一 处 的 上 调和 函数 ,调和 测度 与 Green 函数 的 极限 ，1. XI. 21, 1. 
ХІ. 22; 从 一 出 发 的 Brown 运动 ，2. IX. 20. 

抛物 型 场合 ; 在 一 处 的 上 抛物 型 函数 ,抛物 型 测度 与 Green 函数 的 极限 ,1.XVII 
17, 1. ХУШ. 18. 

非 切 向 的 (nontangential); 球 边界 点 的 一 去 心 邻 域 泪 子 ，、1.II。15; 球 与 半 空间 
边界 点 上 一 极限 与 极 小 细 极 限 ，1. XII, 12, 1. XIL 20, 1. ХП. 21. 

分 解 (decomposition) 

将 向 如 格 元 素 在 不 同 场合 分 解 为 两 个 正 元 素 之 差 ， 参 见 Krickeberg Я К, 
DM L’? AM; Riesz-Herglotz 分 解 ;这 些 分 解 的 抽象 形式 参见 А. Ш. 
5; 这 些 分 解 的 测度 沦 形 式 参见 A.1V ; 将 向 量 格 分 解 为 带 参 贝 格 。 
Riesz 分 解 : 上 调和 函数 的 一 ，1. 1. 8, 1. LV. в, 1. IX. 11; 上 抛物 型 函数 
#951. ХҮП. 7; Ей: 2.111. 21, 2.V.8. 
自然 序 分 解 : 上 调和 函数 的 一 ，1。 11.7; 上 抛物 型 函数 的 一 ，1, ХУП. 2; БФ 
的 一 ，2。JII，19，2.V. 5. 
可 选 时 的 分 解 : 2 IL. 12. 
将 上 扶 分 解 为 连续 与 跳跃 分量: 2. IV. 22, 2. IV. 23. 
RH Brown 运动 的 分 解 : 2. X. 4. 
Meyer +0: Eh), 2. IV. 11; Ба 2. IV. 12. 

AA (Charge): 一 的 定义 ， 附录 IV. 7; 一 Ш, 1. XII 1,1. ХШ. 33 一 能 量 

是 正 的 ， 1. ХШ. 7, 1. ХШ. 8. 


G 


Gauss RHEW (Gauss integral theorem); 1. L 6, 1. 1. 7. 
Gauss 最 小 值 问题 (Gauss minimum problem): 1. XIII. 14 
С, M (С, sets): MIRE» HR 1. 9. 

# (Lattice) 

抽象 理论 : 一 的 定义 ,一 的 可 数 性 质 ， 附 录 Ш. 2; > HER MR 111, 
3 至 附录 Ш. 5; 向 量 一 的 分 解 竹 质 ，A. Ш. 6; 正 交 性 , 带 ， 投 影 附 录 Ш. 7 
至 附录 Ш. 11; 序 收敛 ， 附 录 IIL、12， 附 录 I. 13, 附录 IV. 10. 

应 用 于 测度 论 : 集 代 数 的 一 ， 附 录 IV. 1; 测度 的 一 ， 附 录 IV. 4 至 附录 IV. 
7; 绝对 连续 性 与 奇异 性 ?附录 IV. 8; 可 测 函 数 的 一 ,附录 IV. 9; 本 性 序 及 其 
相应 的 收敛 性 ,附录 IV. 10. 

应 用 于 经 典 位 势 论 : 5+, S+, 1. IX. 5; S, 1. IX. 6; Sm, 1. IX. 7; S,,1.IX. 
85 Sais Sras Smasy Smas 与 PWB 方法 闻 的 关系 > 1. IX. 9; 5,, Srs 
Sass 1. IX. 10; 正 上 调和 函数 Riesz 分 解 的 加 细 > 1. IX. 11, 1. IX. 12; 
5, Sap 3. 112. 
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应 用 于 抛物 型 位 势 论 由 经 典 情形 翻译 到 抛物 型 情形 ，1. ХУШ. 19. 

应 用 于 车 论 : 'S+,'S+,S+,S+, 2.V.5; 'S,S, 2.У.6; '5,, Sms 2. V. 7; ‘Sps 
5,，2.V.8; 在 特殊 序 中 的 Sps Spass Smas 及 它们 的 初步 对 照 ，2. V. 9; 在 特 
殊 序 中 的 Sy Sao Sue 及 它们 的 初步 对 照 ，'S 与 S 的 正 交 分 解 ，?2. У. 10, 
1. у.н. 

联合 应 用 于 非 概 率 位 势 论 与 扶 论 : Уя, 3. L 1; XR 3. 1.2; L? 与 D, 
3.1.3; D 与 PWB 方法 ， 3. І. 4, 31.5; Sess Ses З„,, Soas Smas Sos 0 
刻 划 ，3. 1.6 至 3. 1.10; h 上 调和 函数 与 h-Brown 运动 复合 的 带 识 别 法 3。 
L 11,3. 1. 13. 

GM (也 见 LM) 

经 典 场合 ， 一 的 定义 ，1. LL 1,1. IH, 2, 1. XIV. 3; RAS, 1. LIL 1, L 
IV. 3, L IV. 8 (а); 一 与 约 化 算 子 的 关系 ，1. LL 4, 1. Ш. 6; 删除 极 集 
后 不 变 的 一 ，!. У. 5; 一 与 Dirichlet ЖЖ 1. УШ. 3, 1. УШ. 
18(c); ~ Ут 算 子 的 关系 ，1.VIII M. 

MAESE (СМ): 一 的 定义 ，1. ХУП. 15 位 势 的 ~, 1. XVIL 5;— 与 
Dirichelet 解 的 关系 ，1. ХУШ. 1. 

Мина: 一 的 定义 与 基本 性 质 ，2、IIHL 20, 2111. 21, 21У. 14; 位 势 的 52. 
11.21. 

НМВ ЕИ (coparabolic function， 也 见 抛物 型 函数 ); ЕХ, 1. XV. 25 
共 抛 物 型 多 项 式 ，!1. ХУ. 3; 共 抛 物 型 多 项 式 与 车 论 ，2. 1Х. 2. 

RAM 《copotential， 也 见 位 势 ): 一 在 抛物 型 场合 的 定义 ，1. ХУП. 5. 

Green 函数 (Green function) 

经 典 场合 (Gp): 一 的 初步 定义 ，!1、1. 5，1. 1. 85 R ~ Le IL 1; 一 的 定 

Xə 1. VIL 1; 用 Dirichlet #ЖЖ—› 1. УП. 1,1, УШ. 3,1. УШ. 18, 

1, УШ. 19; ~ 的 极 值 性 质 ，1. VIL 2: ~ 的 有 界 性 ，1. VIL 3; 一 的 对 称 

Hs 1. VIL 4; 将 一 扩张 为 GB 1. УП. 4, 1. УШ. 18, 1. УШ. 19;Gp( +» 

5) 在 Әр Ef% 0, 1. VIL 4, 1. ХИ. 14, 1 VIL 18, Gp: ,5) 的 极 小 

ФЕ, 1. VIL 10; (N = 2) 具有 极点 的 一 ，Robin Ж, 1. УШ. 20, 1. УШ. 

18; N = 1 情形 ，1. XIV. 6; 用 Go Ж, 1. XVIL 185 一 的 概率 解释， 

2. IX. 17. 

抛物 型 场合 (Go，Cp): 一 的 初步 定义 ，1. XV. 4, 1. XV. 7， 区 间 上 的 一 ，1， 
ХУ. 8; 一 的 定义 ,例子 和 性 质 ，Go = Ср, 1. XVIL 4; Ga(…E) 的 极 小 性 
质 ，1. ХУП. 8; GpC; ё) 在 дь 上 便 为 0，1，XVIL. 14; 用 Dirichlet ж 
HA, 1. ХУШ. 1; 将 一 扩张 为 G5，1, ХУШ. 9; 一 的 概率 解释 ， 2。IX. 
17. 

Green 集 (Green set): ~ 的 定义 ，N >2 时 RN 中 一 的 平凡 性，1。 11. 13; В! 
的 开 于 集成 为 ~ 的 条 件 ，1. V. 6, LVI. 7 ( 非 概率 叙述 )，2。IX，10 (HERA 
述 ). 

过 份 函数 与 过 分 测度 (Excessive functions and measures， 也 见 不 变 一 》 一 的 定 
X» 2. VL 10; 生成 上 枫 的 过 分 函数 ，2。VL 11; 用 命中 概率 定义 的 过 分 函数 ， 
2. МІ. 12; 对 于 Brown 运动 [时 空 Brown 运动 ] 的 过 分 配 数 与 正 的 上 调和 [上 
抛物 型 ] 函 数 ，2.IX. 6, ` 1Х.8; 对 于 Brown 运动 与 空 时 Brown 运动 的 a 
过 分 函数 ，2。.1X. 16; 对 于 Brown 运动 与 空 时 Browa 运动 的 过 分 测度 ，2. 
IX.18. 
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MB 〈filtration): 可 测 空间 的 一 ，2。I 1; 与 可 选 时 了 复合 的 FCT), 2. IL Le 
可 料 一 与 8(T 一 )，2. 1.7; HE, 2. Ш. 1，2.IV.1; Markov 过 程 
一 的 选取 ，2。VI. 2; Markov 过 程 一 的 右 连续 性 ，2。V1. 8; Brown 运动 一 的 
右 连 续 狂 与 可 料 竹 ，Browa 运动 可 选 时 的 可 料 狂 ， 相 对 于 Brown 2-2 ЕЮ 
的 连续 性 ，2.VIL。4。2. VIL 6, 2. УШ. 8, 2. X. 2(с); 条 件 Brown 运动 
的 一 ，2。X.2Cc);(d). 


н 


Hadmard 三 加 定理 (Hadmard three theorem); 1. 11.11, 

Hahn 分 解 (Hahn decomposition): 附录 IV. 6. 

Harnaek 不 等 式 (Harnack inquality): 经 典 场合 ; 1. I.2; 抛物 型 场合 ， 1. 
XV. 11, 1. ХУШ. 17. 

Harnack 收效 定理 (Harnack convergence theorem): 经 典 场合 ;1. П. 3; #й 
物 型 场合 ，1. XV. IL 

核 (Kernel); 一 的 定义 次 随机 一 扩张 为 随机 一 ， 附 录 МІ. 1; 一 的 普遍 可 测 扩 
Ж.И VI. 2. 

Й ЗШ Cabicisss hyperplane); RN f~, 1. ХУ. 1. 

Hermite 多 项 式 (Hermit polynomials); 1. ХУ. 3; 时 空 一 与 其 时 空 Brown 
运动 的 复合 ，2. IX. 2 

ЖК (reciprocity law); 1. XIII. 2. 

Hunt 位 势 理论 (Hunt potential theory); 2. VI. 10. 


It 积分 (It integral): 一 ЮЕ, 2. УШ. 1, 2. УШ. 2; Ж» 
2. УШ. 3, 2. УШ, 6; 一 的 定义 ，2。VIIL 5, 2.VIIL 7; 一 的 分 部 积分 > 
2. уш. 11. 

146 引 理 (lt6's Lemma); 2.VIIL 12. 


J 


Jensen ЖА (Jensen inequality): 一 应 用 于 次 调和 函数 与 调和 函数 ,1，IL， 9; 
一 应 用 于 次 抛物 型 函数 与 抛物 型 函数 ，1. XV. 12; 一 应 用 于 条 件数 学 期 望 ,?. 
1. 4 (h); 一 ЕНЕРУ. 2. 11. 3 (с). 

КЕЗЕ (fundamental convergence theorem): 经 典 场合 ，1。 Ш. 3,1.1V. 
1, 1. XL 7, 1. XIV. 3; 抛物 型 场合 ，1. XVIL 2, 1. XVIL 13 至 1. ХУП, 
15; Mb 2. IV. 5. 

BA (maximum): 调和 函数 的 一 极 小 定理 ，!. 1. 4; АЕО 小 E 
1. ХУ. 5; 解析 函数 的 一 定理 ，1. V. 7; 一 原理 与 完备 的 一 原理 ，1。V、10、 

RARER (maximal inequality): 黄 论 中 的 一 ，2。 Ш. 9 Æ 2. Ш. и. 

极点 (pole, HE Martin 边界 ): 极 小 函数 的 边界 ~，1.X. 7, LXI. 5, LXIX, 
5. 


ROEA (section theorem); 2. II. 8 

解析 函数 (analytic function): Liouville 定理 的 推广 ，1. IL. 2, 1. 1.13; ~ 
的 模 之 ? 次 堵 是 次 调和 的 ，Hardamard 28, 1. 11. 11; Cauchy 可 去 奇 
异 竹 定理 的 推广 。 1。 V. 5; 极 大 定理 的 推广 1。V. 7; 一 与 Brown 运动 
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的 复合 ,2. Уш. 4. 

屏 析 集 (analytic sec): 铺 上 的 ~, А. 1. 2; 乘积 铺 上 的 一 ， 附 录 1.3; (У) 
的 投影 特征 ， 附 录 L 5, 附录 L 7; (л), 附录 L 6; 一 在 可 测 变 换 下 的 逆 
Ж. 附录 1. 8; 度量 空间 中 的 一 ， 附 录 I, 12, HR 1. 13; 循序 可 测 过 程 命中 
~, 2. IL 4, 

积分 极限 定理 (integral limit theorems); А. VIL 

积分 位 势 论 极限 定理 (integral potential theory limit theorems): BAHA, 1. 
XI. 4, 1. ХИ. 19; 抛物 型 场合 ， 1. ХУШ. 14. 

AF (nearly): 一 循序 可 测 ， 一 可 村 ， 等 等 ，2. L 8; Brown 运动 的 ~Borel Ж 
2. IX. 19. 

M (polar set) 

BASA (R 中) 一 的 定义 和 人 性质， 内 一 ，1.V. 1 至 1, У. 4, L XIV. 2; 
下 有 界 上 调和 函数 的 可 去 奇异 性 集 ，1.V. 5; ~ 在 刻 划 R 中 Green 于 集 时 
的 作用 ，1，V.6; 一 上 位 势 的 无 限 性 ，1.V.11; 一 作为 基本 收敛 定理 的 例外 
&› 1. VL 1; 解析 内 一 是 一 ，1。V1. 2; 一 上 的 调和 测度 ，1. УШ. 5, 
1. Х.85 扫除 核 在 一 上 恒 为 0，1，X.6; 以 缺乏 细 极 限 点 刻 划一 ，1。X1. 6; 有 
限 能 测度 在 一 上 为 0，1。 ХШ. 2; Brown 运动 不 命中 ~~，2. IX. 5, 2. X. 2; 
N 一 2 时 解析 非 一 必然 被 Brown 运动 命中 ，N >2 时 解析 非 一 以 正 概率 被 
Brown 运动 命中 ，2. IX. 10. 

抛物 型 场合 《RM H): 一 的 定义 ,与 经 典 情 型 相对 应 的 性 质 ，1。XV1. 8; RH 
别 法 ,抛物 型 一 = 共 抛物 型 一，1. ХУШ. 11; 空 时 Brown 运动 不 命中 ~，2. 
1X. 5, 

进入 律 (entrance law): 参见 绝对 概率 函数 。 

进入 时 间 (entry time); ~ 的 定义 ，2。 IL. 4; 可 料 集 的 一 ，2。1L，9. 

极 小 函数 (mimmal function) 

SAR: WA~, 1. IL 16; 相对 调和 一 ，1.VUL 1; D— {4} 上 的 Goes 
5)» 1. УП. 10; ~ 的 Martin ЯДУ 1. ХИ, 5. 

抛物 型 场合 Ми, 1. XV. 2; RN 之 上 半空 间 上 的 一 定义 于 柱 面 上 的 一 的 
PKs 1. XV. 175 平板 上 的 ~, 1. XVI. 8; б – {р 上 的 Goes ё) 1. 
ХУП. в. 

Jordan 4-0 (Jordan decomposition): 附录 IV. 6. 

绝对 概率 函数 (absolute probability function): 2. VI. 1; Brown 运动 的 一 ， 
2. X, 13. 

REX (cluster set); j Brown 或 时 空 Brown 轨道 函数 的 —, 2. УП, 6, 2 
IX. 5, 2. IX, 15, 2. X. 2, 3. Il. 1 Æ 3. IL 4. 


K 


可 闭 性 〈closability ): фй, 2. IL 1 至 2. Ш, 3. 
可 测 函 数 族 (measurable family of functions}: 2. 1. 2. 
可 测 空 间 (measurable space): A, IV. 2. 
可 解 性 (resolutivity) 
经 典 场合 : 定义 ,普遍 一 与 内 一 ，1，VIIL 2; Euclid AR R~, 1. УШ. 4; ш 
ЖЫК ЯР, 1. УШ, 9, 3. П. 3(e); 球 边 界 的 普遍 一 与 普遍 内 ~ 1. 
УШ, 9, 1.1Х. 12; Martin 边界 的 一 ，1， ХІХ, П. 
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Mie: 经典 一 定义 与 结果 的 适用 性 ,1. ХУШ. 1 至 1. ХУШ. 3, 3. 
П. 1; Martin 边界 的 普遍 一 与 普遍 内 一 ，1. XIX. 11. 

可 料 (predictable): ~ o 代数 ,一 函数 族 ，2，L. 14; 一 函数 族 在 可 子 报时 上 的 一 
性 ，2. HL 3; 一 可 选 时 与 一 过 泪 ，2。 1.7; 用 可 及 可 选 时 定义 的 一 过 程 , 2。 И. 
7，2. 1L. 12; ~ 集 的 截 口 定理 ，2. IL 8; 一 可 选 时 的 图 ，2. IL 9; 一 增 过 程 
一 自然 增 过 程 ，2. IV. 7; 一 HSE, 2. IV. 23. 

Kelvin 变换 (Kelvin transform): 参见 球面 的 反 演 . 

可 选 时 (optional time): 一 的 定义 与 性 质 ，2.J1. 1, 2. П. 2; 可 料 ~, 2. Ш 
7, 2. 11. 9; 一 的 分 解 , 绝 不 可 及 与 可 及 一 ，2。 Ш. 12. 

可 选 样本 与 停止 定理 (optional sampling and Stopping theorems); 2. II. 6 
Æ 2. Ш. 8, 2. IV. 3. 

ЗОНИ ЛЕЕ (dominated convergence theorem); А. IV. 103 条 件 期 望 的 ~s 
2.1.7. 

控制 原理 (domination principle): 经 典 场合 ,1.V. 10,1. ХІ. 23, 1. ХШ. 2; 
抛物 型 场合 ，1。XVIL 15, 1. ХУШ. 16; #692, 2. IV. 13. 

К (extension): 上 调和 函数 向 极 集 的 一 ，1. У. 55 将 Green 函数 Gp 一 为 
G5，1，VIL 4, 1. УШ, 18, 1. УШ, 19; Ж ХРТ БАИ AE ЖЇЗ 
~s le ХУ. 17; Gp 的 一 与 收缩 ，1. ХУП, 4; 上 抛物 型 函数 向 极 集 的 ~s 1. 
ХҮП. 8; 将 Green 函数 Go ~ X бр, 1. ХУШ. 9. 

Krickeberg 分 解 (Kricke berg decomposition}: j~, 2. У. 4(c). 


L 


Lebesgue 分 解 (Lebesgue decomposition); A. IV. 8. 
Lebesgue ў (Lebesgue spine); 1. УШ. 15. 
类 D (class D) 
经 典 场合 (DCH8_)): RA 大 调和 函数 的 一 ，1，IL. 14, 1. IX. 12; FRAR 
数 的 一 ， 开 集 内 上 调和 函数 与 4 次 调和 正 函 数 的 一 ，1，IX. 3. 
抛物 型 场合 (D(C 站 -)); 平板 上 的 抛物 型 函数 的 ~, 1. XVI 6; 开 集 内 函数 的 
~, 1. XVII, 19. 
概率 论 场合 : 一 随机 过 程 ，2. IL 11; 一 Ы&2Я#ЙИПЕЕЙ, 2. Ш. 6, 2. У. 3; 
一 包含 由 增 过 程 生成 的 位 势 ，2。 IV. 6. 
一 般 场合 ; 记号 ，3. L 3; PWB 方法 ，3. L 4; SAND = Sue 3. 1. 5; 
Sha = DNS+, 3. 1. 9. 
类 L? (L° class) 
BRIR О? )): hh 调 合 函 数 的 ~,1. IL 14, 1. IX. 3, 3. L 3. 
нюша (005): 大 捞 物 型 函数 的 一 ，1. ХУІ. 6, 1. ХУШ. 19, 3. 1. 
3. 
Lévy Brown 运动 的 平方 增 量 定理 (Levy Brownian motion square increment 
theorem); 2. VIIL. 10. 
连续 性 (continuity properties): 循序 可 测 过 程 样本 函数 的 —, 2. IL 5, 2. П. 
6; 上 持 样 本 函数 的 一 ，2.【V.1; Brown 运动 样本 函数 的 一 ,2. УП. 3;Brown 
运动 轨道 的 复合 函数 的 一 ，2。IX. 11, 2. IX. 12, 2, IX. 16, 2. X. 2. 
0-1 律 (zero-one law): SM УНИН ~, 1. X. 6(с), 1. ХУШ. 10: 
Markov 过 程 在 初始 上 时刻 的 一 ，Brown 运动 在 初始 时 刻 的 一 ，2。VIL 8, 2.VIL 
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6, 2. X. (d); 在 极 小 Martin 边界 点 上 的 ~, 3. Ш. 3. 
Liouville 定理 (Liouvillers theorem); 1. П. 2, 1. IL. 13, 1. У. 5. 
LM (也 见 GM) 
经 典 位 势 论 : 一 的 定义 与 存在 性 ，1，IH. 1,1. Ш. 2; 处 于 不 同类 中 次 调和 函 
H~, i. IX. 2 至 1. IX. 4. 
抛物 型 位 势 论 : 一 的 定义 与 存在 性 ， 1. ХУП. 1. 
Bit: 一 的 定义 与 存在 性 ，2， Ш. 20, 2. IV 4; FRAR FRN, 2. V. 
2 至 2.V.4， 
Lusin 可 测 性 定理 (Lusin’s measurability theorem); А. И. 4. 
L? 有 界 CL? bounded): 一 随机 过 程 ，2. 1. 8, Fi, 2. У. 45 ~R Kric- 
keberg M; 2. У. 4(c). 


M 


Markov 过 程 (Markov process): 一 的 定义 ，Markov 性 ,初始 分 布 ,转移 函数 ， 
绝对 概率 函数 ，2。VI. 1; 一 过 滤 的 选取 ，2. VI 2; ~ 的 强 Markov #, 2. 
VI. 3, 2. VI. 9; 平稳 随机 和 次 随机 转移 函数 ，2.VL. 3, 2. VI 5, 2. Vi. 6; 
RTE, 2. МІ. 4; 一 的 寿命 与 灭绝 点 ，2。VL 3，2，VL 7; ~ 过 小 的 
右 连续 性 ，2。VI. 8; 条 件 一 ，2。V1. 13; 约束 ~~，2。 VI. 14; б —,2. VI 
15; 作为 一 的 Brown 运动 ， 2. VIL 2. 

Markov 时 间 (Markov time): 参见 可 选 时 ， 

Martin 边界 (Martin boundary) 

经 典 场合 (6%D): Martin 空间 09,1. ХИ, 1,1. ХИ. 3; Martin H% K, 1. 
ХИ. 2; Murtin жу 1. ХИ. 4, 1. ХИ 6, 1. XIL 9; 极 小 调和 函数 及 
其 极点 集 OND, @ Дш, 1. XIL 5, 1. Xil 7, 1. XIL 8; 一 的 可 解 性 ， 
1. XIL 10; 一 的 极 小 薄 性 与 极 小 细 拓 扑 ，! ХИ. п, 1. XIL 12,1. XIL 
15 & 1. XIL 17; 所 到 达 的 一 点 ， 从 一 点 出 发 的 Brown 运动 ， 到 达 一 点 的 
Brown 运动 ，3。IIL. 1, 3. Ш, 2. 

抛物 型 场合 : Marin HAN AA EM 1.X VIEIL 17,1.ХУШ, 18, 
1. ХІХ. 2; 出 口 边界 与 人 口 边界 ，1. ХІХ. 15 Martin 函数 К 与 容许 上 抛 
HER, 1. ХІХ. 2; Martin 空间 与 边界 ，1，XIX. 3; Martin 表示 ，1， 
ХІХ. 4, 1. ХІХ, 7, 3. Ш. 6; Ж, 1. ХІХ. 5, 1. ХІХ. 6; 平板 的 
~ 1. XIX. 8, 1. ХІХ. 9; 右 半 平 板 的 一 ，1. ХІХ. 10; 一 的 可 解 往 ，1。 
ХІХ. 11; 极 小 薄 竹 与 极 小 细 拓 扑 ，1。XIX，12.。 

概率 场合 : 可 到 达 的 一 点 ,从 一 点 出 发 的 Brown 运动 ,到达 一 点 的 Brown 运动 ， 
3. 10, 1, 3. 1H, 2; 在 极 小 一 点 处 的 0-1 律 ，3. 11.3. 

Meyer 分 解 (Meyer dicomposition): j:#5 F##—, 2.IV. 11, 2. IV, 12. 

KAN (last hitting time): 一 的 定义 ，2. IL 14; 在 ~ 处 中 断 的 Markov 过 
程 ，2。VI，15; 在 一 处 中 断 的 Brown 运动 ，2. X. 6; 容 度 分 布 与 一 2， Х.10. 

命中 (bitting); 衡 序 可 测 过 程 的 一 ,给 定 有 穷 维 分 布 后 一 与 过 程 选 取 的 关系 ，2. L 
9 至 2。 L12; ~, ESKA, 2. 1. 4; Markov 过 程 对 于 解析 集 的 一 概 
Æ, Markov 过 程 对 F。 型 的 ~ 概率 ， 作 为 过 程 出 发 点 函数 的 ~~ 概 素 ，2. УІ. 6, 
2. IX. 4; 这 样 定义 的 函数 是 过 份 的 ，2. VI. 12; Brown 运动 的 ~, 2. VIL 
6, 2. УП. 8, 2. IX. 1, 2. IX. 4, 2. IX. 9, 2. IX. 15; 时 空 Brown 运动 
一 抛物 型 半 级 集 、2。!X. 15; 作为 杀 件 Brown 运动 一 分 布 的 调和 测度 ，2. ІХ. 
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13, 2. X. 7, 3. П. 2; 用 末 过 分 布 表示 容 度 分 布 ，2。X。 10. 


N 


能 量 (energy): 电 一 ，1.XIIIL、1; 一 与 负荷 的 自然 一 ，1。XIIL 2, 1. XUL 3;— 
对 容纳 它 的 集 的 依赖 ，!。 ХШ. 5; Dirichlet 函数 © 与 Hilbert 空间 方法 ， 
1. ХШ, 6; 一 ЈЕ, 1. ХШ, 7, 1. ХШ. 8, 1. IX. 17; ~ 的 Gauss 最 
小 值 问题 ，1。XIII. 14; 关于 R? 的 —, 1. ХШ. 16; KRRB ~, 2. ТУ. 
21. 

拟 处 处 (quasi-everywhere): 经 典 场合 ,内 ~s 1. У. 1; 概率 场合 ,2. L 8. 

拟 Lindelöf # (quasi-Lindelôf property): 经 典 场合 ， 1. ХІ. 1); 抛物 型 场 
合 ， 1. XVIL 19. 

Pik Cquasi-martingale): 一 的 定义 ,作为 S 中 元 素 的 К, AM)» 2. У. 13. 

拟 有 界 (quasi-bounded) 

经 典 场合 : 类 Sis Sie Shes 1. IX. 9; 一 性 的 PWB 方法 含义 ，1.1X. 955 
类 D 人 性 相关 连 的 调和 函数 一 性 的 含义 ，Riesz-Herglotz 表示 与 Martin Ж 
ж» 1e IX. 12, 1. XIL 9. 

抛物 型 场合 : 1. ХУШ, 19. 

ИЮНЕ: 一 正 上 枫 及 其 借助 增 过 程 的 推广 2. IV. 6 Æ 2. IV. 11; 类 “Si 
95, 及 它们 的 子 类 “Stei。 Sie, Shass Shas 2. V, 9. 

一 般 场合 .参见 格 . 


P 


抛物 型 测度 《parabolic measure 04): 具有 光滑 边界 区 域 的 一 ,1。XV. 7; 区间 
上 的 一 ，1. XV. 9, LXVII. 2; 一 的 定义 ，1。XVIIl、2; ~ 与 扫除 核 的 关系 > 
1. ХҮШ. 8; 一 与 非 规则 边界 点 的 关系 ，1. ХУШ. 17; Martin 空间 上 的 一 
1. XIX. 1; 作为 条 件 时 空 Brown 运动 命中 分 布 的 一 ，2。VII，12，2。 IX. 
13, 2. X. 7; 一 的 概率 翻版 ，3. IL 2. 

抛物 型 函数 《parabolic function， 也 见 次 抛物 型 函数 与 上 抛物 型 函数 ): 一 的 定义 
1. XV. 2; 一 的 最 大 一 最 小 值 定 理 ，1. ХУ. 5; 一 的 平均 性 质 ;1，XV.，10; 一 
的 Harnack 收敛 与 不 等 式 定理 ，1. ХУ. 11; 定义 于 柱 面 上 的 ~ 的 六 张 ,1。XV。 
17; 平板 上 一 的 Poisson 积分 与 类 Li, 类 D, 1. ХУІ. 1, 1. XVI 5, 1. 
XVI. 6; 平板 上 一 的 比值 极限 定理 ，!。XVI.。 7, 1. XVIIL 15; 一 的 可 去 奇异 
MM, 1. XVIL 8; HN, 1. ХУШ, 1; 极 小 一 ，1。XIX. 5; 一 的 Martin 
йу 1. XIX. 7 至 1. ХІХ. 10; 向 量 格 Sa E АЖ, 31. 1; ~ 的 第 一 
边 值 (Dirichlet) 问题 ,参见 PWB 方法 ;一 与 时 空 Brown 运动 的 复合 , 参见 上 
抛物 型 函数 . 

抛物 型 极限 (parabolic limit): 在 平板 边界 点 处 的 一 ,1.。 ХУІ. 7. 

平衡 测度 与 平衡 位 势 (equilibrium measure and equilibrium potential): 1. 
ХШ. 1, 1. ХШ. 10, 1. ХШ. 12; 关于 R? f~, 1. ХШ, 18. 

Poincaré-Zaremba 9 (Poincaré-Zaremba barrier) ; 1. УШ. 12, 1. ҮШ. 
15. 

Poisson 方程 (Poisson equation): 经 典 场合 ，1。I. 7; МВА, 1. XVIL 
6. 

Poisson 积分 (Poisson integra ( ): 经 典 场合 球 与 半空 间 的 一 ，1，11，l， 
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ї. УШ. 9; MMS PREN, 1. XVI 1, 1. XVI. 5, 1. XVI 6, 1. 
ХҮП. 5. 
Polish 空间 (Polish space); 一 的 定义 ，A. І. 10; 一 上 的 测度 ,A. IV. 11. 
M (рауіпв): А. L 1. 
PATAH (universal measurability): 一 的 定义 ，A. П. 9; 作为 Markov 过 
程 出 发 点 函数 的 命中 概率 的 一 ，2. МІ, 6. 
PWB 方法 (PWB method， 也 见 壁 ,边界 点 的 规则 性 ,可 解 性 ) 
BASA (PWB); 一 的 上 类 、 下 类 与 一 解 ，1. УШ. 2, 1. VIIL6, 1. УШ. 
7; 作为 约 化 的 ~ 解 ，!。VIII。2,1, VIII 10; RU RAD 1. IX. 9. 
雪 物 型 场合 (PWB*): 一 的 上 类 、 下 类 与 一 解 , 与 约 化 的 关系 ，1. ХУШ, 1; 经 典 
场合 是 抛物 型 场合 的 特殊 情形 ，1. ХУШ. 4. 
MMM: 2. IX. 1, 2. IX. 13, 2. Х.7,3. 1.1 3.1.4. 


Q 


强 次 可 加 集 函 数 (strongly subadditive set function): 一 的 定义 附录 П. 6; 用 
一 推广 Choquet 容 度 ,附录 IL 7; 一 ИК 与 ARA, 1. VI. 2(b), 1. VI. 
3G) 1. МІ. Kj); 经 典 容 度 函数 是 一 ，!，XIII， 10; Robin 常数 的 反 号 是 一 ， 
1. ХШ. 18; ~ AR$ 与 ЛЁ, 1. ХҮП. 11(4), 1. XVIL 16(Е), 1. 
XVIL 1k); 一 494.) 与 AR 2. IV. 18(%), 2. IV 19%), 

ФЯ (singular) 

经 典 场合 : 正 一 函数 类 5,5;,,53., — ПИНК, WME ~ MT 
1. IX. 10; 使 Si 中 函数 为 一 的 条 件 ，3. 1.7; St 中 函数 之 ~ 分 量 的 计算 ， 
3. 1. 8; 使 S 中 函数 为 一 的 条 件 ，、3.。 1. 10. 

抛物 型 场合 : 1. ХУШ. 19 与 如 下 各 节 的 抛物 型 部 分 : 3. 17,3. 1.8, 3. 1. 
10, 

Mit: ERR SHS 及 其 于 类 Sho She Shis Shes 2. V. 10; 使 Sy 
中 过 程 成 为 ~ 的 条 件 ，2。V. 12; 如 下 各 节 的 黄 论 部 分 : 3，1. 7, 3.1. 8, 3.7 
1. 10, 

% (ball) 

经 典 场合 ， 一 上 Green 函数 与 Poisson R3, 1. П. 1; Riesz-Hergtotz 定 
M, 1. IL 14; 调和 函数 的 类 L(hs-) 与 类 DCs), 1. IL 14, 1. 1X.12; 
Faou 边界 极限 定理 ，1。 IL. 15; 极 小 酒 和 函数 ，1。 П. 16; #{Б,1. Ш. 4; 
一 上 均匀 边界 分 布 的 位 势 ，1. IV. 2; PWB 解 ，1. VIIL 2; 一 之 边界 的 普 
遍 可 解 竹 与 普遍 内 可 解 性 ，1. УШ. 9; ”一 上 相对 调和 函数 的 格 。 1. IX. 125 
~ 的 Martin 边界 ，!. ХП. 3; 一 上 相对 调和 函数 的 经 典 边界 极限 定理 与 极 
小 细 边 界 极限 定理 的 关系 ，1， ХП. 20; ~HE, 1. XH 13; ~ 内 的 条 件 
Brown 运动 ，2. X. 9, 

抛物 型 场合 : 一 的 边界 的 规则 性, 抛物 型 一 及 其 最 高 点 的 非 规则 性。 XVIII, 6. 

球面 的 反 演 Cinvesion in a sphere): Kelvin 变换 ，1。 П. 12, 1. УШ. 1; 极 
集 的 一 象 ，1. V. 1; 一 与 PWB y, 1. УШ, 2; 一 与 b- 调 和 测度 Ph 1. 
УШ. 5; 一 与 边界 点 规则 性 ，1.VIHI 14, 


R 
Riesz 测度 (Riesz measure); 与 上 调和 函数 联系 的 一 1. IV. 7; 与 上 抛物 型 函 
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数 联系 的 一 ，1,XVI1. 7; 5 ЕЙ ЖҖ#09—›2. IV. 13. 

Riesz 44 (Riesz decomposition); 上 调和 函数 的 一 ，1. L 8, 1. IV. 8, 1. 
IV. 9, 1. IX. 11,1. XIV. 9; ЕЎ, 1. ХУ. 7, 1. XVIL 73 
ERA, 2. Ш. n, 

Riesz-Herglotz 表示 (Riesz-Herglotz representation): 球 内 调和 函数 的 一 ， 

LIL 14, 

Robin (Robin constant); 1. XIII. 18, 

容 度 (Capacity): Choquet 一 的 定义 ?附录 IL 1; Choquet 可 容 性 定理 ， 附 Ж 
П. 3; 投影 的 例 ， 限 录 IL 5; 由 强 次 可 加 函数 (特别 地 * 由 拓扑 准 容 度 ) 生 成 的 一 ， 
А. 1. 7, А. IL 8; 由 约 化 运算 生成 的 一 ，1.V1. 2e), 1. VI 3(k), 1. Vl. 
&(к), 1. УІ. 5; 由 上 PWB 前 生成 的 ~~，1. УШ, 6(h); 经 典 一 ，1。 ХШ. 
1, 1. XIH.10 至 1, XIII. 13; 对 数 一 ，1. XHI, 18, 

容 度 测度 与 容 度 位 势 (capacitary measure and capacitary potential): 见 平衡 
测度 与 平衡 位 势 . 

R? 上 的 对 数位 势 (logarithmic potential on К’); 一 HEX, 1. IV. 15 上 调 
和 函数 的 Riesz 1. ТУ. 9; 一 的 控制 原理 ;!.V. 10; 一 的 无 穷 集 ，!，V 
и. Б 

RS 中 的 平 极 (slab in RN); 一 的 定义 ，!. ХУ. 13; 一 上 的 Green ШЗ 
Poisson 积分 ， 1. ХУІ. 1, 1. XVI. 5, 1. XVI, 6, 1. XVIL 4; 一 上 的 广 
ХЕМ ра 1. XVI. 2; 一 上 抛物 型 函数 的 类 L 与 类 D,1.XVI. 
一 上 比值 抛物 型 函数 边界 极限 定理 ，1. ХУІ. 7, 1. XVID 15, 1. ХІХ. 

; ~~ 上 的 极 小 抛物 型 函数 ，1. XVI. 8; 一 的 Martin 边界 1. ХІХ, 8, 1. 
хх. 9; 共 抛 物 型 极 小 薄 竹 与 边界 点 处 极 小 细 极 限 ，!.。XIX. 11, 

ÉN 中 的 区 间 (interval of ч): 一 的 定义 ;一 的 上 ,下 、 侧 边界 ，1. XV. 1; й 
型 Green ЩЙ, 1. ХУ. 8; 抛物 型 测度 ,1. XV. 9, 2. УП, 12; Dirichlet 
ГЈ, 1. ХУШ. 1, 1.XVIIL 6; ~ 中 的 Brown 运动 2. УП. 11. 


5 


扫除 〈balayage): 总 测度 的 扫除 . 

ERRER (upcrossing inequality); 见 下 穿 不 等 式 ， 

上 抛物 型 函数 《superpalabolic function， 也 见 抛物 型 与 次 抛物 型 函数 ); 由 光滑 
的 Riesz 分 解 提出 一 ，1.XV、7; 一 的 定义 ，1，XV. 12; 一 的 最 小 值 定理 、1. 
XV. 13; 用 可 微 一 逼近 一 ，1. ХУ. 14; 柱 面 上 的 一 1. ХУ. 15, 1. ХУ. 17; 
平板 上 广义 ~ 不 等 式 ，1。XVI. 2; ~ 的 Riesz WES Riesz 分 解 ，1. ХУП, 
7; HN 1. ХУШ, 1; 容许 一 ，1。XIX. 2; 一 与 时 空 Brown 运动 的 复 

2. IX, 3, 2. IX. 6 至 2. IX. 8, 2. IX. 12, 2. IX. 13. 

上 调和 函数 (superharmonic function)， 也 见 调和 函数 与 次 调和 函数 ): 一 的 定义 ， 
1. U. 4, 1. XIV. 2; 一 的 最 小 值 定理 ，!1。11. 5, 1. У. 7; 用 调和 函数 刻 旭 
一 ，1. IL 7; A, LIL 8; 用 可 微 一 逼近 一 ，1。 IL 8,1. IV. 5, 1. IV. 
10; 圆 环 上 的 一 ，1. П. 10; 一 的 Riesz 测度 与 Riesz 分 解 ， 一 个 正 一 成 为 位 
势 的 条 件 ，1.1. В, 1. IV. 7 至 1. IV. 9, 1. XIV. 9; 相对 一 ，1。VII，1; 
NN = 1 时 一 的 光滑 性 质 ，1。 XIV. 4; 一 是 В 之 空间 坐标 的 上 提 物 型 函 数 ，1. 
XV. 15; ~ 5 Brown 运动 的 复合 ， 2. IX. 3, 2.1Х.6 ж 2. 1Х. 8, 2. 
IX. 12; 一 的 比 与 条 件 Brown 运动 的 复合 ， 2. VIIL 13, 2. X. 1, 2. X. 8, 
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3..1, 12,-3..1. 18, 3..1, 2, 

HR (supermartingale, П БЕ); 一 的 定义 ?可 闭 性 ，2。HIL 1 2. 
3; 一 的 单调 序列 极限 的 初步 处 理 ，2，111. 5; 可 选 时 处 的 一 ， 2. III. 6 至 2 
Шш. 8, 2. IV. 2, 2. IV. 3; 以 R 的 子 集 为 一 般 参 数 集 的 一 ，2。 Ш. 4; 一 
的 极 大 不 等 式 ，2. Ш. 9, 2. Ш. 10; 一 的 下 穿 不 等 式 ，2。 Ш. 12, 2. 11.23; 
一 的 收效 性 ，2。II. 13 至 2. Ш. 17, 2. IV. 3; уйй, 2. Ш. 21; 由 增 过 
程 生 成 的 一 位 势 ，2、IV. 6 至 2. IV. 11; 一 的 样本 函数 连续 性 ，2.1V. 1; 参 
考 过 小 对 一 样本 函数 连续 性 的 影响 ，2。IV. 23, 2. УП. 4, 2. УП. 8; ~ 增 序 
列 钓 极限，2，IV. 4; 一 的 基本 收敛 定理 ，2。1V. 5; 与 一 联系 的 测度 ， 控制 原 
理 ，2. IV. 13; ~A, 2. V. 5 Æ 2. V. 11, 

Wæ Brown 运动 (space-time Brownian motion, 也 见 Brown 23): 一 的 定 
X, 2. VIL 2; 由 Brown 运动 性 质 导出 的 一 性 质 ，2. УП. 4; 开 集 中 一 的 转 
BER, 2. VIL 10; 区 间 中 一 的 转移 函数 ， 作 为 一 边界 命中 分 布 的 抛物 型 测度 ， 
2. УП, 12, 2. ЧИ. 13; 上 抛物 型 函数 与 一 的 复合 ， 一 的 过 份 函数 与 过 份 测度 ， 
2. 1X. 2, 2. IX, 3, 2. IX. 6 Æ 2. IX, 8, 2. IX. 12, 2. IX, 13, 2. IX. 
16, 2. IX. 18; 一 对 集合 的 命中 概率 ，2. IX. 4, 2. 1X. 5; 从 抛物 型 非 规 则 边 
界 点 出 发 的 一 ，2。IX. 20; Ф, 2. X, 12, 

ЕЕ: (adapted): Ж» 2. L 1; 一 随机 过 程 ，2。1. 8. 

收 合 《convergence， 也 见 基本 收 全 定理 ); 调和 函数 有 向 族 的 一 ，Harnack 一 定 
Bo 1. JL 35 上 调和 函数 的 上 有 向 族 的 一 。1。IL. 4, 1. ТУ. 4; Яаа 函数 
0—5 1. ХУ. 12; HRK, 2.11.5, 2. IV. 45 上 者 的 向 前 一 2. Ш, 
13 至 2. Ш, 15, 2. IV. 3; HAE, 2. Ш. 16, 2. 111.17, 

MS (REENE, lifetime); Markov Ру 2. VL 3, 2. VL 7; 条 件 
Brown 运动 的 一 ，2。X.。 1, 2. X. 4, 2. X. 9, 3. L 12. 

Sierpinski 定理 (Sierpinski theorem): 2. И. 8. 

Stolz 30 (Stolz domain): 一 的 定义 ，1. IL 15, 

随机 过 程 《stochastic process): 一 的 定义 ?一 的 适应 性 ,无 区 别 性 及 几乎 必然 性 质 ， 
2. 1. 8; 正则 一 ，2. 1. 10; 一 的 某 些 概 率 对 概率 空间 选取 的 依赖 ， 2，1，11y 
2. 1. 12, 2, П. 4, 

随机 区 间 《stochastic interval); ~HE, 2. H. 1; 细 开 一 闭 一 2。 IV. 16. 

Suslin (Suslin scheme): А. 1. 2; ~ 的 核 ， A. L 2. 


т 

特殊 开 入 (special open зеп); HE > 1. IV. 1; 从 一 变换 到 Green Ж, 1. 
VIL 8. 

RÆ (specific order): е Hs А. Ш. 4. 

调和 测度 《harmonic measure): 有 光滑 边界 定义 域 的 一 ，1. 1. 8; ~ PR, 1. 
УШ. 5; {oo} 的 一 ，1. УШ. 5; 一 KEX, 1. VII 8; 球 与 半空 间 的 一 ,1. 
УШ, 9; ~ РЕЖ 1. УШ. 17; 关于 非 规则 边界 点 的 一 ，1。XI 22; 一 
与 扫除 核 的 关系 ，1。X. 2; 极 集 上 的 一 ，1。X. 8; Martin 空间 的 ~~，1. ХИ. 
10; 作为 条 件 Brown 运动 命中 分 布 的 一 ，2。IX. 13, 2. X. 7, 3. П. 2. 

调和 函数 (harmonic function， 也 见 次 调和 与 上 调和 函数 六 一 的 定义 一 的 平均 
Hs 1. 1. 3; 一 的 最 大 最 小 值 定理 ，1. L 4; 一 的 Poisson 积分 ，1. IL. 15 
一 的 Harnack RER 1. П. 2; 一 的 Harnack WEB 1. IL 3; 一 的 
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类 1” 与 类 D, Riesz-Hergloiz ЕНЕ, 1. I. 14, 1. IX. 3, 1. IX. 4; RA 
一 的 比值 极限 定理 ，1。 П. 15; Hs 1. IL 16, 1. ХИ. 5; 一 的 可 去 奇异 
姓 集 ，1。V. 5; 相对 一 ，1.VIIIL 1; 一 的 边界 极点 ;1.。X. 7, 1. XIL 5; 一 
的 Martin 表示 ，1. ХИ. 9, 3. Ш. 6; 一 向 量 格 S。 及 其 带 分 解 ，1- IX. 7， 
1. IX. 9 至 1. IX, 12, 3. 1. 12; 一 的 第 一 边 值 (Dirichlet) 问题 ， 见 PWR 
方法 ;3 一 与 Brown 运动 的 复合 , 见 上 调和 澳 数 . 

ЯЕ Brown 运动 (conditional Brownian motion): 一 的 定义 ,转移 客 度 、 寿 命 、 
过 分 函数 ，1!、X. 1; 用 Brown 运动 表示 一 ，2. X. 2, 2. X. 3; 在 轨道 寿命 处 
的 一 ，2。X. 4; 从 条 件 函 数 之 无 穷 点 出 发 的 一 ，2。X.、53 时 间 逆 转 的 一 ，2、X。 
6; 一 与 PWB 方法 ，2。X, 7,3. IL 1 至 3. П. 4; HMS) #2. X. 105 
一 的 尾 代数 ，2.X. 11; 参数 集 为 R 的 一 ，2. X. 13; 一 应 用 于 边界 极限 定 
理 * 见 边界 极限 定理 ; Martin 空间 中 的 一 " 见 Martin 边界 . 

条 件 不 等 式 (conditional inequality); ВФ 2. Ш. 10. 

条 件 Markov 过 程 (conditional Markov process); 一 的 定义 ，2，VI，13; 应 
用 于 Brown 运动 , 见 条 件 Brown 运动 。 

ЖЭШ (conditional expectation); 一 的 性 质 ，2. 1. 4; 一 的 连续 性 定理 ，? 
L 5; ~ 的 Fatou 9188, 2. L 6; ~ 的 控制 收敛 定理 ，2。I. 75 可 选 时 处 的 重 
一 ，2. Ш. 2(a); 相对 于 某 过 滤 之 0 代数 的 一 过 程 的 样本 函数 ，2.1V.。1. 

停 时 (stopping time): 见 可 选 时 。 

图 (graph); 可 选 时 的 一 ，2. П. 1; 一 的 可 料 狂 ，2。 П. 9, 

Tulcea 构造 (Tuclea construction): 正则 Markov 过 程 的 一 ，2。VI 3. 

т MY (т operator) 
вде (т): 一 的 定义 ，1。 П. 1, 1. XIV. 3; 一 应 用 上 调和 函数 ，1，IL 

6; 广义 一 ， 应 用 于 GM’ WF; 1. МШ. 11; 一 的 变 式 ，1、VIIL， 21, 
Meme (24): 一 的 定义 ，1。XV. 9; 应 用 于 上 抛物 型 函数 ，1. ХУ. 14, 
1. ХУШ. 2. 
MS (тт): 一 的 定义 ，2. Ш. 18, 2. IV. 14, 


w 


t (potential) 

经 典 场合 : ~H G, 1. 1. 5, 1. IV. 1, 1. IV. 9; 光滑 密度 的 一 ，1. L 75 特 
殊 开 集 上 的 一 、1、1V. 1; ~ 的 GM {%0 1. LV. 3, 1. IV. 8; 借助 平 
均 的 一 光滑 ，1.1V. 5; ~ 生成 测度 ，、1. IV. 6, 1. IV. 7; 上 调和 函数 成 为 
一 的 条 件 ，1。 IV. 8, 1. VIIL 11, 1. XIL 17 的 例 ; 极 集 上 一 的 无 限 HE 1. 
У. 11; ~ 边界 极限 函数 ,1. VIL 5, 1. XIL 18, 1. ХИ. 23, 1. 1Х.7;— 
格 Sp 1. IX. 8; N =1 情形 ，1. XIV. 7. 

MEHR: ~B Ġo 1. ХУ. 4, 1. ХУП. 5; 光滑 密度 的 一 ，1.XVIL 63 一 
边界 极限 函数 ，1。 XIX. 14, 2. IX. 7; 一 Hs 1. ХУШ. 19. 

MS: MEN) 2. Ш. 21; 由 增 过 程 生成 的 一 ，2.IV.6 Æ 2. IV. 11; 
一 联系 的 测度 ,控制 原理 ，2。IV、13; REXA 上 的 一 理论 ，2、IV、15， 一 
的 能 ，2. IV. 21. 

Ж о 代数 (tail 0 algebra): 条 件 Brown 运动 的 一 ， 2. X. 11, 3. П. 4. 
Wiener ЩА Ж (Wiener thinness criterion); 1. XIII. 17, 
Wiener 测度 (Wiener measure): 一 的 定义 2. VIL 3, 
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ЖЕЙ (indistingushable processes): 2. 1. 8. 


X 


下 半 连 续 函 数 (lower semicontinuous function). 函数 的 一 平滑 ， 附 录 VIILI: 
一 族 的 上 确 界 ， 附 录 УШ. 2; 一 的 Choquet 拓 提 引 理 ,附录 УШ. 3. 

下 穿 不 等 式 (down crossing inequality):2. Ш. 12, 2. Ш. 23, 2. IV. 180), 
2. IV. 19(0), 

FX (below): Ry 中 的 点 在 关于 某 集 的 一 ，1.， XV. 1, 

FR (submartingale, HMS LR): 一 的 定义 ，2。 Ш. 1; Jensen 不 等 式 应 
用 于 一 ，2。 Ш. 3(c); 一 致 可 积 一 是 左 闭 的 ? 正 右 闭 一 是 一 致 可 积 的 ?2。111.3(e)， 
2. Ш. 6, 2. У, 3, 2. У. 4; БЕЙІМ, 2. V. 2. 

ЮАШ (гар): ~, А. МІ. 1,2. VI 3, 2. МІ. 7, 

向 后 抛物 型 方程 (backward parabolic equation): 2. IX. 17, 

向 前 抛物 型 方程 (forward parabolic equation); Brown 运动 的 ~,2. IX. 17. 

修正 (inodification): 见 标准 修正 。 

Ў (fine topology, HURE) 

БДА. 一 的 定义 与 基本 性 质 ，1， XI 1 至 1. ХІ. 3, 1. ХІ. 5; ~ 的 概率 描 
Ж, 2. IX. 15; ~ 导 集 的 刻 划 ， 一 边界 与 一 内 部 ，1. XL 1, 1. XI 6; 与 
Euclid 拓扑 极限 相对 的 一 极限 ，1。XI，9; 用 特殊 函数 ые 识别 一 导 集 ;1.XL 
10; 一 的 拟 Lindelöf #, 1. XL 11; 一 与 边界 点 规则 估 的 关系 ，1.XL 12; 
作为 上 调和 函数 定义 域 的 一 开 集 ，!。 XL 19; 极 小 一 ，1。 XIL 11, 1. XIL 
12, 1. XIL 17; 极 小 一 的 概率 描述 ，3。 Ш. 3; Martin 边界 点 处 与 Martin 
拓扑 极限 相对 的 极 小 细 极 限 ，1. ХИ. 15, 1. XIL 16; 半空 间 子 集 的 法 向 边界 
极限 点 与 极 小 细 边 界 极限 点 ， 1. ХИ. 22, 

MURS: 一 的 定义 与 基本 性 质 ，1. XVIL 9, 1. XVIL 12, 1. XVH. 10; 
一 的 概率 描述 ，?，IX. 15; ~ 导 集 的 刻 划 及 用 特殊 函数 u* 识别 一 导 集 1 
ХҮП. 15, 1. ХУП, 16(r);1. XVIL 17(r); 一 的 拟 Lindelöf #,1.XVIL 
19; Martin 边界 点 处 与 Martin 拓扑 极 限 相对 的 极 小 细 共 抛物 极限 ,1、 XIX. 
12, 

ийй: RX 0 HA, 2. IV. 16. 

细 拓 扑 的 Baire 性 质 (Baire property of the fine topology): ZRA» 1. 
XL 1; 抛物 型 场合 ， 1. XVIL 9, 

META (progressively measurable); 一 的 定义 , 右 或 左 连 续 过 程 是 一 ,2. L 
2; 一 过 程 命 中 一 个 集 ，?2。I. 9, 2. П. 4; 一 你 准 修正 存在 的 条 件 。 2。 工 135 
在 可 选 时 处 的 ~ 过 程 ，2, IL 3; 一 过 程 的 连续 性 ， 2. IL 5, 2. IL. 6. 


Y 


M C(martingale, {КЖБ ЕЙ): 一 的 定义 , 例 ， 基 本 性 质 ,可 闭 性 ，2。 IL 1 & 
2. їй. 3; 一 致 可 积 一 的 可 选 样本 ，2。II.。 (a), 2. IV. 2; 以 R 的 于 集 作为 
一 般 参数 集 的 一 ，2。111. 4; LARDER 2. Ш. 13; 一 致 可 积 一 的 收 
化 性 ，2。111. 14; 一 的 向 后 收敛 。2。IIL. 16; L? 有 界 一 的 Krickberg 分 解 ， 
2. У. 4(c); 'S。，S。 及 其 分 解 ，2. У.7,2. V. 11, 3. 1. 2, 3. 1. 4 至 3。 
1. 6, 3.1, 12, 3. L 13; 局 部 一 ，2。V. 12, 2. УШ. 3(e), 2. УШ. 3(}), 
2, УШ, е), 2. УШ. 6(j); 关于 Brown 运动 过 波 的 一 ，2。VIHL 8; 由 
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! 
i 
Brown } 1% 351, 
IX. Xc. Н 
样本 函数 _ | А І, 2. п. 
5, 2.1 f 
一 致 可 积 i 8X HR У; 
随机 变 Ы ТЕТО 
FR Ї .9; 是 一 但 不 
是 类 г i 
ЖУ (бане dimensivna, el 2. 1 10, 


的 化 (reduction， 也 见 扫除 7 

经 典 场合 ; ~ 的 定义 与 性 质 ，1， Ш. 4, 1. IL 5, 1. VL 2 至 1. VL 4; 一 
的 СМ, 1. Ш. 6; 一 与 容 度 的 关系 ，1。VIL 5; 广义 ~，1, XI. 20; ~ 的 
概率 赋值 ，2。1X. 14, 2. Х. 7, 

抛物 型 场合 ; ЕХ УВД, 1. XVIL 3, 1. XVIL 11, 1. XVIL 14, 1. 
ХУП. 16, 1. XVIL 17; ~ 的 概率 赋值 2.X. 7. 

Mie: ИЕЫ 2.111. 22; 一 应 用 于 下 穿 不 等 式 ，2. 11.23, 2. IV. 
18(о), 2. ТУ, 19(0); 连续 参数 一 ，2。IV. 17 Æ 2. IV. 20. 


2 


Zaremba % (Zaremba barrier): W, Poincaré-Zaremba BE, 

MM (increasing process); 一 的 定义 ,由 一 生成 的 测度 的 支 集 ?2。!IV.6; 由 一 
生成 的 位 势 ， 2。1V. 6, 2. IV. 8; 自然 一 与 可 料 一 ，2。1V.。6，2。IV， 7; fF 
ЖЕНО Riesz 测度 生成 元 的 ~，2. IV., 13. 

ERY (orthogonality): 向 量 格 中 的 ~，A, Ш, 7, 

正 上 抛物 型 函数 的 零 集 (zero set of a positive superparabolic function): 1. 
ХУШ. 14, 1. ХУШ, 17, 

正则 随机 过 程 (canonical stochastic process): 一 的 定义 与 Kolmogorov 构造 、 
2. 1. 10; Markov ff 2. УІ. 3, 2. VI. 5, 2. ҮІ. 6; Brown 运动 情形 ， 
2. Үй. 3, 2. УП, 9, 

状态 空间 《state space): 随机 变量 的 一 ，2。I. 3; HS Brown 运动 的 一 ,2。VIL， 
2. 

БЕЙ transition function); 一 的 定义 与 普遍 可 测 扩张 ， 附 录 VL 2， 附录 
УІ. 3. 

ФВ (сопе): 一 的 定义 ?附录 Ш. 3; 一 所 产生 的 特殊 序 ， 附 录 IL 4. 

柱 面 (cylinder): 一 上 的 上 撼 物 型 函数 ，1. XV. 15; ~ Ly Dirichlet 问 
Ж, 1. ХҮШ. 4, 

MER (ргесарасіку): 11-5 ЯЖ) Choquet 容 度 > 附录 IL 8. 

ig (ordinate): ÉS HA, 1. XV, 1, 
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